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81 Classification of the mapping from the left to the right two-
dimensional Riemann manifold

“It is vain to do with more what can be done with fewer.”
(entities should not be multiplied without necessity)

WILLIAM OF OCKHAM (1285-1349)

There is no chance to map a curved surface (left Riemann manifold) to a plane or to another curved surface
(right Riemann manifold) without distortion or deformation. Such distortion or deformation measures will be
reviewed here as they have been developed in differential geometry, continuum mechanics and mathematical
cartography. The classification of various mappings, for instance

equidistant
equiareal
conformal
geodesic
lozodromic
concircular
harmonic

from one Riemann manifold (called left) on another Riemann manifold (called right) is conventionally based
upon a comparison of the metric and its dual. In terms of the geometry of surfaces this is taking reference
to its first fundamental form, the Gaussian differential invariant. In particular, in order to derive certain
invariant measures of such mappings outlined in the frontline examples, namely called deformation measures,
a “canonical formalism” is applied: The simultaneous diagonalization of two symmetric matrices is of focal
interest. Such a diagonalization rests on the following Theorem 1.1

Theorem 1.1
(simultaneous diagonalization of two symmetric matrices):

If A € R™ "™ is a symmetric matriz and B € R™ "™ is a symmetric positive-definite matriz such that
AB™! euists, then there exists a nonsingular matriz X such that both XTAX = diag (A, An) and
XTBX =1, = diag (1,...,1) are diagonal matrices, namely 1,, the n dimensional unit matriz.

According to our understanding it has been intuitively applied by C.F. Gauf (1829) when he developed his
theory of curvature of parameterized surfaces (twodimensional Riemann manifold). Here the second fundamental
form (Hesse matrix of second derivatives, symmetric matrix H) had been analyzed with respect to the first
fundamental form (product of Jacobi matrices of first derivatives, symmetric and positive-definite matrix G).
Equivalent to the simultaneous diagonalization of a symmetric matrix H and a symmetric and positive-definite
matrix G is the general eigenvalue problem |H — AG| = 0 which corresponds to the special eigenvalue problem
[HG ! — M| = 0 for the Gaussian curvature matric —K = HG™*.

In comparing two Riemann manifolds by a mapping from one (left) to the other (right) we only concentrate
here on the corresponding metric, first fundamental forms of two parameterized surfaces. A comparative
analysis of second and third fundamental forms of two parameterized surfaces related by a mapping will be
given elsewhere. F. Uhlig (1979) presented us with a historical survey of the above theorem to which we refer.
Generalizations to canonically factor two symmetric matrices A and B which are only definite - needed for
mappings between pseudo-Riemann manifolds - can be traced to A. Bunso-Gerstner et al (1993), J.E. Cardoso
and A. Souloumac (1996), M.T. Chu (1991a,b), P. Dewilde (1988), P. van Dooren (1981), J.T. Jalliffe (1995),
J. Leeuw, S.K. Mitra and C.R. Rao (1971), B. de Moor (1969,1990), R.W. Newcomb (1961), C.C' Paige,
C.R. Rao and S.K. Mitra (1971), S.K. Mitra and C.R. Rao (1968, 1971), S.R. Searle (1982, p. 312-316), W.
Shougen and Z. Shugin (1991), N. Tsing and F. Uhlig (1991), F. Uhlig (1973a,b,c, 1976, 1979), J. Vanderwalle
et al (1988). In mathematical cartography the canonical formalism for the analysis of deformation has been
introduced by M.A. Tissot (1881).



There exists a beautiful variational formulation of the simultaneous diagonalization of two symmetric matrices
which motivates the notation of eigenvalues as Lagrange multiplyers A, namely

/ Corollary 1.2 \

(variational formulation, simultaneous diagonalization of two symmetric matrices):

If A € R™" is a symmetric matriz and B € R™™ is a symmetric positive-definite matriz such that AB™"
exists then there exist extremal (semi-)norm solutions of the Lagrange function vV trXTAX =: ||X]|4, the A-
weighted Frobenius norm of the nonsingular matriz X subject to the constraint tr(XTBX —I) = 0, namely
the constraint optimization

IIX|3 = Mr(XTBX —I) = extr
X, A

solved by the system of normal equations

(A-XB)X =0  subjectto X' BX=1I

known as the general eigenvalue- eigenvector problem. The Lagrange multiplier X is identified as eigenvalue.

J

1-1 Mapping from a left twodimensional Riemann manifold (surface) to a right twodimensional
Riemann manifold (surface)

Let there be given the “left” twodimensional Riemann manifold {M?, Gy} and the “right” twodimensional
Riemann manifold {M?,g,,} with standard metric [Gyn] = [Gyum] and [gu] = [guou], respectively, both
symmetric and positive-definite. A subset U; C I\\/JIl2 and U, C M2, respectively, is covered by the chart

Vi C E* ;= {R? 675} and V. C E? := {R? §;;}

respectively, w.r.t. the standard “canonical” metric [6;;] and [d;;], respectively, of the “left” twodimensional
FEuclid space and the “right” twodimensional Fuclid space. Such a chart is constituted by local coordinates
{U,V} € Sq C E? and {u,v} € S, C E? over open sets Sq and S, respectively. Figure 1.1 illustrates by
a commutative diagram the mappings ®;, ®, and f, £ The left mapping ®; maps a point from the “left”
twodimensional Riemann manifold ( “surface”) to a point of the “left” chart, while ®, a point from the “right”
twodimensional Riemann manifold ( “surface”) to a point of the “right” chart. In contrast, the mapping f relates
a point of the “left” twodimensional Riemann manifold (“surface”) to a point of the “right” twodimensio-
nal Riemann manifold ( “surface”). Analogously f maps a point of the “left” chart to a point of the “right” chart.

f:M? — M2
and B
ﬁ:‘/l—ﬂ/T:(I)Tofo(I)l_1

All mappings are assumed to be a diffeomorphism: The mapping {dU,dV} — {du,dv} is bijective. Example 1.1
is the simple example of an isoparametric mapping of a point on an ellipsoid-of-revolution to a point on the
sphere. The isoparametric mapping of this type is illustrated by the commutative diagram of Figure 1.2. We take
notice that the differential mappings conventionally called f,, f*, respectively, between the bell-shaped surface of
revolution and the torus illustrated by Figure 1.1 does not generate a diffeomorphism due to the different genus
of the two surfaces. While Figure 1.3 illustrates simply connected regions in R? and R?, respectively, Figure 1./
demonstrates regions which are not simply connected.



{IR*,5,} =15

{IR?,5,} =12

L=dofo )

Figure 1.1: B
Commutative diagram (f,f, ®;,®,), f=®,0fo0 <I>l_1

2 _qm2
M7 =67 44

QV
X A @
v S v
"A g
_ Figure 1.2
f . E% a4, — S; bijective mapping of an ellipsoid-of-revolution E% , ,, to a sphere S?,

®; = {A,®} = {arctanY/X, arctan A3A;%Z/V/X2 + Y2}, @, := {\, ¢} = {arctany/x, arctan z//22 + y2},
isoparametric mapping f = id, namely (A, ®) = (), ¢).

R? R2

Figure 1.3 : Simply connected regions Figure 1.4 : Not simply connected regions



Those regions are characterized by closed curves which can be laid around the inner holes and which cannot be
contracted to a point within the region. The holes are against contraction.

/ Ezample 1.1 \

2 2 : o)
(E%, 4.4, — S7, isoparametric mapping):

As an example of the mapping f : M? — M2 and the commutative diagram (f,f, ®;, ®,) think of an
ellipsoid-of-revolution

2 2 2
Edana, = {XEREHE=+ 5 =1,R" 5 4; > 4, eRT}
of semi-major axis A; and semi-minor axis Ay as the left Riemann manifold M7 = Eil A,.4, and a sphere
SZi={xeR*a*+y* +2>=r*recR"}

of radius r as the right Riemann manifold M? = S2, f being the pointwise mapping of Eil,Al,& to S2
one-to-one. £ could be illustrated by a transformation of {ellipsoidal longitude A, ellipsoidal latitude P}
onto {spherical longitude X\, spherical latitude ¢} one-to-one. The mapping f = id is called isoparametric
it {A = \® = ¢} or {U = u,V = v} in general coordinates of the left and right Riemann manifold,
respectively. Accordingly in an isoparametric mapping {ellipsoidal longitude, ellipsoidal latitude} and
{spherical longitude, spherical latitude} are identical.

\ J

[*T™M2 — *TM2

(pullback) Versus £ ™2 - TM

2 2
f. |: w;, - I (pushforward)

“TM2 — *TM2

The mapping f : I\/Jll2 — M2 is called deformation. In addition, the mappings f. (pullback) versus f* (push-
forward) of the left tangent space TM? onto the right tangent space TM? called pullback (right derivative map,
Jacobian map J,.) and of the right tangent space TM? onto the left tangent map TM? called pushforward (left
derivative map, Jacobian map J;) are of focal interest for the following. Indeed the pullback map f. coincides
with the mapping of the right cotangent space *TM?Z > (du,dv) onto the left cotangent space *TM3 > (dU, dV)
as well as the pushforward map £* with the mapping of the left cotangent space *IT'M3 > (dU,dV') onto the right
cotangent space *TM?2 > (du, dv).

1-11 A first multiplicative measure of deformation: The Cauchy-Green deformation tensor

There are various local multiplicative and additive measures of deformation being derived from the infinitesimal
distance dS? of M7 and ds? of M2, respectively.

dS? = Gyun(UR)dUMdUN  wersus ds® = guy(u’\)du“du”
The mapping f : M? — M2 of type deformation is represented locally by f, in particular UM — u# = fH(UM).

In contrast, the mapping T : M2 — M7 of type inverse deformation is represented locally by £, in particular
ut — UM = FM(yr). In the left and right tangent bundle TI\\/JIl2 X I\/Jll2 and TM?2 x M2 we represent locally the
projections w(TM? x M7) = TM? and 7(TM2 x M2) = TM2 by the pullback map and the pushforward map, in
particular by

ouM ou
. M _ I LI A M
{ f, . dUY = S dut  wersus f*:du _8UMdU , ]
subject to
ouM out
1
Sl >0, | >0 1)



preserving the orientation % A %,% A a% of M?,M2, respectively. The first multiplicative measure of

LaR]

deformation has been introduced by A.L. Cauchy (1828) and G. Green (1838) reviewed in Box 1.1.

/ Boz 1.1 \

left versus right Cauchy-Green deformation tensor, pullback versus pushforward:

[ left Cauchy-Green deformation tensor (I CG) ]

" v
ds? = gy { PH(UF)} Sy Dl dUM dUN
or
CMN(UL)dUMdUN
for all

n v
ear (UE) = g0 (U") Dy (UF) Bl (U)

[right Cauchy-Green deformation tensor (r CG) j

M N
d5% = Gun {F* ()} 9 Oy duv

or
Cpu (u?)dut du”
for all
M N
Cou (1) := G (0) B (u) 9 ()

k ou” ou”

With respect to the deformation gradients, the Jacobi matrices in particular

out . ouM _
J[ = [W} = JT versus JT = [W] = Jl
[CG and rCG are represented in matriz algebra by
cGa VErsus rCG
C :=JI'G.J, C,:=JI'GJ,

The abstract notation hopefully becomes more concrete when you work yourself through Example 1.2 where
we compute the Cauchy-Green deformation tensor for an isoparametric mapping of a point on an ellipsoid-of-
revolution to a point on a sphere.



/ Ezample 1.2 \

(Cauchy-Green deformation tensor, f : B, apn, — SP)

The embedding of an ellipsoid-of-revolution M} = E%, , 4, and a sphere M? = S7 into a threedimensional
Euclidean space {R3,13} with respect to a standard Euclidean metric I3 (3x3 unit matrix) is governed by

A; cos @ cos A A ® sin A Ai(1— E?)sin®
X(A,®) = E 1 cos ® cos LB, 1 cos @ sin L E, 1( ) sin
V1— E2sin? ® V1— E2sin? ® V1— E2sin? ®
A cos® cos A
= [E|,Ep Bg)——L cos® sinA

V1— E?sin® ® (1 - E?)sin®

B? o (A3 — A3)/ A3 = 1~ A3/A3, A3/A3 — 1~ FP,

and
7 COS ¢ COS \
X(A, ¢) = e1rcospcos A + ear cos psin A + esgrsing = [eq,ez,e3] | rcospsin A
rsin ¢

respectively. The coordinates (X, Y, Z) and (x, y, z) of the placement vector X(A,®) € B4 , ,. and
x()\, ¢) € S2, respectively, are expressed in the left and right orthonormal fived frame

{El7 EQ,E?,‘O} and {61782783‘0}

at their origins O and o, respectively. Next we are going to construct the left as well as the right tangent

space TM? and TMZ, respectively. The vector field X (A, ®) is locally characterized by the field of tangent
vectors

(X X
ON’ 0D’

the Jacobi map with respect to “surface normal ellipsoidal longitude A” and “surface normal ellipsoidal
latitude ®”, namely

[ Aicos®sinA _A1(17E2)sin‘1>cosA 7

V1-E2sin? & (1—E?2sin® @)3/2

Xn Xo
X 90X A b cos A A1(1-E?)sin ®sin A
{a_Aa 8_(?} = [E17E27E3] }Z/A }Z/(b = [E17E27E3] +\/11C702,2 ;;ZZ@ - l(l_Ez sin? ©)3/2 )

A P

A1 (1—E?)cos ®

L 0 +(11E2 sin2 @)3/2

as well as the vector field x(\, @) by the field of tangent vectors

o o,
N 9¢°’

the Jacobi map with respect to “spherical longitude \” and “spherical longitude ¢”, namely

Ix Ox T T4 —rcos¢sin A\ —7rsin ¢ cos A
{8_)\’ %} =[e1,es,e3] | yn Yp | =e1,e2,€3] | FrcospcosA —rsingsin A
X Z¢ 0 7 COS ¢

Nezxt we are going to identify the coordinates of the left metric tensor G; and of the right metric tensor G,
in particular from the inner products

\ J

10



By means of the left Cauchy-Green tensor we have
succeeded to represent the right metric or the metric
of the right manifold M2 in the coordinates of the left
manifold M. Or we may say that we have pulled back
(d/\,dgb) e* T)\,gﬁM% to (dA,d(I)) c* TA,q)MlQ, namely
from the right cotangent space to the left cotangent

@C@.

contd. Example 1.2

2 9
<Rl > = 1&52:0:1;1;1)@ = Gu <EIF> = rPeos?s =gn
<X s = <X —iG=0 and <FIE> = <BEF> =g=0
2(1—-E?)2 Ox | 9x _ .
<HIFE> = Cermewy =02 <oles> = T =ig»
A2 cos? A1 — E?)?
dS2: 1 2 1 d(PQ d d2: 2 2 d)\2+ 2d2
1—E251n o (1— EZsin® ®)3 and as”=r"cos"¢ rdg
[ left metric ] ( right metric ]
G11 Giz g1 912
G’ . = G = = = v =
[ G2 G2 (Gaw) Gr 912 22 (9]
s 0 e
A3(1—E?)? 0 r?
0 (-E7sinZ &)°
Finally we implement the isoparametric mapping f = id, namely
(1.4i) UM -yt = fH(UM) (1.4ii)  ut =, UM
(summation convention over repeated indices)
(1.47ii) w! = U u? =U? (14iv) A=A,¢p=0
M I3 .
(Ldv) |2 [=1>0,|2=1>0 (Ldvi) J=1,=1J,
dA dA dA dA
. M — M I _ * o SH M _
f. :dU §#du7[d¢] [dqﬁ] versus f:du o dU ’[dgb} [d@]
( left Cauchy-Green ] ( right Cauchy-Green ]
our ou” v aUM aUN
N = gun@U—N =gw5ﬁ45N C,w =GunN oo dur GMN(SiY(Slj,V
C =[eun]=ITG.J = C, =[C.]=JIGJ, =
r2cos?® 0 _Afcos®s 0
_ 0 2 1—-E2sin? ¢ ) -
0 AT(1-E?)
(1—EZsin? ¢)3
ds? = r?cos® ®dA? + r2dd> cos
ds? = lAlE2 5m2¢dk2 + (lA E(12 blf 29)3 d¢2

By means of the right Cauchy-Green tensor we have
been able to represent the left metric or the metric of
the left manifold M in the coordinates of the right
manifold M?. Or we may say that we have pushed
forward (dA,d®) €* Ty oM7to (dX,dg) € Ty ,M2,
namely from the left cotangent space to the right co-

tangent space. J

11



There exists an intriguing representation of the matrix of deformation gradients J as well as of the matrix of
Cauchy-Green deformation C, namely the polar decomposition. It is a generalization to matrices of the familiar
polar representation of a complex number z = rexpi¢,r > 0.

/ Corollary 1.3 \

(polar decomposition):

Let J € R™ ™. Then there exists a unique orthonormal matric R € SO(n) called rotation matriz and a
unique symmetric positive-definite matriz S called stretch such that

J=RS,R'R=1,S=8*
and
Cl = Jl*GrJl = SlR*GrRSl versus STR*GIRST = J;‘GIJT = Cr

Z'Qa polar representation of the matriz of Cauchy-Green deformation. J

How to compute the polar decomposition of the Jacobi matriz 7 An elegant way of computation is by the
singular value decomposition.

/ Corollary 1.4 \

(polar decomposition by singular value decomposition):

Let J € R?*2 have the singular value decomposition
J=UxVv"
where U € R?*2 'V € R?*2 are orthonormal (unitary) namely U*U =12, V*V = I and
Y = Diag(o1,02)

in descending order o1 > oy > 0 is the diagonal matriz of singular values {o1,02}. If J has the polar
decomposition J = RS, then

( R=UV* and S=VXV* ]

A(J) and o(J) denote, respectively, the set of eigenvalues and the set of singular values of J. Then

(1) the left eigenspace is spanned by the left eigencolumns [uy|uz] generated by
(JJ* — )\112)111‘ = (JJ* — U?Ig)ui =0
]| = [Juf| =1

(ii) the right eigenspace is spanned by the right eigencolumns [v1|va] generated by
(J*J — )\jIQ)Vj = (J*J — O'?IQ)VJ' =0

(iii) the characteristic equation of the eigenvalues is solved by

3J* = AL/ =0 or |J*J—Aly|=0 , M- A+II=0

relative to the invariants

I:=trJJ* =trJ*J  and  II:= (detJ)? = det JJ* = det J*J
M=of=11+ PP —4Il) , X =o0}=1(1-/I?—4II)

(iv) S = (J*J)% = [v1,va]Diag(o1,02)[v], V3]
R = JS_l = [ul, UQ][VT,V;]

J is normal if and only if RS = SR

—~
)
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More details about the polar decomposition related to the singular value decomposition can be found in the
classical text by J. Highham (1986), C. Denney and A.J. Laub (1991) and T.C.T. Ting (1985).

Ezxample 1.3 is a numerical example for singular value decomposition and polar decomposition.

/ FEzxample 1.3 \

(singular value decomposition, polar decomposition):

Let there be given the Jacobi matrix J, the product matrices JJ*, J*J such that the left and right cha-
racteristic equation of eigenvalues read

5 2 . [29 9 o [29 3
J_[—l 7}’ JJ_[g 50]’ JJ_[:& 53}
|3T* — AL :‘ 299_A 509_A ':)\2—79)\+1369=0
17T — AL :‘ 263_A 533_A |:A2—79)\+1369=0

Li=tr JJ* = J*J = 12, II:=det JJ* =det J*J = 1369
A\ = 53.329, o1 =/ = 7.303
Xo = 25.671, 2=/ As = 5.067

The left eigenspace is spanned by the left eigenvalues [u, us], the right eigenspace by the right eigenvalues

[V1, V2], namely

(JJ* — )\112)111 = 07 (JJ* — )\112)112

(J*J — )\112)V1 = O, (J*J — )\112)V2

or

—24.329 9 Uil —0 3.329 9 u2 -0
9 —3.329 ugy | 9 24.329 Uy |

27320 3 o | _, 0320 3 ve |
3 —0329 || vy |~ 327329 | | vge |

Note that the matrices JJ* — Ao and J*J — Ay have only rank one. Accordingly, in order to solve the
homogenous linear equations uniquely we need an additional constraint. Conventionally this problem is

solved by postulating normalized eigencolumns, namely

u%l +u§1 =1, uf2 +u§2 =1, U%l +U§1 =1, U%z ‘H)%z =1
[ui]] = [Juel| = 1, [jvi]l = [Iv2 =1

The left eigencolumns [uy, us] are constructed from

—24.329u11 + uo1 =0,  3.329u19 4+ Yuoe =0

2 2 _ 2 2
uip tuz =1, ujytuz =1 J

-
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/ contd. Example 1.3 \

leading to two solutions. We have chosen

w11 = 0.346,946, w2 = 0.937,665
Uzt = 0.937,665, e = —0.346, 946

In summary, the left and right eigencolumns are collected in the orthonormal matrices

U= 0.346,946  0.937,665 vV — 0.109,117  0.994, 029
~ 1 0.937,665 —0.346,946 |’ ~ ] 0.994,029 —0.109,117 |’

The polar decomposition is now straightforward.

R=UV" and S¥XV* =V, 3 = Diag(o1,09)

R — 0.970,142  0.242,536 S — 5.093,246 0.242,536
| —0.242,536 0.970,142 |’ ~ ] 0.242,536  7.276,069 |’

gieed R is an orthonormal matriz as well as S is symmetric. J

1-12 A second multiplicative measure of deformation: stretch or length distortion, Tissot
portray

The second multiplicative measure of deformation is based upon the scale ratio, also called stretch, dilatation
factor or length distortion.

left stretch ] [ right stretch j

/\22035'2 = ds? A2ds? = dS?

s 2
= 07 =7 A==

subject to duality
AN =1.
What is the role of stretch {A%,A\?} in the context of the pair of metric matrices

{emn,Gun} and {Cu,9u}
{C, G} {Cr, G}

respectively, which are symmetric, positive definite? According to a standard lemma of matrix algebra both
matrices of the pair can be simultaneously diagonalized, one matrix being the unit matrix.

We briefly outline the simultaneous diagonalization of the positive-definite, symmetric matrices {C;, G, } and
{C,, G;}, respectively, which is based upon the transformation, called Kartenwechsel

[ T:Vl(UMlz)—ﬂZ(UMlz) ’UeTSUSTZV;(UMg)—)f/;(UMg) }

14



U, M = U, c M2

S
@, @
@, @
S
V, c T2 V. c 2

! v

V, c I Vv, cIE?
Figure 1.5:

Commutative diagram, canonical representation of pairs of metric tensors, Kartenwechsel T and 7, respectively,
canonical mapping f_,,, from the left chart V; to the right chart V..

Let us pay attention to Theorem 1.1 and Corollary 1.2 and present the various transformations like toolboxes
as following.

Boz 1.1
left vs. right Cauchy-Green deformation tensor, pullback vs. pushforward

Box 1.2
Tissot circle and ellipses

Boz 1.3
left general eigenvalue problem of the left Cauchy-Green deformation tensor

Box 1.4
Qight general eigenvalue problem of the right Cauchy-Green deformation tensor/

Certainly we agree that the various transformations have to be checked by “paper and pencil”, in particular by
means of Example 1.1, 1.2 and 1.3. In case that we are led to “nonintegrable differentials” (namely differential
forms) we have indicated this result by writing “@V” and “d@v” according to the M. Planck notation. In this
context the left and right Frobenius matrices, F; and F,, respectively, have to be seen. They are used as
matrices of integrating factors which transform “mperfect differentials” @ V4 (namely @ V', dV? or differential
forms Q1,Q) or @V® (namely d@v',dv? or differential forms wy,ws) to “perfect differentials” dU* (namely
dU',dU?) or du® (namely du', du?). As a sample reference of the theory of differential forms and the Frobenius
Integration Theorem we direct the interested reader to J.A. de Azcarraga and J.M. Izguierdo (1995), D. Bleeker
(1981), J.P. do Carmo (1994) and H. Flanders (1970 p.97). Indeed we hope that the reader appreciates the
triple notation

matrix notation
Cayley calculus

Index notation
Ricci calculus

explicit notation
Leibniz-Newton calculus

15



-

left

=0apd@VATVE = (@V)2 +(@V?)? =02+ Q3

Box 1.2

Tissot circle and ellipses

Tissot circle S, left Tissot ellipse E}Xl’ As

[ ]

dS® = GunULUNaVAaVE =

left Tissot circle St

or
ds? = QTFI G F,Q = QTQ
<~ F;‘FGlFl =1

[ left Tissot ellipse E§ 1A ]

ds? = g ulul, UNMUYavAaVE =

=A@V')? + A3(@V?)? = 50 + 503
or
d82 = QTFZTClFlQ = QTDAQ
<= F] C/F, = Diag(A},A3) = Diag(xlg, )\%)

1 2

right Tissot ellipse E}xl, A, Tight Tissot circle St

[ right Tissot ellipse IE}\ LA ]

ds? = GMNUyUIfVugugdvadvﬁ =

= Ai%(c‘ivl)2 + Ai%(va)2 = Mw? + Mw3
or

dS? = w'FICF,w=w'Dy\w

<= FTC|F, = Diag()\?,)\3) = Diag(

)

1oy
AT

[ right Tissot circle St

ds? = guyugugdvadvﬁ =

= Japdv®dv? = (@v')? + (@0%)? = w? + w}
or
ds? =w'FI'G,F,w=Q7Q
<~ FIG,F, =1

~

/

16



Box 1.8 \

left general eigenvalue problem of the left Cauchy-Green deformation tensor

A2dS? = ds?
A2 Gy NUMUNGVAGVE = g, ub i UMUN 2V AZVE

AaVTFIGF@dV =aVTF CF,dV
<~
A2GMNU§] = CMNUg or AzGlFl = ClFl
—

N O

\

(CMN —AQGMN)Ug =0 or (Cl —A2G1)Fl =0 J

Box 1.4
right general eigenvalue problem of the right Cauchy-Green deformation tensor

A2ds? = dS?
)\ZQuVUZU%dUQdUB = GMNUyUlfVuZu%dvadvﬁ

NaVTFIG,F,dV =dVTFIC,F,dV

—
)\Qg,wug = CN,,uE or MG,F, =C,F,
—
(Chv = A2gu )5 =0 or  (C, — \2G,)F, =0 J

Thus we are led to the general eigenvalue problem as a result of simultaneous diagonalization of two positive-
definite symmetric matrices {C;, G;} or {C,, G, } respectively, namely

-

\

(left and right general eigenvalue problem of the Cauchy-Green deformation tensor):
For the pair of positive-definite, symmetric matrices {Cy, G;} or {C,, G, } a simultaneous diagonalization is

F/ CF; = Diag(A? A3), F/G,F; =1 versus

obtained from the general eigenvalue - eigenvector problem of type “left eigenvalues”, “left principal stretches”

~

Lemma 1.8

FI'C,F, = Diag(\?,)3), FIG,F, =1

CF, — GFDy=0<+= (C,— A2G))f;i =0
< |Cl —A2G1| =0

1
A, =A% = S{rCiG " \/ (trCiG; 1)? — 4detC,G; '} j

17



Diese Seite ist absichtlich leer (Fortsetzung des Textes folgt)
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have been interpreted as pairs

{ left Tissot circle S } versus { left Tissot ¢llipselE A}
and

{lriél;t}Tissot cIIipscIE}\hA, } versus { right Tissot cir-
cle

E;{ 4 "3 5 :

left Cauchy-Green tensor,

left Tissot circle St,

left Tissot cllipse]E,l‘hA,

on the tangent space left and right

Hod

- "

du

1’5.1.305 N

right Cauchy-Green tensor,

right Tissot cllipacEihh,
right Tissot circle S*

21



on the left tangent space Ty M? and right tangent space
T.M? “respectively, being illustrated in Figure I1.8iii
and Figure 1.§ - It should be noted that the general
eigenvalue problem |C; — A?Gy| = 0, |C, - A?G,| = 0,
respectively is equivalent to the special eigenvalue prob-
lem [CiG1=A%I| = 0, |C, G} =A%I| = 0, respectively,
but the corresponding eigenvectors differ.

The ” left eigenvectors® or ” right eigenvectors’

o)
Ufm veErsus ug%‘-‘- (134)
d. i
F’E(—f versus F,a—{‘- (1.35)

span canonically the left or right tangent space Ty M?
or T,IM3, respectively. Indeed they are generated from
a dual holonomic base (coordinate base)

{dUY,dU?} versus {du!,du?}

to an anholonomic base

{dv1,dV3} = wversus {dvl,dv?} =
= {1, Qa} = {w1,wa}

by a transformation

dU1 _ Ql dul - Wi
[ dU? ] _F;[ Q, ] versus [du2 } —F,.[w2 ]
(1.36)

constituting the left and right Frobenius matrix of inte-
grating factors.
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A first additive measure of deformation:
The Euler-Lagrange deformation tensor

The first additive measure of deformation is based upon
the scale difference

ds? —dS?* versus dS? — ds?

which are represented by pullback UM — ut = fA(UM)
or pushback u¥ — UM = FM(y#), in particular

ds? —dS? = versus dS? — ds3 =

dUT(ITG. 31 — Gy)dU duT(ITGI, — G,)du

(1.37)

Accordingly we are led to the deformation measures of
Boz 1.3vii being introduced by L. Euler and J. L. La-
grange called strain.

What is the role of strain in the context of the pair of
matrices

{E;,Gi} and {E,,G,},

respectively? {E;, E,} are symmetric matrices, {Gy, G,}
symmetric, positive-definite matrices. Thus according
to a standard lemma of matrix algebra both matrices
can be simultaneously diagonalized, one matrix being
the unit matrix. With reference to the general eigen-
value problem we experienced for the Cauchy-Green de-
formation tensor we arrive at

23



Boz 1.l : left versus right Euler-Lagrange defor-
mation tensor

left - right
Euler-Lagrange Euler-Lagrange
deformation tensor deformation tensor
(IEL) (rEL)
ds? — dS% = dS? — ds® =
=dUT(IT G, 3; - G))dU =duT(37G3, - G,)du
%(dsz _ds?) = %(azs2 —ds?) =
= dUTE;dU = —duTE,du
for all o for all
E; = %(J;‘PG,J; - G)) versus E,:= %(G, - JZ'GIJ,.)

Lemma 1.4 _(left and right general eigenvalue prob-
lem of the Fuler-Lagrange deformation tensor

/For the pair of symmetric marrices {E;, G} or {E,, G,} \
where {G,, G;} are positive-definite a simultaneous di-

agonalization is

FTE/F; = Diag(Ky, K»), FTGF =1  (1.36])
versus
FTE.F, = Diag(k1,%,), FTG,F, =1  (1.371)

obtained from the general eigenvalue — eigenvector prob-
lem of type

"left eigenvalues”

E/F-GF Dg =0<= (E(—K;’Gl)_fh‘ =0 < [E)-K;'G(l =0
(1.381)

Kis=Ks= -;-{trE;G,‘I:t\/(trElG,‘l)z — 4detE,G[ )
(1.391)
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"left ei}renvectors »

EF;~GFDg =0, F;= [fH..,fI_] (1.40 1)
) -1/2
f, = [(ezz _K12G22)2 Gy, —2(612 _K12G12)(622 —K12G22)G12 +(612 _K12G12) GZZ]

_ 5 -
ey —K7Gy,

) __(el2 - K12G12)_

—1/2
(611 _K%Gu)z Gy, _2(612 _K%GD)(CII _K%GII)GIZ +(el2 _K%Gu)2 Gu] *

-
T
Il
—

" _—(elz - K%Glz)

(1.411)
e;; —K3Gy,

"right eigenvalues” -

E.F,—G.F.D, =0 <= (Er“":iGr)fn' = 0 <= |Er_KGrl =0
(1.381)

K12 =Ks = -;-{trErG;'lzh\/(trE,G,-‘l)z — 4detE, G}
(1.391)

”risht eisenvectors ?
E,Fr - G/F,D, =0, F, = (frs, fr] (1.401)

-2
f. = [(Ezz —K{g )2 g - 2(E12 - Kig) )(Ezz - K12g22)g12 +(E12 - K78 )2 gZZ} *
i Ep —kigy |
_—(Elz - K12g12)

-1/2
f_= [(E” —K%g”)z g» —2(E12 - K%glz)(En — K38 )g12 +(E12 - K%glz)z gll:| *

o ~(En=xiep)] (1.411)

\ L E; —«dg,

*

The canonical forms of the scale differences ds? — dS?2,
dS? — ds?, respectively, have been interpreted as pairs

% { left Buler-Lagrange circle S! }
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{left Euler-Lagrange ellipse lE‘.,%;ﬂf2 : Ki>0VYi=1,2}
{left Euler—Lagrange hyperbola m)ﬂﬁ; . [ K1 >0 }

versus

Ky, <0

and

{ right Euler-Lagrange circle S! }

versus

-

{right Fuler-Lagrange ellipseE}‘;f; :ki>0Vi=1,2}

{right Euler-Lagrange hyperbola H,k'; A [ >0 }

K2 <0 J

on the left tangent space TyyIM? and right tangent space
T.M2, respectively, being illustrated in Figure 1.4, i -
vii, viit. A deformation portrait with a positive eigen-
value K(E;, G,) or x(E,,G)) is referred to as ezten-
sion, with a negative eigenvalue K(E;, G,) or x(E,, G;)
as compression. Obviously Cauchy-Green deformation
and Euler-Lagrange deformation are related by

Corollary 14i; (relation between the Cauchy-Green

and Euler-Lagrange deformation ten-

-

(3 2E= J,TG,J; -G=C;~-G; versus 2E. =G, -JTGJ, =G, - C,

STy
versus
C =2E+G
(ii) E =JTE.J;
(i13) 2K; = A} -1
Vi=1,2

versus
C. =G, - 2E,
versus E, = ITEJ,
versus 2k = A2 -1
Vi=1,2

(1.42)

(1.43)
(1.44)
(1.45)
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Figure 1.4 left Euler-Lagrange tensor, K; > 0,
‘ K2>0 "
left Euler-Lagrange circle S!,
left Euler-Lagrange ellipseIE\l/-R;m

Figure 1. L3 left Fuler-Lagrange tensor, K, > 0,
Ko< 0
left Euler-Lagrange circle St,
left FEuler-Lagrange hyperbola
Hl
\/R-i !
left aﬁxjr?i;ght focal points Fy, F,
* )
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Figure 1. %! right Euler-Lagrange tensor, x; > 0,

k>0
right Fuler-Lagrange ellipse IE !

o VEL/R3)
right Euler-Lagrange circle S e

_5?\7{\
A\

o
ou
7

Figure 1.1,,,:;, . left Euler-Lagrange tensor, K1 > 0,
Ky <0
left Euler—Lagrange circle S?,
left Euler-Lagrange hyperbola
H! ,
lefﬁx’r?-ght focal points Fj, Fy

The proof is straight forward.

Ezamples for the mapping between two Riemann man-
ifolds are the following: C. F. Gauf (1822,1844) pre-
sented his celebrated conformal mapping of the biaxial
ellipsoid E} 3 = M} onto the sphere S? = M?, also

28



ellipsoid B} 5 = M7 onto the sphere S2 = M2, also
called double projection due to a second conformd map-
ping of the sphere S2? onto the plane R?. M. Amalvict
and E. Livieratos (1988) elaborated the uopammetnc
mapping of the triazial ellipsoidE 3 ABC= M} onto the
biazial ellipsoid E AB = M?. A. Dermanis, E. Livier-
atos and S. Pertsinidas (1984) mapped the geoid onto
the biazial ellipsoid. While nearly all existing map pro-
jections are analyzed by means of the Caschy-Green
deformation tensor A. Dermanis and E. Livieratos used
the EuIer-Lagmngc deformation tcmor for map projec-
tions, in particular dilatation tr E;G, or trE,G;! and
general shear (tr ;G 1)3—4 det E,G; ! or (tr E, G 1)?
4detE, Gt

1. 5 A second additive measure of deforma-
siemme  ¢ion: angular shear or angular distortion

An alternative additive measure of deformation is angu-
lar shear, also called angular distortion: Assume that
two parameterized curves in IM7? as well as their images
in ]M2 intersect at the pomt Up as well as uo, respec-
tlvely Two vectors UM, UL as well as 44, 4§ being ele-
ments of the correspondmg local tangent spaces Ty, M?
as well as Ty, IM?

U{w € TUn]Mlz: Ulzv € TU«:]MI2
versus
W} € Ty, M?, i} € Ty,M?

include the angle ¥; as well as ¥,, respectively. (Prime
differentiation is understood as differentiation w.r.t. arc
length, in contrast dot differentiation is understood as
differentiation w.r.t. an arbitrary curve parameter called
"t/” and "t.”, respectively.) Hllustrated by Figure 1.5 -
the left angle ¥; as well as the right angle ¥, are repre-
sented by the inner products:

cos ¥; = (Uj|US) = versus cos ¥, = (uf[ub) =
_ GMNI.J{‘ ﬁév gpyul u2
\/GABI.J‘I‘ I'Jf\/GpAUI; Us \/gc,,lgu1 uj \/9-76111 Nt
(1.461)

The second additive measure of deformation 1s the an-
gular shear or the angle of shear

( =Y =¥ -V, versus ) =o0:=¥, -V,

(1.461)
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3.1 of type "leff, 3°_ of type ”right’, respectively.

Figure 1.5'; Angular measure of deformation, left
“=Twwmm==_and right shear

. 8X .
Xz = 5w U¥
0X .
%= ggw UY
\J)
Ug uo
X:X; € Ty M} X1%; € Ty, M?

1, 6 A third multiplicative measure of defor-
mation: relative angular shear

The third multiplicative measure of deformation is the
ratio Q;, Q,, respectively, also called relative angular
shear, in particular

( Qicos ¥ = cos ¥, versus Q, cos ¥, = cos ¥,
. (1.46iii)
P =) _ . cos¥ .
Q=Q: Qr=¢q:= R (1.46iv)

\ ~ cos Y,

subject to duality Q¢ = 1. Additive and multiplicative
angular shear are related by

o8 )y = versus cos)., =
= Qrcos® ¥ + \/T= QF cos? ¥; sin ¥, =Q,co8’ ¥, + /1~ QZcos? ¥, sin ¥,
(1.46v) :
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In Boz 1.6  we have collected various representations
of angular shear, in particular in terms of the Cauchy-
Green deformation, Euler-Lagrange deformation tensors
as well as their eigenvalues.

61: 1.9 :+ Left and right angular shear
'['JT ; - T .
o — 1 Gl:(ri . u3 Cr?lz
Uillg,IVallg,  IMlie.lizlle.
uf G,1u; _ulau,
lllg,llzllg, . 1UillallUzlle

cos¥, =

ws¥, _ UTCU, [Uillg IUllg,
cs¥; — UTGU; Uyl (I Ualle,
_ I.J‘{C;I:I: 1
. TJ'{G[(TQ A(f]ﬂf\(ﬁg)

Qi:

_cos¥y _ u]Cru, lllg, lMallg, _
T eos¥, T ] Geug[liuflg, llallg,
_ u]Cry 1

— ul Graz A1) A (a2)

_ UTQE + G)U, 1Gillg, 10:llg,

Qi

_ uf (2B, + G/)i, lllg, a2l g,

Q-

UTEU,
UTG;U;

\/1 + 213'{'1”3".J1 \/1 + o UIEU,

1+2

Q=

uTgU, U7GiU;

I '
ui E u,
14 2~

aTE, 1, ulE,u;
14 2 [1 4+ 2=

B vIFTC,F, v, _ VI Diag(3}, A\})v,

~ MillFze,p VallFre,p, — MilloallVallo,

cou Wy s V'TF?'C;'Fy‘.’z =V’f%)iag(A§_',A"{)\.fz
IVillgre,p IVallFrer,  IIVillpallValloa

Qr =

cos I

UTG/U; VUTQE + G, \/ U7 (2E: + G))U,

ufGruz  /aT(2E, + G,)u; /al (2E, + G,)uz
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1. 7 Theequivalence theorem for conformal map-
ping from left to the right twodimensional
Riemann manifold (conformeomorphism),
g-Korn-Lichtenstein equations

We shall define conformeomorphism as well as angu-
lar shear and present an eguivalence theorem that re-
lates conformeomorphism to a special structure of the
Cauchy—Green deformation tensor, the Fuler-Lagrange
deformation tensor, the principal stretches as well as
dilatation before we are led to the generalized Korn-
Lichtenstein equations.

Definition 1.7 (conformal mapping):

T An orientation preserving diffeomor-
phism f : M7 — M? is called angle
preserving, conformal mapping (con-
formeomorphism, inner product pre-
serving) if
v =V,
or equivalently
Z,:E:Oﬂ&:a:ﬂ
for all points of IM; ,IM:‘:, respectively,
holds.

Theorem 1.7 (conformeomorphism, conformal map-

ping):

Let f : M} — IM? be an orientation preserving confor-
mal mapping. Then the following conditions are equiv-
alent.
¥;(Uy, Uz) = W, (1,02)
for all tangent vectors {U;,Us} and their images
{11, a2}, respectively.
(i)

Cr= AE(UQ)G[, C;Grl = Ag(Uo)I
versus (1.47)
C, = A% (u)Gy, C,G; ! = A%(up)I

E; = K(Us)Gi, EIG[ ! = K(U)I
versus (1.48)
E, = k(u)G,, E,G; ! = x(uo)I

1 1
K=-2-(A2-1)] Serous [ ST -1 =rx (149)

A2=2K +1 2c+1=2A%  (1.50)
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(i)
A=A = A(h) versus Ay = Az = A(to) (1.51)
Ky = K3 = K(Usp) versus K1 = K3 = £(o) (1.52)
A(Up) = %tr CiG;?  versus M (ug) = %tr C,G;! (1.53)
left dilatation : : right dilatation
K= %tr E,G;? versus K= -;-trE,.G,T1 (1.54)

tr QG = 2,/det C;G;! versus trC,G;l=2y/detC,G;! (1.55)
tr EIG,'I = 2¢/det E:G,'l versus trE.G 1 = 2v/det I‘.‘:,.G;'I (1.56)

(iv) g-Korn-Lichtenstein equations (912 = 0)

uy _ 1 g11 _G12 Gll U
uy VG11G2a ~ G, V 922 | =Gz Gz vy

(1.57)

subject to the integrability conditions uyy = uyy and
vyv = vyy.-

Before we present the proofs for the various conditions
it has to be noted that the generalized Korn-Lichten-
stein equations which govern the conformal mapping
M? — M? suffer from the effect that they contain the
unknown functions gy1[u*(UA)], g22[u*(UA)] since the
mapping equations u*(UA) have to be determined. In
case of {M?, g,,} = {R?6,.} the corresponding Korn~
Lichtenstein equations (1.§7) do not suffer since those
functions do not appear. The above stated problem is

. overcome by representing the right Riemann manifold

M2 by isometric coordinates directly such that the quo-
tient go2/g11 is identical to one! This is exactly the pro-
cedure advocated by C. F. Gauss (1822,1844) applied
to the conformal mapping of E p onto S2.
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Proof:

(i) = (ii)
¥ = ¥, => cos ¥; = cos ¥, <= U'TGUj = u'TG,u} <=
< dufIT G du,; = %dufG,d ,‘;_SZ —

1

=4 du{'C,dug = A1d\lfG,-dll2/\2 =
S A=A = /\(uQ), C, = X"(uo)G,- q.c.d.

cos ¥, = cos ¥} <= u'T G,u) = UTGU)

d81 d

= dUTIT G, 3,dU; = a5, —dUTGdU,;—= R

A=A = A(Uo), C = AZ(UQ)G] q.e. d.
(i) == (ii)

— T 1 —

cos¥; = Ui U dS a5,

J;I.'GIJ,- =C, = Az(uo)G,-, Al— = ,\2- =)"1

cos ¥; = u'TG,u) = cos ¥,

d31 ,TJTG 3 uz d32 }
=4

]4:=>‘Ilz ¥, g.ed.

orientation preserve

Proof:

(i) => (iii)

left eigenvalue problem A (Up) = A2 =
= AX(U0)Gy, Er = K(Uo)Gy ] = [ K(Us) = K2 =

right eigenvalue problem A(uo) = Al =

Cr = A%(uo)Gy, E, = x(u0)G, } = [ k(uo) = k¥ = k2

A2 = A2 = A%(U,)

(FT)~Diag(A}, ADF ' = Cy, (FT)'F7! =Gy
A2 = A2 = 2% (up)

(FT)~1Diag(3}, M)F;l =C,, (FT)-'F;1=G,

The statments for E;, E,., E,G,‘ , E,G,Tl, K, &, A and
A follow in the same way.

34

A3

K}

/\2
2

(id) <= (ii)

] = C= Az(Uo)Gx

] =GCr= Az(uo)Gr



Proof:

(ii)) = (iv)

In order to derive a linear system of partial differential
equations for {uy, uv,vy,vv} we depart from the in-
verse right Cauchy-Green deformation tensor C, given
by (1.47) since it contains just the above quoted par-
tials. For an inverse portray involving the partials
{Uy, Uy, Vi, Vo } we had to have started from the inverse
left Cauchy-Green deformation tensor, a procedure we
are not following further.

Crt = G 1T = 5567 =

12
uy uy uy w 1
= Gi! = G;!
vy vy uy vy A —
Iy = y T2 1=
uy vy
Ter-1,. _ 922 TH-1, _ 91
(@)x1 Gy 'xy = 32 (B)x3 Gy 'x3 = 3
=
- g12 - g12
(‘Y) fo" 1x, = ——A—z—, (G)X;GI lxl = —,\_2

Without loss of generality — see though the remark fol-
lowing the proof — let us assume that the right twodi-
mensional Riemann manifold (parameterized surface)
le is charted by orthogonal parameters (orthogonal co-
ordinates) such that g;2 = 0 holds. Such a parametriza-
tion of a surface can always be achieved though it might
turn out to be a difficult numerical procedure.

2nd step
(6)x] G 'x1 =0
»ansatz” x; = G;Xx; (X an unknown matrix)
(€)xTXx; = 0 Vx; € R?*?
A quadratic form over the field of real numbers can only
be zero ("isotropic”) if and only if X is antisymmetric,

that is X = —~XT. (For a proof we refer to A. Crumey-
rolle (1990), Proposition 1.1.3.)

0

"ansatz” X = Ax VA =-AT A= [ __1' (1) } eR¥? xeR
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l3rd step I

the conditions (o) and (B) in particular.

1 1 1
—X3 G, X3 = —x{ATG:Axgz = ——-xg'G,'lxz <=
2 922 g1

= ATGAGz =1

922
—|z= 1 922
\/GnGn - Gu g1 ==
= GiA zx;
g22
X = G;A—————W [ ==x3 (1.57) q.e.d
! v GllG22 - G12 g11 2 ( ) ?
The converse (iv) = (ii) is obvious. .

Here is the remark relating to G; being diagonal, not
unity, of course. An obvious generalization for solving
(v) and (8) for g15 # 0 would be the

z
ansatz x; = Gi1Xxz, X = [ _yz -y ] J

the superposition of a diagonal trace-free matrix Diag(y, —y)
and an antisymmetric matrix A x. Indeed we succeed in
determing the unknowns = and y according to the above
steps, but fail to arrive at linear relations between the
partials {uy, uy, vy, vv}.

1, 8 Theequivalence theorem for conformalmap-
ping from the left Riemann manifold to

the right twodimensional Euclidean mani-

fold (conformeomorphism), Korn-Lichtenstein
equations

The previous equivalence theorem for a conformeomor-
phism will be specialized for the case {M2, g,,} = {R?, Suv}.

In many applications the choice of the right 2-dimensional
Riemann manifold is the "plane” manifold {M?,g, ,} =
{R?6,,}, e'g. the tangent space Ty, IM? of the left 2-
dlmensmnal Riemann manifold fixed to the point U
and beirg covered by Cartesian coordinates. The orien-
tation preserving diffeomorphism f reduces accordingly
to Cha-Cha-Cha. Let us collect the bas1c results of
Lemma 1.3, Lemma 1.4, Corollary 1.4l and Theo-
rem 1.3 for this special situation.
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Corollary 1. ﬁf‘(left and right general eigenvalue prob-
lem of the Cauchy-Green deforma-
tion tensor, special case {M2,g,,} =
{IR'2; Sup }:

(v

Synthesis:

For the pair of positive-definite, symmetric matrices {Ci, G;}
or {Cr,G,} a simultaneous diagonalization is

Ci = 3131 F{C\F; = Diag(A},A}), FTGIFi =1
(1.581)

yersus

FTC,F, = Diag()3,)3), F'F, = I (1.581)

The right Frobenius matriz F, is an orthonormal ma-
triz.

(i)
Analysis:

"left eigenvalues”, ”left principal stretches”

ICi - A2Gy| =0 (1.591)

Al, =A% = -;—{tr C,G,-lze\/(trc,c;;ly ~ 4det C;G; 1}
(1.601)

"left eigenvectors”

Fi = [fi4,fi-] (1.611)
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F1+ =

o (e ‘A5Glz)} (1.621)

"right eigenvalues”, "right principal stretches”

|Cr = MG, =0 (1.591)

The right general eigenvalue problem reduces to the right
special eigenvalue problem.

M,=A1 = %{trC,G;l +\/(trC, Gr1)? — 4detC, G7'1} =

1
= E{C“ + Caz £ /(C11 — C22)? + (2C12)?}
(1.607)

“right eigenvectors ”
. ___— 3

Since the right Frobenius mairiz F, is an orthonormal
matriz, it can be represented by

_ | cosp sing
F, = [ —sing cos ] Yo € [0,27] (1.63)

F, = [y, (1.611)

2O 92
fr+=[(C22_7“3)2+C122} {Z_ZC ﬂ (1.62r1)
12

-2 —C
fr_:|:(C11—7\E)2+C122} {C“_”M} (1.6212)

-1/2

*




Cu  _ 2C1,
Cuu—M "~ Cu-Cau+(Cii —Cu) E*' (2?12)2
1.64

tanp =

2C2

tan2p = ———— 1.65
\ = Ch = Cn (1.65) /

Corollary 1.&} (left and right general eigenvalue prob-
lem of the Euler-Lagrange deforma-
tion tensor, special case {M?,g,} =

{R%.6..}:

(¢
Synthesis:

For the pair of symmetric matrices {E;, G;} or {E,, G}
where {Gy, G,} are positive-definite a simultaneous di-
agonalization is

FTEF; = Diag(K,,K3), FfG/F1 =1  (1.661)

yersus

FTE,F, = Diag(xy,k2), FTF, =1 (1.661)

The right Frobenius matriz F, is an orthonormal ma-
triz.

(¥i)

Analysis:

"left eigenvalues”

|Ei — KiGi|=0 (1.671)




Ki2=Ki= %{tr E/G;'+(/(trEiG )3 — 4det EiGT '}

(1.681)
(@ "left eigenvectors”
F = [fiy, -] (1.691)
12
€~ K2G22) Z(el2 _K%Glz)(ezz _K%Gzz)Glz +(elz _K%Glz)z Gzz} *

(
{ -K{Gy,
elz K? G12
( -1/2

- KG]]) 2 2(612_K%G12)(ell_K%GII)GIZ+(612_K%G12)2G11} *

_(elz _K2G12):|
* 1.701
{ e —~K3Gy, : ( )
(E@ "right eigenvalues”
|Ep — 51| =0 (1.671)

The right general eigenvalue problem reduces to the right
special eigenvalue problem.

{trE, £ \/(trE;)? — 4detE,} =

K12 = Kt

DO = N

{B11 + Eaz £ V/(E11 — En)? + (2E12)%}

(1.681)
(E@ "right eigenvectors”

Since the right Frobenius matriz Fy is an orthonormal
matriz, it can be represented by

F,:[ cos ¢ Sin¢] vée0,21.  (LT1)

—sing cos¢
F, = [fr4,f--] (1.691)
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—E,
2l -Ep,
fr=|:(E11—K ) +E122:| |:E —K2:| (17OI'2)
11— K2
tan¢ = Fia = 25y )
Eun—k- By —En+(Ei1— E2)? + (2E12)?
$%P)
_ 2Ep
tan2¢ = ey (1.73)

Corollary 1 ¥ (conformeomorphism, conformal map-
ping, special case
{sz guv} = {mzx éuv}):

Let f : M? — {R%,6,,} be an orientation preserving
conformal mapping. Then the following conditions are
equivalent.

0]

‘I’I(Ul, Uz) = ‘I’r(ﬁl, ':12)

for all tangent vectors {U;,Us} and their images
{uy, 02}, respectively.

41




()

Ci = A%(Ug)G; versus C, = M1, crt = /\1—21
Cn =Cqo = Aa, Cn = C21 =0
Cll - C22 _ A-2’ ClZ - 021 =0

(1.74)

E; = K(Ug)G; versus E, =«I, E;!= k=1
Eny=Ep=kE;p=0

Ell = E22 = K—l, E12 =0
(1.75)

.K:%mﬁ-nJv"ws[%u2-n=n (1.76)

A?=2K +1 2k +1= )3 (1.77)
(iii)
A1 = A3 = A(Uy) versus A; = Ay = A(uo)
K; = K3 = K(Uy) versus Ky = K3 = x(uo)
A%2(Uo) = %tr CiG;! versus A%(ug) = %tr C,
left dilatation : : right dilatation

= %tr E;G,'1 versus K= -;—trE,.

tr C;G,‘1 = 2y/det C;G,‘1 versus trC, = 2,/detC,

ir E:G,"1 = 24/det E;G,‘1 versus trE, = 2\/del E,

(iv) g-Korn-Lichtenstein equations
(Cauchy-Riemann equations)

uy | 1 -G12 Gn v
uy VG11G2: - G3, | -Gz Gz vy

(1.84)

subject to the integrability conditions uyy = uyy and
K vyy = vyy.

(1.78)
(1.79)

(1.80)

(1.81)
(1.82)
(1.83)

Note that the two fundamental invariants of the confor-
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mal mapping f : {M2, Gy} — {R?,6,,}, namely

L(C)) :=trCG!  versus ,(C,):=trC, (1.85)
I,(Cy) := det C;GJ? i2(C,) :=det C, (1.86)

or or

L(E) :=trEiG;!  versus i(E.):=trE, (1.87)

L(E) = det EiG]!  versus i3(E,) :=detE, (1.88)

become dependent (”sycygic”) due to

I = 2/ versus i, =21 (1.89)

Thirdly, for a general diffeomorphism f : {MZ, Gyn} —
{IR?,6,,} I or iy also called left or right dilatation mea-
sure the isoiropic part of a deformation while the shear

comeonenis

7 = E23 — Ev1, 712:= 2E12 (1.90)

the anisotropic part of the deformation. We shall out-
line [ater that the invariant I, or i; measures left or right

areal distortion.

A first remark has to be made towards the group theo-
retical representation of the left F; and right F, matrix
of eigenvectors. In case of {M2,g,,} = {R? 6, } we
took advantage of the fact that the right matrix F, of
eigenvectors, (1.63) and (1.71), is an orthonormal ma-
triz R. In the general case {IM?, Gyn} — {IM2, 9.}
the left F; and right F, matrix of eigenvectors enjoy the
polar decomposition

F; =R;S; versus F,=R3Ss (1.91i)
versus versus

F; = S;R; versus F,=S;Ry (1.91ii)

where the matrices R; are orthonormal, R{l = RT,
while the matrices S; are by definition symmetric, S; =
S7. These symmetric matrices S; are sometimes called
stretch mairices. For more details including numerical
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examples we refer to J. E. Marsden and T. J. R. Hughes
(1983 pp. 51-55), T. C. T. Ting.(1985), J. C. Simo and
R. L. Taylor (1991) and R. W. Ogden (1984 pp. 92-94).

Here we conclude with a second remark relating again
to the simultaneous diagonalization of two matrices, e.g.
the pairs of Cauchy-Green deformation tensors {C;, G;}
or {Cr, G,} and the pairs of Euler—Lagrange deforma-
tion tensors {E;, G;} or {E,, G, }, respectively. Of course
we could also aim at a simultaneous diagonalization of
three matrices, e.g. the triplets

I {Ei,Ci, G} versus {E,,C,,G,} ]

in particular

Uu7GX; = S} — G = UsSiX; !
versus (1.921)

G, = U,SIX;! s UTG, X, =S}
J

\
XTCY; =8 — C; = (X;H)TS?Y[!

versus (1.92ii)
C, = (X 1)TS?Y[! — XTC,Y, = §?

J

YTE,V; = S} « E = (Y7 )TS3VT
versus (1.92iii)
E, = (Y )TS3VT «— YTE,V, = §3

where S!, 82,83 are certain quasidiagonal matrices, U,
V unitary matrices and nonsingular matrices X;, Yy,
X,, Y., respectively. But we are not able to diagonal-
ize Gq, G, respectively, to unity. The diagonalization
of Gy, G, respectively, to unit matrices is by all means
recommenable since accordingly all other tensors, e.g.
Ci, C,; respectively, or E;, E,, alternatively, refer to
unit vectors which span the local tangent space of M?
or M2, respectively. A tree of generalization of the ordi-
nary singular value decompositions has been developed
by M. T. Chu (1991 a,b), B. de Moor and H. Zha (1991),
H. Zha (1991) and others to which we refer.

44



1, 9 Fourth multiplicative and additive mea-
sures of deformation, areal distortion and
an equivalence theorem for equiareal map-
ping from the left to the right twodimen-
sional Riemann manifold (areomorphism)

We shall define areomorphism as an equiareal mapping
M? — IM? and present an equivalence theorem which
relates areomorphism to a special structure of the Cauchy-
Green deformation tensor, the Euler-Lagrange deforma-
tion tensor and the principal stretches before we are led
to the general equations which govern an equiareal map-

ping.

Definition 1. 9 (equiareal mapping):

/ An orientation preserving diffeomorphism f : ]M,2 —_ \
M? is called area preserving, equiareal (areomorphism,

vector product preserving) if

Vet G dU AdV = \/det G, duAdv  (1.93)

or equivalently

P2 = @2 = Vet G, du Adv —1
! Vdet G dU A dV

= (1.94)

1= Vdet G;dU A dV . ¢?
- Vdet G, du A dv -

:Qz

or

Sy =/detG,duAdv—/det G;dU AdV =0 (1.951)

—

S =VAdetGidU AdV — /et G du Adv =0 (1.951ii)

K for all points of M?, IM?, respectively, holds. /

Indeed the left surface element \/det G; dU AdV as well
as the right surface element /det G, du A dv have en-
abled us to introduce dual measures to the left length
element dUTGdU as well as the right length element
duT G,du. There exist representations of the multiplica-
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tive measure of areal distortion ®#,®2? and of the addi-
tive measure of areal distortion S, Sy; in terms of the
Cauchy-Green deformation tensor, the Euler-Lagrange
deformation tensor and the principal stretches which we
have collected in Box 18.

Boz 1. S.EAreal distortion, representation of its multi-
plicative and additive measures

M? — M2
[ V/det G dUAdYV = /detG,duAdv

| Vaet G, duAdv = detGdU AdV
[ VAt G dU AdV = /det (G, — 2E,)duAdy

| VdetG duAdv = +/det (2E; + G)dU AdV
\/aet G dU AdV

I

-_}_AIA2 duAdv

detF,
Vdet GrduAdy = ——l—AIAg dU AdV
L det F

{Mf, gﬁW} = {IR?,&IW} =
Vadet G dU A dV = A Az du A dv.

[ QIZ = 4/ det C’z(;;'1 = A1A,
L Q,z. = det C,-G; = /\1A2
[ Sy = (\/EetC —-VG)dU AdV

| Sri = (Vdet Cr — /Gy ) du Adv

1
S}r = (A1A2 - l)mdU A dV

1
Sﬂ = (A]Az - l)a-e—t'f—du A dv
r

{]Mf,g,.u} = {]Rz’5uv} ==
Sp1 = (/\1,/\2 - 1) du A dv.
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Theorem 1.33 (areomorphism, equiareal mapping):

/Let f : M? — M? be an orientation preserving
equiareal mapping. Then the following conditions are

equivalent.

)

Vdet G dU AdV = \/det G, du Ady

()

det C, = det G, de.t C; = det Gy,
det (G, — 2E,) = det G,, det (2E;+ Gi) = det Gy,

A1A2 = 1, /\1A2 = 1,

(v)

_ det G, _ 911922 — 932
UVo UV =+ 307G, =\ GriGas = G
(1.961)

- I / det G; G11Ga2 — Glz
Uvy —uyuvy =
gi11922 — 912

(1.961i)

{MZ, 9} = {R? 60} =

uyvy — uyvy = \/G11G22 - G%z. (1.96 iii)
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The proof is staight—forward. Instead we comment on
the partial differential equations (1.96) which govern an
equiareal mapping. Given the left metric G; we meet
in (1.961i) again the problem of the unknown functions
guv[u*(UM)) since the mapping equations u*(UA) are to
be determined. Indeed we can take advantage of the
cover of both the left M? and right M? manifold by iso-
metric coordinates such that /det G;/det G, approach
either one or a known function of (U, V) only. Of course,
in case {M?,g,} = {R?,6,,}, (1.96iii), this problem
does not appear!

In addition we note in Boz 1,3', the canonical crite-
ria for a conformal mapping (conformeomorphism), an
equiareal mapping (areomorphism)-and, of course, of an
tsomelry.

o4 . . . .
Boz 1.3, Canonical criteria for conformal, equiareal
and isometric mapping

conformeomorphism A; = Az, A; = Az,
Ky = K3, K1 = K2,
areomorphism AA =1, AA =1,
K1K2+ 3(Ki1 + K2) =0,
K1k2 + 5(Kx1 + K2),
isometry Ar=Ar=1 A=A =1,
Ki=Ky=0,Kk1=K3=0

—does not apply according
to (1.53)-

Canonical local measures of departure from an isometry
are accordingly

[(Ar—1)2+ (A, — 1)?)/2 =:¢?, (1.97i)
Versus

(M =1%+ (2 =1)?/2 =:€2, (1.97i)
(G. B. Airy 1861)

[(ln A1)2 + (In Az)z]/Q = eIZAK (198 l)
versus

[(In A1)+ (InX2)?)/2 =:€?,x (1.98i)
(V. V. Kavrayski 1958)

as well as of departure from an equiareal mapping or a
conformal mapping
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(M2 =1)* =t €f 4 .
versus (1.99)
(A2 = 12 =1 €2 4peat

(A1 = A2)? =2 €] oy

versus (1.100)
(A1 - A2)2 = 63(:01'1]

Those local measures of departure from isometry, con-
formality and equal area are globalized by integration
over the area to be mapped.

1
Iis = E-/ dS:e?A
versus (1.101)
Ing = SL/ dSre,
1
Dak = -§-/ dSiefax
1
versus (1'102)
1
Iak = §_/ dSre .k
.
1
Tiareat = -STX/ dSlc?area!

versus (1.103)

1
Lgrear = S_/ ds"‘?areal
r

1
I conf = E/ dslelzconf

versus (1.104)

1
Irconf = 3—/ dSregcon)’
r

where

dS; = xv/det G dUAAV versus dS, = *\/det G, duAdy
(1.105)

denote the Hodge star of the surface element.
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Diese Seite ist absichtlich leer
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2 Koordinatensysteme fiir die im allgemeinen schief-
achsigen Kartenprojektionen

—  Klassifikation von Kartenprojektionen nach dem
Konstruktionsprinzip — konstruktive Berechnung—

Projektionsflachen: Ebene, Zylinder, Kegel
Urbild: Kugel, Rotationsellipsoid

Wir behandeln zunéchst nur Projektionen und Abbildungen der Kugel.
Um die im allgemeinen schiefachsigen Projektionen einfithren zu kénnen, be-
handeln wir zundchst nur Rotationen zwischen Bezugssystemen.

In der Ebene (zweidimensionaler Vektorraum) geniigt ein einziger Winkel A,

um eine Rotation von einem rechtwinkligen Koordinatensystem in ein ande-
res zu beschreiben.

A Abbildung 2-1

Orthonormale Basisvektoren (ei, es), (e, ex)

ey = e cosA + eysinA
ey = —e;sinA + eycosA

€9 €9
Duale Transformation der entlang der orthonormalen Basisvektoren gemes-
senen rechtwinkligen Koordinaten (z,v), (', ') oder (z!, 22), (z*', 2%)

1

[;:]:R()‘)[ﬁ] ROV ::[ cos \ sinA]

—sin A cos A
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Arraynotation; R(\) ist ein 2 x 2 Array (Matrix)

=[] el

Im dreidimensionalen Euklidischen Raum bedarf es dreier Parameter, um eine
Rotation eindeutig zu beschreiben, z.B. der Richtung der Drehachsen (Langen-
und Breitenwinkel) und des Drehwinkels um diese Achse. Hier wollen wir
die Rotation in drei einzelne Rotationen um bestimmte vorgegebene Achsen
aufspalten. Falls wir drei Rotationen hintereinanderschalten, so 14f3t sich jede
beliebige Rotation als Resultierende erhalten. Insbesondere bieten sich Rota-
tionen um jeweils einen der Basisvektoren an. Drei verschiedene Elementar-
drehungen um die erste, zweite oder dritte Achse wollen wir mit den ortho-
gonalen Matrizen R,, R, R3 kennzeichnen.

Bei einer Drehung um die dritte Achse dndert sich der dritte Basisvektor
nicht. Dagegen dndern sich der erste und zweite Basisvektor gerade so, wie
wir es oben fiir den zweidimensionalen Fall dargestellt haben. Die dreidimen-
sionale Drehmatrix R3; erhalten wir, indem wir die zweidimensionale Dreh-
matrix R einfach erweitern:

cosy siny 0
Rs3(y) = | —siny cosy 0
0 0 1

Auf gleiche Weise erhalten wir die Drehmatrix R;: hier bleibt der erste Basis-
vektor unverdndert, weil um diesen Basisvektor gedreht wird, wahrend der
zweite und dritte Basisvektor, vom Basisvektor e; aus gesehen, ein Rechts-
system bilden. Vertauschen wir Zeilen und Spalten zyklisch, so erhalten wir

1 0 0
Ri(a) =10 cosa sina
0 —sina cosa

Bei der Drehmatrix R, schliefSlich bleibt der zweite Basisvektor unveriandert,
wihrend der dritte und erste Basisvektor (in dieser Reihenfolge), vom Basis-
vektor e, aus gesehen, ein Rechtssystem bilden. Vertauschen wir weiter Zei-
len und Spalten zyklisch, so erhalten wir

cosf 0 —sing

Ry(B)=| 0 1 0
sinf 0 cosf
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Beispiel: Zusammengesetzte Rotation vom Typ Cardan

e = R3(7)Ra(B)Ri()e

R1 (Oé) 1 0
0 COS (v sin «
Ry(B) 0 —sina cos a
cos 8 0 —sing cos 3 sin asin — cosasin 8
0 1 0 0 cos sin «
sin 3 0 cos 3 sin 3 —sina.cos 8 cos acos 3
cosy sinvy 0
—siny cos7y 0 cos (3 cosy sinasin fcosy  — cosasin 3 cosy
0 0 1 + cos asin vy + sin v sin vy
R3(7) —cosfsiny —sinasinfBsiny  cosasin 3siny
+ cos arcos 7y + sin a cos 7y
sin 3 —sina.cos 8 cos a cos 3
R3(7) Rz (B) Ra(«v)

Beispiel: Zusammengesetzte Rotation vom Typ Euler

e = R3(¢)Ri(0)R3(v))e

Rs(v) cos sin v 0
— sin cos 0
0 0 1
Ry(0)
1 0 0 cos Y sin ¢ 0
0 cosf  sinf —cos fsiny cos f cos sin ¢
0 —sinf  cosf sin @ sin 1) —sin 6 cos Y cos 6
coS ¢ cos Y cos ¢ sin Y sin ¢ sin 6
Rs(o) — sin ¢ cos 6 sin v + sin ¢ cos O cos
cos ¢ sin ¢ 0 — sin ¢ cos Y — sin ¢ sin ¢ cos ¢ sin 6
—sing  cos¢ 0 — €08 ¢ cos 0 sin Y + cos ¢ cos 0 cos
0 0 1 | -——_——— - - === —
sin @ sin 1) —sin 6 cos Y cos 6
R3(¢)R1(0) Rs(v)

Leider sind weder Cardan, noch Euler Winkel regulire Elemente, um eine
dreidimensionale Rotation zu beschreiben. Stattdessen werden sie als sin-
gulire Elemente bezeichnet und zwar aus folgendem Grunde: Beispielswei-
se wird die Eulersche Drehmatrix obigen Types singuldr, falls § = nn(n =
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0,1,2,...) auftritt. In diesem Fall wird R3(¢)R1(0)R3(¢)) = R3(¢)Rs(v)) = R3(o+
).

Die Winkel ) und & sind unbestimmt!
Als regulédre Elemente, welche eine Rotation singularitdtenfrei parametrisie-
ren, wurden deshalb Quaternionen eingefiihrt, die wir nachfolgend vorstellen

mochten.

Dazu betrachten wir zuniachst einmal eine Rotation in der Ebene.

ke

AN P
\ e,
\\\ /%
\\‘/-‘ ///
\\ (I) ////
\\\ /// - }\’
Abbildung 2-2 - —

el
Wir beschreiben die Lage eines Punktes durch komplexe Zahlen, z.B.
c=z'+iz?

in der fixen Basis (e1, e;). Eine sog. polare Darstellung (Eulersche Darstellung
einer komplexen Zahl) ist

¢ = [lell expi¢ = [|c[[(cos ¢ +isin )

wobei ||c|| der Betrag der komplexen Zahl, ¢ seine Orientierung ist. Alternativ
beschreiben wir den Punkt in der rotierenden Basis (e, €x):

C:y1+iy2

oder

C = [lcflexpi(g = A)

C(c) =y +iy* = r(z' +ix?)

54



oder y' + iy? = (cos A — isin \)(z! + iz?).

Wir sprechen wegen C*C' = c*c (¢* das Konjugiertkomplexe von c) von einer
Isometrie. Die komplexe Zahl cos A — ¢ sin A heifst auf Grund von

(cosA —isin \)™! = (cos A —isin\)*, r~t=7*

unitir.

Wenden wir uns jetzt dem dreidimensionalen Euklidischen Raum zu. Bisher sam-
melten wir die Basisvektoren (eq, €2, e3) bzw. (ey/, ey, ey ) in 3 x 1 Spaltenar-

rays.

Alternativ stellen wir sie in 2 x 2 Arrays vom nachfolgenden Typ dar:

e e; — 1€y (<2 ey — 1€y
E = 3 VB = ¥
e; + 1eq —es3 ey + 1eq —ey

Als 3 x 1und 2 x 2 Einheitsarrays fithren wir

01 0 —1
e [0 1] s [0 5] e

ein. (£;,7 = 1, 2, 3 heiflen "Pauli Spinmatrizen”)

O =
=
—_

— 1

e = e;0; , € = elo; (Summationskonvention)
E =¢;2; , E' = e;Y; (Summationskonvention)

Die orthogonale Transformation e — €', die wir in den beiden Beispielen
vorstellten, d.h. €’ = Re, konnen wir jetzt analog in Arraynotation schreiben.

e = Re, O(R)=3x3, Rreell
E' = RER*, O(R) =2 x 2, R komplex

|R| = 1 (eigentliche Rotation, Rotation ohne Spiegelung), R*R = I (Einheits-
matrix), R~! = R* unitir (reell: orthogonal)

Es gelingt nun der Briickenschlag zu unserem Beispiel der komplexen Zahlen-
ebene. Dort stellten wir die Rotation durch die komplexe Zahl cos A —isin A =
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r dar, welche ebenfalls die Eigenschaft der Unitaritat hatte.

Sei

I e I
- yl +2y2 _y3 ) - [L‘l —|—Z[E2 —1'3

eine der komplexen Zahlenebene analoge dreidimensionale Arraydarstellung
des Punktes P. Jetzt lautet die rotatorische Koordinatentransformation

Y = RXR"

Die unitdre Matrix R der Ordnung 2 x 2 besteht aus komplexen Zahlen, die
es noch aufzufinden gilt. Offensichtlich erfiillt das Paar der komplexen Zahlen
(Spinor) v1 = qo + g3, Y2 = g2 + tq; in der Matrix

Y1k 72
Ryyo = R(71, =
2% 2 (’Yl 72) [72* " ]

unsere Postulate auf Unitaritit und Isometrie.

R2_x12 = R5., |Roxa| = i + 7275 = HQ||2 =1

lal> =@ +¢ + ¢ +4¢5 =1

beschreibt eine Quaternion von der Lange Eins. Die Quaternionen spannen
einen vierdimensionalen Vektorraum auf. Transformieren wir die komplexe 2 x 2
Drehmatrix R, dargestellt in Koordinaten der Quaternionen, auf die reelle
3 x 3 Drehmatrix R, so gewinnen wir die sog. Rodriguez Matrix (SU2) ~ (SO3)

1 B+aE—6G—6 —296 + 2014 2q0G2 + 2q1q3
Ryss = 20003 + 20102 @ — G+ B — a3 —2q0q1 + 24203

2
lal —2q0q2 + 2q1q3 2q0q1 + 2293 qg - CI% - q% + %2,

Ahnlich der polaren Darstellung einer komplexen Zahl (Eulersche Darstel-
lung) erlaubt auch die Quaternion eine polare Darstellung;:

_ ¢1€1 + qa€2 + gzes
a=|afexpd—m—es
Va4t 42 + a3

¢1€1 + gz€2 + Q3e3)

= ||q||(cos¢e0+sin¢ - ; -
Vi T4+ g3
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cos pey entspricht demselben Ausdruck in der komplexen Zahl, in der der
Nullbasisvektor nicht ausdriicklich angeschrieben wurde.

o= 1€ + q2€2 + gze3
Vai + a3+ g

beschreibt den Einheitsvektor des resultierenden Drehvektors. (Ao, ¢g) sind
die sphérischen Koordinaten dieses Einheitsvektors e.

Beriihmt ist insbesondere die Darstellung der 2 x 2 komplexen Drehmatrix
als Funktion der “Pauli Spinmatrizen”:

= COS \g COS (€1 + Sin A\g cos ¢pes + sin ¢pes

_ | w—i3 g2 —iq
2 @ —1q1 o+ 1igs

_ qol(l) H_i(qllg HJrqgl? Bﬂqtqz%l(l) _Olb

= ¢oF. (Summationskonvention,a =0,1,2,3)

R

oder

Ry(6. Do, 60) = cos 6 [ - ]

—isingb([(l) (l)]cos)\ocos%jt[? BZ]SiHAoCOSQﬁo—i—[é _OI]SiD%)

2¢ ist der resultierende Drehwinkel, ()¢, ¢) sind Lange und Breite der re-
sultierenden Drehachse. Die Ubersetzung von Euler Winkel in Quaternionen
erfolgt entsprechend der Regeln

R3(¢)) ~q = eocos% +egsin%

0 0
Ri(0) ~q= eocos§ + e sini

Ry(¢) ~q = eocosg +8381H§

so dafs
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+
qo = cos—cos¢ 5 e
Q= sin—cosw;¢
T
¢o = sin —sin 5
. +
q3 = cosismw 5 ¢
und
fan — +CJOQ2 + 143
qoq1 — 42943
cosf) = qS—Qf—Q§+Q§
tan ¢ = _ 4092 — q143
Goq1 + 4243
gelten.

Weitergehende Diskussion in E. Grafarend: Reference Frame Rotation - regu-
larized theory by quaternions and spinors - in: Geodesy in Transition, ed. K.
P. Schwarz and G. Lachapelle, p. 185-225, Calgary 1983

Kurzer Riickblick:
zweidimensionale Drehung in der Ebene
dreidimensionale Drehung im dreidimensionalen Euklidischen Raum

Parametrisierungen:

singuldre Elemente vom Typ Cardan und Euler Winkel

reguldre Elemente vom Typ Quaternionen und Spinoren

Jetzt sind wir hinreichend ausgeriistet, ein orthonormales ”Aquatorsystem”
in die allgemein schiefachsige Lage zu transformieren, genauer zu rotieren.

Diagramm
Aquatorsystem Schiefachsiges
e* Ry(A @) - e* Aquatorsystem
RE(A9CDSO) RE(AsByo)

Abbildung 2-3
! -

N Ry(©) ¢

"
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X
I

X

ey =
3 [I]]

€3 —
Gegeniiber einem Aquatorsystem, bestehend aus dem orthonormierten Drei-
bein (eje, €2¢, €3¢) - z.B. Greenwich-Richtung e;., Richtung der Drehachse e;.
wird ein allgemein gedrehtes schiefachsiges System (ei«,e,-,es-) eingefiihrt.
Die Rotation e®* — e* wird durch Euler Winkel (Ag, ®¢, 2g) parametrisiert,
namentlich durch die Euler Drehmatrix

v
Rg (Ao, ©o, Q) == Rs(Qo)R2(§ — @) R3(Ao)

(Ao, @) sind die sphérischen Koordinaten der Drehachse oder der “schiefen
Achse”, () ist der Drehwinkel in der neuen Aquatorebene, genannt Grund-
kreis. Der "alte” Nordpol geht in den neuen Pol, genannt Hauptpunkt H tiber.

X"
Abbildung 2-4 !
H "Metanordpol"

Einheitskugel

2%

Grundkreis X
"Metadquator"

Im schiefachsigen Koordinatensystem beschreiben wir die sphérische Lage
eines Punktes P (Ortsvektor x) durch die Liange A und die Breite 55, hingegen
im urspriinglichen Koordinatensystem durch die Lange A (konventionell ge-
geniiber Greenwich) und die Breite ®.
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Das obige Diagramm wird erst dann kommutativ (“linker Weg gleich rechter
Weg”), falls wir in der Ebene senkrecht zum normierten Ortsvektor x/||x|| ei-

ne Drehung um die 3’-Achse um den Winkel ¢ (“ambiguity”) zulassen. Tatsdchlich
bedarf es hierzu einigen Nachdenkens.

Diagramm

e* — e = RE(A,(I),O)G. = RE(A,(I),O)R§(AQ,(I)O,Q())G*
e — e’ = Rg(A, B,0)e*
e* — e = Rpg(Ay, Py, Q)e*

e —e'= R3(0)e¢ =€ =RI()e = RI()REr(A, B,0)e*

RE(A> (ba 0)R§(AO> (I)Oa QO) = Rg(C)RE(Aa B> 0)

™

Ra(G = @) Rs(N) R (M) S (5 — o) ] () = BY (O)Ral G — B)Ro(A)

=

Ry(5 — B)Rs(A+ Qo) = R3(C)Ra(5 — @) R3(A — Ag)R3 (5 — @)

Auf Grund der Orthogonalitdt der einzelnen Drehmatrizen sind nur jeweils
drei Matrixelemente aus den insgesamt neun Elementen unabhéngig. Wir li-
sten die Matrixelemente (3, 3), (3, 2), (3,1):

(I) Element (3, 3):

‘ sin B = cos ® cos ®( cos AA + sin @ sin @, ‘ "sphiirischer Seiten-Kosinussatz”

(I) Element (3, 2):

sin(A + €) cos B = cos ® sin AA | “sphdrischer Sinussatz”

(III) Element (3,1):

cos(A + ) cos B = cos @ sin @ cos AN — sin & cos @ | “sphirischer Sinus-Kosinussatz”

60



linke Seite des Matrixgleichungssystems:

Rg(g —B)Ry(A+Q) =] -

cos(A + ) sin B

sin(A + Q)

sin(A+ Qg)sin B —cos B
cos(A + Q) 0

cos(A + Q) cos B sin(A+Qp)cos B sin B

rechte Seite des Matrixgleichungssystems:

R3(C) Raf

cos ( sin ® sin & cos AA
+ cos  cos P cos Py

— sin  sin g sin AA
—————————— |
sin ¢ cos @ sin Py cos AA |
+sin ¢ cos @ cos @ |
— cos ( sin ®g sin AA |

m
2
|
|
|

cos @ sin @ cos AA |
| —sin® cos @ |

1. Aufgabe

gegeben: A, @; Ay, @,
gesucht: A, B

Umrechnungsformeln:

cos ( sin ® cos AA
+sin( cos AA

sin ¢ sin @ sin AA
+ cos ( cos AA

cos @ sin AA

cos(A—Aop)

— cos ®g tan P+sin P
(1) cot(A+Q) = —extotendnbs

oder

(1') sin(A + Q) = @sinA-Ao)

cos B

(2) sin B = sin @ sin ® + cos P cos P cos(A — Ap)
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- (I))Rs(/\ - Ao)Rg(g - (I)o) =

cos ( sin ® cos Py cos AA |

— cos ¢ cos P sin P
—sin € cos @ sin AA

sin ¢ sin ® cos & cos AA
— sin ¢ cos @ sin P
— cos ( cos D sin AA

cos @ cos Py cos AA
+ sin @ sin P

(Ableitung: (IIT) / (II))

(Ableitung: (II))

(Ableitung: (I))




2. Aufgabe

gegeben: A, B; Ay, @, Qo
gesucht: A,

Umrechnungsformeln:

(1) cot(A—Ay) = m[sin D cos(A + Q) + cos §y tan B]

. . ... (I) mal cos® .
Ableitung: multipliziere: (II) mal sin @, addiere

7([)*;}%”)* = cot(A — Ag)

oder

(1) sin(A — Ap) = —gsin(A + Q) cos B

(2) sin® = sin @ sin B — cos Py cos(A + ) cos B

multipliziere: (III) mal cos @,
Ableitung: ersetze cos®ycos®cos(A —Ag) | = (2)
aus (I) und sortiere

Manchmal ist auch die hier nicht behandelte Aufgabe interessant, aus (A, B, A, ®)

die Werte (Ag, ®o, {2) abzuleiten.

e* — e" = Rg(Ao, Pp, Qp)e* = R3(QO>R2(g — ®y)R3(Ao)e®

Ry (5 — o) Rs(Ao) cos Ay sin @ sin A sin @ —cos @
—sin Ag cos g 0
R3() cos Ay cos @ sin Ag cos @y sin @
cos ) sin {2 0 cos € cos Ay sin @, cos )y sin Ag sin P — cos €2 cos D,
—sin Q) cos{ly 0 — sin Qg sin Ag +sin Qg cos Ay
0 0 1| - - - - === — ——
— sin g cos Ag sin P, — sin g sin A sin @ + sin g cos &
—cos € sin A + cos £y cos Ay
cos Ay cos P sin Ag cos @ sin @

62



— cos 2y cos Pges.

+ sin 2y cos Ppese

e = (coscosAgsin Py — sin Q sin Ag)eje
+(cos Qg sin Ag sin @ + sin g cos Ag)eqe

ey = —(sin Qg cos Agsin @y + cos  sin Ag)e;.
+(— sin Qg sin Ag sin ®g + cos Qg cos Ag)ege

€3 = €08 Agcos Ppejs + sin Ag cos Pyese + sin Ppese

transversale Lage

3
A =0, Q=

A(]:

Der Ansatz bedarf einigen Nachdenkens; er sollte allerdings durch die nach-

folgende Skizze deutlich werden.

epr = ep0 cos A? + eqe sin A°
€9+ = €3¢
e3- = epe5in A” — ege cos A°
es = ep-cos A? + eq. sin A°
ey = e5«5in A — ey cos A°
830 = ez*
Spezialfall: A\° = 0
€1x = €1e , €2x = €3e, €3+ = —€2e

Greenwich ~ Nordpol Westpol
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Nordpol

€, =€,

Westlicher Hauptpunkt H

Greenwich-Meridian e,

Aquator

+tan @
(1)| tan A = cos(A — AD)
Ableitung:
x tan ®
cot(f +A)= —tanA= ~Sn(A = 270° — AT)
tan ¢ tan ®

- sin(270° + A% — A) - cos(A0 — A) = (1)

(2)| sin B = —cos ®sin(A — A%)

Ableitung :

sin B = cos ®cos(A — 270° — A%) = cos @ cos(270 + A — A)
= cos ®sin(A® — A) = —cos @sin(A — A%) = (2)

A z&hlt positiv vom Aquator gen Nordpol
B zahlt positiv vom Grundkreis gen Westen, dagegen negativ vom Grund-
kreis gen Osten

Familie transversaler Lagen

A0=%+A0, By =0, Qozg+90
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L C,e

Abbildung 2-6

|
Cyx AO
in die Aquatorebene
y e,. Projizierter Basisvektor
Co
Greenwich
eZ* e3. == e3 (1]
e
e-- = R3(AO) et
. YO
Abbildung 2-7 e oo
e = cosA?cos Qe + sin A% cos 2%y + sin Nege
ey = —cosA%sin 2%;. — sin A%sin Qe + cos Qese
es- = sin A%eje — cos Alese
360°
AY = ; k

z.B.l =120 Streifen, k=1, A°=3°

"Gaufi-Kriiger System fiir die Kugel”

z.B.l =60 Streifen, k=1, A°=6°
k=2 A0=12°
etc.

"UTM System fiir die Kugel”
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Aquatorebene

Abbildung 2-8

Hauptmeridianebene

Aquatorebene

Transformationsformeln

tan @
= — ) -
(1)| A = arctan (cos(A — AO))
Ableitung:
tan ®
s 0 - _ 0 —
cot(5 +Q° + A) tan(Q° 4+ A) (@70 T A0 A
L tan ¢ N
cos(A — A9)
)
fan(Q0 4 A) = 0

cos(A — A9) = (1)

(2)| B = arcsin(— cos ® sin(A — A%))
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weitere niitzliche Umrechnungsformeln

(1) | sinA = Smcj(:%sq) v Q0 =0
in ¢
(1") | cos A = S(I)I;B vV Q0=0
(1) sin A = sin A cos @

V1 + cos A cos /1 — cos A cos ®

sin ¢
V1 + cos A cos ®v/1 — cos A cos ®

(1") cos A =
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Diese Seite ist absichtlich leer
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3 Abbildungen auf eine Tangentialebene (azimu-
tale Abbildungen)

Die einfachsten Kartenprojektionen und —abbildungen werden erhalten, falls
Punkte auf einer Kugel / eines Ellipsoides / einer anderen Fldache auf eine
lokale Tangentialebene projiziert oder abgebildet werden. Im Falle der Ku-
gel werden zunéchst die allgemeinen Abbildungsgleichungen fiir eine loka-
le Tangentialebene einschliefslich Deformationstensor und Hauptstreckungen
hergeleitet, bevor spezielle Abbildungen folgender Typen vorgestellt werden

3.1 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie fiir Abbil-
dungen auf eine Tangentialebene im Falle der Kugel (Azimutale Abbil-
dung)

3.2 Spezielle Abbildungen der Kugel auf eine Tangentialebene

3.2.1 Normale Abbildung auf eine Tangentialebene, dquidistant auf der
Schar der Parallelkreise (mittabstandstreue azimutale Abbildung)
(G. Postel 1581)

3.2.2 Normale konforme Abbildung auf eine Tangentialebene (stereo-
graphische Projektion)

3.2.3 Normale flichentreue Abbildung auf eine Tangentialebene (J.H.
Lambert 1772)

3.2.4 Allgemeine perspektivische normale Abbildung

3.24.1 Gnomonische Projektion
3.24.2 Orthographische Projektion (Parallelprojektion)
3.24.3 Spezielle perspektivische Abbildung (Lagrange Projektion)

3.3 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie fiir Abbil-
dungen auf eine Tangentialebene im Falle des Rotationsellipsoides

3.4 Spezielle Abbildungen des Rotationsellipsoides auf eine Tangentialebene

3.4.1 Normale Abbildung auf eine Tangentialebene, dquidistant auf der
Schar der Parallelkreise (mittabstandstreue azimutale Abbildung)

3.4.2 Normale konforme Abbildung auf eine Tangentialebene
3.4.3 Normale flachentreue Abbildung auf eine Tangentialebene

3.5 Pseudoazimutale Abbildungen
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3.1 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie
fiir Abbildungen auf eine Tangentialebene im Falle der
Kugel (Azimutale Abbildung)

Abbildung 3-1

Karte ®: sphérische Koordinaten

X cos A cos @ A
X=0"4U):| Y | =R| sinAcos® ,U—[q)]
A sin ®
Metriktensor im Urbild
X 0X
oA 00
ox! v oy —sin A cos ® —C'OSAS'iIl(I)
aU—K: K 9% =R cosAcos® —sinAsin®
0 cos ®
9z 0z
L OA 0D
Gt = oxXT ox?!
KL= UK gUL

BN TN 9\) OAOD  OAOD  OAOD
OXOX ovov 9207 (0X\' (OV\'  (07)’
| 0P OA 0P ON 0P OA 0 o0 0
[ R?cos?® 0 ]

'<0X>2+<8Y>2+<8Z>2 OX0X oY oY 0Z0Z

0 R?
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Abbildungsgleichungen

Forderungen:

e Der Bildradius r := /22 + y? soll nur von der Breite ¢ (Poldistanz

A =7 — ®) abhédngen: r = f(5 — ®) = f(4)

Der spezielle Ansatz wird dadurch motiviert, dafs » und ® gegenldufig
sind; insbesondere ist = 7/2, A =0, f(0) = 0 gewéahrleistet.

e Die polare Bildkoordinate « ist mit der Lange A identisch : v = A.

Aus diesem Grunde heifien die Abbildungen auf eine Tangentialebene
auch azimutal: Das Azimut eines Ortsvektors x im Bild entspricht der
sphérischen Lange A eines Ortsvektors X im Urbild.

allgemeine Abbildungsgleichungen

A HE A R

Struktur der Koordinatenlinien

(i) y =tan Az Gerade fur A = const. (Meridian)

Ableitung: Lose die erste Abbildungsgleichung nach f = z/cos A
auf; setze dieses Ergebnis in die zweite Abbildungs-
gleichung ein und erhalte y = xz(cosA)™'sinA =
rtan A

(i) 2%+ y? = f2(A) Kreise fiir ® = const. (Parallelkreise)

Ableitung: beide Abbildungsgleichungen quadrieren und addie-
ren
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Metriktensor im Bild

o 0
8_xi_ da Or | —rsina cos o
k| gy oy | reosa  sina
do Or

_odor [0
It = ouk oul

Deformationstensor

ouF oul oxt Ox'

CKL = IMHUK oUT ~ aUK oUE

o o
o' | 0N OA | [ —f(A)sinA  f'(A)cosA
UK dy Oy | +f(A)cosA f/(A)sin A

ON OA

(@) o I
k= 6 ol | 1O = sw2- 0, = @)

Hauptstreckungen

A [f(A)
A= yen/Gn = Rcos®
Ay = \/022/G22 = f/;A)

A, Streckung in Richtung des Parallelkreises & = const.
Ay Streckung in Richtung des Meridians A = const.
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3.2 Spezielle Abbildungen der Kugel auf eine Tangentialebe-
ne

3.2.1 Normale Abbildung auf eine Tangentialebene, dquidistant auf der
Schar der Parallelkreise (mittabstandstreue azimutale Abbildung)
(G. Postel 1581)

Forderung der Aquidistanz auf der Schar der Parallelkreise:

Meridianschnitt

Abbildung 3-2

r=f(A)=RA,A=x/2—-®

BRI

A = /2 _(I)(I), Ay = 1 (Aquidistanz auf den U? = & - Parameterkurven)
oS

Mercator (1569): Abbildung der Polargebiete

Himmelskarten in Polnihe;

Weltkarte 1 : 2.500.000 in den Breiten 60° — 90° (Urbild: Rotationsellipsoid);

Karten in der Luftfahrt, Funktechnik, Seismik

3.2.2 Normale konforme Abbildung auf eine Tangentialebene (stereogra-
phische Projektion)

Forderung der Konformitédt: Ay = Ay =

FA) ) A

RsinA R f sinA
dx T

/, = In|tan =|
sin x 2
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A
Inf= —|—1n|tan§| +1Inc
A
flA) = ctanE VA €]0, 7]

Forderung im Nordpol: ii{ﬂ)o Ay =1

df ¢ 1
E_§(zos2é
_
itan:c: L
dx cos?
c 1
A2:ﬁ A

COS2§ — ¢=2R —

r=f(r/2—®) = 2R tan 722

g _ R
dA_coszé
2

l x 1 B l 2Rtan(m/4 — ®/2) cos A
y | | 2Rtan(n/4 — ®/2)sin A

1 2
7 cos?(n/A—®/2)  1+sin®

A1:A

“stereographische Projektion”

Abbildung 3-3
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Die normale konforme Abbildung auf eine Tangentialebene findet sich schon
bei Hipparch. Sie leidet unter der raschen Flichenverzerrung zum Rande hin.
Als Abbildung des Rotationsellipsoides findet die stereographische Projekti-
on Anwendung bei Luftverkehrskarten, als internationale Weltkarte fiir Po-
largebiete, als geodédtische Abbildung in “Universal Polar Stereographic Projec-
tion ” (UPS) als Ergdanzung zur UTM fiir Breiten tiber 80°.

3.2.3 Normale flichentreue Abbildung auf eine Tangentialebene (J.H. Lam-
bert 1772)

Forderung der Flachentreue: AjA; =1

food _
R%inAE_l — fdf = R°sin A dA =

Forderung im Nordpol:

f2
1 = —R%2cos A +c¢

r(0) = f(0) =0 =
0=-R’+c=c= R?

f?=2R*(1 — cos A) = 4R?sin? %

N
CoST = 1—2511125

Lo
1 —Cosx:2sm2§

r= f(A) :2Rsiné
2 | =
fl(m)2 —®) = +Rcos§

x| | 2Rsin(r/4 — ®/2)cos A
l y ] N [ 2Rsin(r/4 — ®/2)sin A

1
cos(m/4 — ®/2)

Ay , Aoy = cos(m/4 — ®/2)

O =7/2: lim Ay = lim Ay =1
-3 -3
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Abbildung 3-4

Die normale flichentreue Abbildung auf eine Tangentialebene findet Anwen-
dung als geographische Karte und wegen der Flachentreue als geostatistische

Karte.

3.2.4 Allgemeine perspektivische normale Abbildung

T

Forderung der Perspektive:

QP

r _O/N

o'Q
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r B R+ D .
Rcos® Rsin® + D

R
_ (R+D)Rcos® _ (1+ E)Rcoscb

r= f(r/2 = &) = L
Rsin® + D 1+§sin(I>
df R+ Dsin®
L A D
f=aen—o M+ masior

Abbildungsgleichungen

r (1+R)RCOS(I)COSA T
Rcos®cos A D R .

D 1+ —sin®

[m]_ ( +R)D+Rsin<b B D

B Rcos®sinA | R Rcos ®sin A

(D+R)D+Rsin<1> (1+5)—

R
1+Bsin<b

Hauptstreckungen

R
D+R I+5

- D+ Rsin® -

1

1+gsin<b

R .
R+ Dsind _<1+§) 5+sm<b
(D + Rsin®)2

Ay =(D+ R)
R
D (1+Esin®)2

A-)O,(I)—)giAleQ:]_

Die aktuellen allgemeinen perspektivischen Abbildungen werden zur Aus-
wertung von Aufnahmen aus Luft- und Raumfahrzeugen genutzt.
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3.2.4.1 Gnomonische Projektion

Im Altertum zur Konstruktion von Sonnenuhren (Gnomon) verwandt. In der

gnomonischen Projektion wird die kiirzeste Verbindungslinie (Grofikreis) zwi-
schen zwei Punkten auf der Kugel auf eine Gerade abgebildet. Deshalb hat

die gnomonische Projektion Bedeutung in der See-, Flug-, inbesondere Fun-

knavigation.

Forderung D = 0:

r= f(A)=Rtan A

allgemeine Abbildungsgleichungen, allgemeine Hauptstreckungen

lﬂ _ chotcpcosA]

Y Rcot ®sin A
1 1
As — A, —
P sind’ 7 sin2d

Abbildung 3-6
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3.2.4.2 Orthographische Projektion (Parallelprojektion)

Die Orthographische Projektion oder Parallelprojektion findet Anwendung
bei Mondkarten und in der mathematisch-astronomischen Geographie.

Forderung D — oo:

Projektionszentrum O’ liegt im Unendlichen

lim g:(] = r = f(A) = Rcos®

Dr—oo

x| | Rcos®cosA
y | | Rcos®sinA

‘Al :1,A2:sin<b‘

N r p

Abbildung 3-7

S

Die allgemeine perspektivische normale Abbildung geht in die stereographi-
sche Projektion auf eine Tangentialebene {iber, falls wir den Abstand SO’ gleich
Null setzen, d.h. D = R! Eine spezielle Variante erhalten wir, falls wir nicht
auf eine Tangentialebene durch den Nordpol abbilden, sondern auf die Aqua-
torebene entsprechend der nachfolgenden Figur.
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3.2.4.3 Spezielle perspektivische Abbildung (Lagrange Projekti-
on)

Der Sinussatz im Dreieck OpS fiithrt auf die polare Koordinate 7:

r R A
= A:>7’:Rtan§

sin — CcOs —

2 2

Abbildung 3-8

i (7‘(‘ A) i (7‘(‘ A) A
sm|—-+—)=smn|{—=——— | =cos—
2 2 2 2

Abbildungsgleichungen

A
r=rcosq = Rtan;cos[\ = Rtan (w/4 — ®/2) cos A

A
y=rsina = Rtan;sin[\ = Rtan (7/4 — ®/2)sin A

1.Spezialfall: ® = 0 : “ Aquatorlage ”
x=Rcos A,y = Rsin A

2.Spezialfall: ¢ = g : “ Pollage”

r=0,y=0

Die obere Halbkugel, vom stidlichen Projektionszentrum abgebildet, liegt al-
so in einem Kreis vom Radius R; entsprechend liegt die untere Halbkugel, vom
nordlichen Projektionszentrum abgebildet, in einem weiteren Kreis vom Radi-
us R. D.h., daf} die gesamte Kugel abgebildet in zwei Kreisen liegt! Darin liegt

die Besonderheit dieser konformen Abbildung!
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A, = f(A) _ tan 2 _ 1
Rsin A 2sin % cos % 2 cos? %
_
N
R 2 cos? %
1
Ar=A 2 cos? %

Gegeniiber der origindren stereographischen Projektion weist die obige Vari-
ante nur eine halb so grofie Verzerrung auf!

Tabelle: Verzerrungswerte normaler Abbildungen auf eine Tangentialebene
(azimutale Abbildungen)

Abbildung A Ay Ao ANy maximale

= Langen-— Langen-— Flachen— Winkel-

g — & | verzerrung | verzerrung | verzerrung verzerrung
— — 2 arcsin A=Ay
A+ Ay
Breitenkreis | Meridian

0° 1,000 1 1,000 0°00’
mittabstands— 30 1,047 1 1,047 2°38'
treu 60 1,209 1 1,209 10°52

90 1,571 1 1,571 25°39’

0° 1,000 1,000 1,000 0°
konform 30 1,072 1,072 1,149 0°

60 1,333 1,333 1,778 0°

90 2,000 2,000 4,000 0°

0° 1,000 1,000 1 0°00’
flichentreu 30 1,035 0.966 1 3°58’

60 1,155 0,866 1 16°26’

90 1,414 0,707 1 38°57

0° 1,000 1,000 1,000 0°00’
gnomonisch 30 1,155 1,333 1,540 8°14/

60 2,000 4,000 8,000 38°57

90 00 00 00 180°00/

0° 1 1,000 1,000 0°00’
orthographisch 30 1 0,866 0,866 ]°14/

60 1 0,500 0,500 38°57

90 1 0,000 0,000 180°00/
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180°

'&: {0
N\ 28 %

N\

(€1l 2002 Jan 10 15:40:51 | psbasemap -JE0/90/0.1cm -R0/360/0/90 -B30g30/15g15 -G255 -P -K -Uc -X5 -Y17

Abbildungen 3-9, 3-10: Aquidistante Azimutalabbildung
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180°

180°

(€1l 2002 Jan 10 14:56:50 | psbasemap -JS0/90/0.1cm -R0/360/-90/90 -B30g30/15g15 -G255 -P -K -Uc -X5 -Y17

Abbildungen 3-11, 3-12: Konforme Azimutalabbildung
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180°

i
~ By

9,

O
o
2

=

O
R

'3

[
O
“:"

N
D

[€1VAl 2002 Jan 10 14:57:44 | psbasemap -JA0/90/0.1cm -R0/360/0/90 -B30g30/15g15 -G255 -P -K -Uc -X5 -Y17

Abbildungen 3-13, 3-14: Flachentreue Azimutalabbildung
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180°

[€1VAl 2002 Jan 10 14:58:24 | psbasemap -JF0/90/80/0.1cm -R0/360/0/90 -B30g30/15g15 -G255 -P -K -Uc -X5 -Y17

Abbildungen 3-15, 3-16: Gnomonische Abbildung
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180°

©
Q
=

ey
A ] . -%
=" s
, :
l‘
as
Ny

; e —

!
A (57

M 06

Abbildungen 3-17, 3-18: Orthographische Abbildung
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[€1\VIl 2002 Jan 10 14:37:15| pscoast -JA0/0/0.1cm -R0/360/-90/90 -B30g30/15g15 -Dc -A1000 -G255 -W0.25 -P K -Uc -X5 -Y15

Abbildung 3-19: Flachentreue Azimutalabbildung (Pol im Aquator)
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NS,

»,-," ‘, i — »\“\\\\
g %“‘%""é.i\\
)

NS R

. TERT N
LR D
&%’%‘%"‘ ¢
ol EN ™ (

A s b

) L [t
B T

[€1\V Il 2002 Jan 10 14:37:36 | pscoast -JA39.75/21.38/0.1cm -R0/360/-90/90 -B30g30/15g30 -Dc -A1000 -G255 -W0.25 -P K -Uc -X5 -Y15

Abbildung 3-20: Flachentreue Azimutalabbildung (Pol in Mekka, A=39.75,
$=21.38)
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¢

- X :
I XA
R LAy,
o

el
&) 0

=
\

(€1l 2002 Jan 10 14:38:00 | pscoast -JA9.18/48.83/0.1cm -R0/360/-90/90 -B30g30/30g30 -Dc -A1000 -G255 -W0.25 -P -K -Uc -X5 -Y15

Abbildung 3-21: Flachentreue Azimutalabbildung (Pol in Stuttgart, A=9.18,
$=48.83)
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3.3 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie
fiir Abbildungen auf eine Tangentialebene im Falle eines
Rotationsellipsoides

Karte ®: ellipsoidische Koordinaten

X =o"1U):
X A cos A cos ®
Y | = — sin A cos @
Z \/1—E S1n (I> (1—E2)sin<I>

grofse Halbachse des Rotationsellipsoides A
kleine Halbachse des Rotationsellipsoides B

A? — B? B?
erste numerische Exzentrizitat F = \/ yE = \/ 1— Ve

ellipsoidische Lange A und Breite

U A arctan Y X!
[V]l@][awtam 1 ( z ) ]

1-E2 /X2 4+ Y?
Metriktensor
0X Acosd
Gpi=— = —sin AE AE
A A 1—E231n2<1>( sin 1 + cos 2)

_0X . AQ-PB?Y)
00 (1 — E?sin® )3/2

Gs : ( cos A sin ®E; + sin A sin PE, — cos (IDEg)

Koordinaten des Metriktensor

i A? cos® @
(GAlGA) =Gapa =G = T 2ol o

A2(1 _ E2)2

(GolGo) = Coo = Cn = 7 7o mgy

| (GA|Go) = Gro =G12=0
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A% cos®> @ 0
_oXToXT | T Ersin® o
tET UK out 0 A1 - E2)
(1 — E2sin® )3

Karte o: polare Koordinaten

r=rcosqa, y=rsinu

Oor Oz
oz’ da  Or | —rsina cosa
ok | dy oy | rcosa sina
da Or

_8$iaxi_ r2 0
= ukoul — | 0 1

Abbildungsgleichungen

™

2

r=f(A) d

a=A

oder [x:f(A)cosA; A=
y= f(A)sinA

Im Falle des Rotationsellipsoides fiihrt die Parametrisierung (A, ®) auf ,, flichen-
normale Koordinaten “, d.h. daf (A, ®) die ,, sphérischen Koordinaten “ des
Flichennormalenvektors
G A X Gq>
|G x Ga|

sind. D.h. aber auch, daR A := = — & als Poldistanz eingefiihrt werden kann!

Achtung: Hier ist die Poldistanz des Flichennormalenvektors gemeint. Die
polare Koordinate « in einer normal liegenden Tangentialebene ist nur im
Falle eines kreisformigen Aquators (Rotationsellipsoid) gleich der ellipsoidi-
schen Lange A.

Deformationstensor

91



o our out  Ox' 9a

KL= 9N UK puL ~ oUK oUL

r Ox O

Ox' N OA l —f(A)sin A f'(A)cos A

U | oy oy
L OA 0A

_[r@) o .
e N G R RUN A

Hauptstreckungen

Al = \/611/G11 = f(A) 1 — E2 cos? A/(ASIHA)
A2 = \/CQQ/GQQ = f/(A>(1 - E2 0082 A)3/2/(A(1 — EQ))

A; Streckung in Richtung des Parallelkreises A=const.
A4 Streckung in Richtung des Meridians A=const.

Struktur der Koordinatenlinien

(1) y =tanAx Gerade fiir A=const. (Meridian)
(ii) 2?+y*= f?(n/2 — ®) Kreise fiir ®=const. (Parallelkreise)

3.4 Spezielle Abbildungen des Rotationsellipsoides auf eine
Tangentialebene

3.41 Normale Abbildung auf eine Tangentialebene, dquidistant auf der
Schar der Parallelkreise (mittabstandstreue azimutale Abbildung)

Forderung der Aquidistanz der abgebildeten Meridiane:

Ny =1= f/(A)(1— E?cos? A*?)(A(1 — E?)) =1 =

dA
(1 — E?cos? A)3/2

df = A(1 — E?)

Uberfiihrung des Integrals

7 N

J(&) = 0/ (1 — E2cos? AY)3/2

A(1 — E®) + const.
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in den Standard eines elliptischen Integrals zweiter Art:

tan ®* = +/1 — E?tan <I> ¢* =7 - A* reduzierte Breite

£(A) = A(1 - E?) / i E2 — q>f)3/2 —A4 [ V=P @ der

— T _Pp*
57— P

= A/ \/1 — E?sin® A*dA* = AE[% - arctan(g tan ®); E]
0

[SIE]

Die Integrationskonstante const. verschwindet, da wir f(A = 0) = 0 fordern.

Satz von B. Taylor:

1 _ 1 _
(It 2) =1+ 5yl +2)" v+ 5yly = DL +2) ]2

gy = Dy = D1 +2)"), 2 +0") V<1

(14+2)Y=(1—FE?cos?A)™? . 1= —FE?cos® A, y = —

2
(1 — E%cos? A)™3/2 = 1+§E20082A—|—;Z cos A—I—g Z g E°cos® A+ O(E®)
cos? A = % + %COSQA
cost A = g + %COSQA + %cosélA
cos® A = 136 + g(EOSQA - 13—6COS4A = 31—20086A
(1—FE%cos? A)™32 =1+ gEz (% - %cos QA) - 185E4 (: - % cos 2A + % cos4A)
%EG (156 + g cos 2A + 136 cos 4A + 31—2 cos 6A) + O(E®)
(1 - E?cos? A)3/2 =1+ iEz + 22E4 + %Eﬁ + O(E®)
(iE2 - 12E4 E?ZEG + (’)(ES)) cos 2A
(éiE4 ;ggE6 + (’)(ES)) cos 4A

+ <53152E6 + O(E8)) cos 6A + O(E®)
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3 1 3 5
V(1 2002 AYE 1 o2 24 2 6 8
(1— E2)(1 — E%cos? A) 1= B = B = B+ O(E)
+ cos 24 (— —E4 + D ey O(Es))
4 512
+ cos4A (14 E6 + O(Es))
+mwA(5Eﬁmmﬁ0+ow%

1 .
cosnx dxr = —sinnx
n

4 64 256

A
/(1 — E?)(1 — E?cos? A')32dN = (1 g S 5 g + O(E8)> A
0

) 3 5 . 45 6 8)
+ sin 2A (SE + E 1024E + O(E®)
in4A (—E4 —E6 E8)
FsindA oo B+ o BN+ O(E7)
+sin 6A (—35 E°+O( ES)) + O(E®)
3072
A
F(A) = A/(l — E?)(1 - E?cos® A) 32 dA! =
0
1 3 5% T
:A<<1——E2——E4——E6 E8><——<I>)
4 64 256 +O(E) 2
3 3 45
“E*4+ —p*4+ —FES OE8> in 2P
+<8 t 3B e P T O )sin
15 45
E*4+ _—F¢ E8) in 40
+(256 +1oprf +OE) ) sin

35 8 ) ) s >
+ (—3072E + O(E®) ) sin6® + O(E®)

Abbildungsgleichungen

x = f(A)cos A
y= f(A)sinA
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“ Geodetic Reference System 1980 ”
Bulletin Géodésique 58, No. 3 (1984) 385-398

grofie Halbachse A=6.378.137m
Aquatorradius,kleine Halbachse B =6.356.752,3141 m

Exzentrizitat E? =0,006.694.380.022.90
Abplattung F =(A-B)/A =0,003.352.810.681.18

F~1=1298,257.222.101
Hauptstreckungen

Ay = f(A)VT—E?cos? A/(AsinA) = f(3 — ®)V1 — E?sin® /(A cos @)

A2:1

3.4.2 Normale konforme Abbildung auf eine Tangentialebene

Forderung der Konformitat: A} = Ay =

FAWT—E?cos A f/(A)(1 — E?cos® A)*?

Asin A A(l — E?) —
df 1— E2
— = dA
[ sinA(1 — E%cos? A) —
2
1-£ dA+1Inc

nf= / sin A(1 — E? cos? A)

“isometrische Poldistanz”

Partialbruchzerlegung

1— E? 1 E( Esin A n Esin A )

sin A(1 — E%2cos2A)  sinA 2 \1+FEcosA 1— FEcosA
1— E? A FE_ 1—FcosA
dA=Intan — — —In —————
/SinA(l—EZCOS2A) S Ty M T Ecos A

= artanh(cos A) — Fartanh(F cos A) =

1+ECOSA)E/2 A
an

1— FEcosA 2

T -
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Forderung im Nordpol: iimo A(A) =1

5 <1—|—ECOSA>E/2t A1 — E2cos?2 A | —s
me|—— an — =
A—0 \1— FcosA 2 Asin A
E/2 t A

, 1+ F 1— (2 Ay
EEBAl(A)_C<1—E) A A !

T

((9’/

0

L’'Hospital-Regel “%”:

lim — = lim —
A=0 sin A A-0 (sinA)

11 ! —
an —) = = =
2 2 28 ldcosA

(sin A) = cos A

A
tan 1 1 1
I s _ _1
AL sin A A% 14cosA cosA 2

. ¢ (14 E\P? 5

2A <1—E>E/2
VI—FE2\1+4+E

CcC =

Abbildungsgleichungen

2A 1—E\E? /14 Ecos A\®/? A
f(A) = ( ) (7) an —
V1—FE?2\1+FE 1 — FEcosA 2
x = f(A)cos A o
y= f(A)sinA A=5-2
Hauptstreckungen
V1 —E?cos’? A
Ar=4A=f(4) Asin A
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3.4.3 Normale flichentreue Abbildung auf eine Tangentialebene

Forderung der Flachentreue: AjA; =1

f(A)VI— E?cos? A f/(A)(1 — E® cos” AP |
Asin A A(l — E?) B
(1 - E?)sin A
(1 — E%cos? A)?

fdf = A? dA =

Az/A (1— E*)sin A
0

A
— E?cos? A)? dare
/ sin A / d(EcosA) 1 dy
(1 — E%2cos? A)? T EJ (1-E?cos2A)? EJ (1—y?)?
y = Ecos A
Partialbruchzerlegung
1 A B C D
= +

= + +
(1-9y?)?2 (1-y? 1-y (Q+y)? 14y
A=B=C=D=

AN,

/‘ sin A ms——JL/ S NS R B I
(1 — E%cos? A)? - 4FE 1—-y?2 (QA+4y? 1—-y 14y Y

Standardintegrale

d
/ i ln\ay+b|
a

ay+b
/ dy 1 / dy 1
(I+y)?  1+y ) (1-y? 1-y
sin A 1 1+y 1 1
dA = —— |1 _
./O—lﬁm§AP 4Eln1—y+1—y 11y

1 [ l 14+ EcosA 1 N 1
= — —_ n —
4F 1—FcosA 1—FEcosA 1+ EcosA
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1 _
2 4F nl—EcosA 1—ECOSA+1+ECOSA +

_ g2
1f2:A21 E 1+ EcosA 1 1 } .

1 — E? 1+F 1 1
= = 2 = = — A? 1 —
fA=0)=0 = fA=0)=0=c=A—r [nl—E+1—E 1+E}

=
1 1+ F cos A 1 1+ EcosA
AvV1 — B2 1 — ——In—
J(&) = \/1—E2 2E "1-FE  1-FE’cos?A  2E 1— EcosA

1 1+F sin ® 1 1+ Esin®
AVI — B2 1 - S Pl it
f(®) = \/1—E2 TOEMT-E 1-Fsn’d 2F " 1—Esnd

Abbildungsgleichungen

x = f(P)cos A
y= f(P)sinA

Hauptstreckungen

A f(®)V1— E?sin? ®
A cos ®
Ay = A cos ®
f(@)V1— E?2sin? @
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3.5 Pseudoazimutale Abbildungen

Azimutale Abbildungen bei normaler Lage der Entwurfsachse sind gekenn-
zeichnet durch die Abbildungsgleichungen vom Typ (o = A,7 = f(®)) in
polarer Darstellung bzw. (z = rcosa = f(®)cosA,y = rsina = f(P)sinA)
in cartesischer Darstellung der Koordinaten, welche die Abbildungsebene
tiberdecken. Koordinatenlinien vom Typ ® = const. (“Parallelkreise”) werden
als Kreise abgebildet (“concirculare Abbildung”) dagegen Koordinatenlinien vom
Typ A = const. (“Meridiane”, “Meridiankreise”) als Geraden. Abweichungen
von azimutalen Abbildungsgleichungen von diesem Typus, beispielsweise

(v = c3\,r = ¢y f (A, ®)) werden als pseudoazimutale Abbildungen bezeichnet.

Beispiel:

Hammer-Abbildung (benannt nach Ernst von Hammer, 1858-1925, Professor
fiir Geodasie, TH Stuttgart)

Ausgangspunkt: flichentreuer transversaler Azimutalentwurf

“transversales Koordinatensystem”:

E1—>E3/, Ez—)—Ell, E3—>—E2/
X—7Z, YV —-X, 7—-Y

(Eq, Eq, E3) Ausgangsbasis, (Eq/, Eo/, Eg/) transversale Basis

“beide Basen sind rechtssinnig”

E?

Tabelle: X= Z' X=Y
Yy=-X <> Y--Z
z--Y z- X

"Westen" E,.

Abbildung 3-22

"Greenwich" E,=E,

E, "Siden"
X' = RcosAcosB= —RsinAcos® = -Y (3(1))
Y' = RsinAcos B=—Rsin® = -7 3(2))
Z'= RsinB = RcosAcos® = X (3(3))

(A, B) heifien (Metaldnge, Metabreite).
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(3) = sin B = cos A cos @

sin ®
2)/(1) = tand = ———
(2)/(1) a cos ®sin A
cos A — 1 B cos @ sin A
. V1+tanlA V1 — cos2 @ cos? A
sin A — tan A sin ¢

V1 + tan?A - V1 —cos? ®cos? A

Die Tabelle enthilt die Umrechnungsformeln (A, ®) als sphirische Linge und
Breite in (A, B) als sphérische Metalinge und Metabreite. In transversaler Lage
ist

a=A, r(B) = Ry/2(1 —sin B)
x=rcosa= Ry/2(1 —sin B) cos A
y=rsina= Ry/2(1 —sin B)sin A

eine Darstellung des flichentreuen transversalen Azimutalentwurfes. Ein Test auf
Flachentreue kann erfolgen tiber

(i) AN =1 oder (ii) TAYp — Tpyas = R*cos B .

Mit den Untersuchungsformeln (A, ®) — (A, B) ist eine Darstellung des fla-
chentreuen transversalen Azimutalentwurfes
sin ¢

A D)= tan ———
a(A, @) = arc amcos@sin/\

r(A, @) = R\/2(1 —cos P cos )

cos®sin A
V1 —cos?2®cos? A
sin ¢
V1 —cos? ®cos? A

xr = R\/Q(l —cos P cos )

y = R\/Q(l —cosPcos )

Die “fliichentreuen Koordinaten” (x,y) werden als Ausgangspunkt genommen,
eine weitere flichentreue Abbildung zu finden, die gewissen Eichvorschriften
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unterworfen wird. Traditionell wird von einem Umbeziffern des alten flichen-
treuen Entwurfes gesprochen. Heiflen (2',y’) die neuen cartesischen flachen-
treuen Koordinaten, (x,y) die alten cartesischen Koordinaten, dann ist eine
Abbildung (x,y) — (2, y’) genau dann flichentreu, falls

1ot 1o —
'rxyy_'ryyx_l

gilt.

Beweis:

(1) Transformation der Metrik der Kugel auf flichentreue Koordinaten (z, y)

dS? = GgrdUKdU" = R? cos? ®dA? + R%2d®?

R2_y2 5
=~ dx +R2—y2

dy? = Ndz? + Ndy? = Ciyda®da!
“subject to” [Ci] = Diag (A\},\3), MM\ =1, A\ =(R?—y?)/R?=1/)3 .

Beispielsweise stellen wir die Metrik der Kugel in flichentreuen Koordinaten ei-
nes flichentreuen normalen Zylinderentwurfes (— Kapitel 4.2.3) dar.

=R\, y=Rsin® <= A=z/R, sin® =y/R, cos® = R™1\/R2 — 2

dA = R~z , (sin®), = cos P, = R~!

1 1 1
dd = —dy = ———d
cosd R y VRZ — 2 y

R%cos? ®dA? = (R? — y*)R2dz?
R2d(1)2 — R2(R2 _ y2)_1dy2

(2) Transformation der Metrik der Abbildungsebene auf flichentreue Koordinaten
(2',y") (Cauchy-Green Tensor)

o o+ ox"
d82(5k/l/d.%'k d.Z'l = 5k/l/$%d1’kdml = Ckldl’kdxl .
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Satz:

Eine Abbildung (z,y) ~ 2% — 2% ~ (2/,3') ist lokal flichentreu genau dann,
wenn

det Crl = det Ckl = )\%)\% =1.

Beweis:
det Crl = det 5k’l’ (8@”)(8@”)

_ 2 2 Y A 1o
Cl’l’ - x;c +yx b 61’2’ - xxzy +yxyy

_ /2 2
Coror = Z’y —i—yy

det ey = [(2,)* + ()?][(})* + (v,)?] — (@), + yoy,)?
= (aly,)® = 2xhy, )y + (2y)?

= (o, = 1l

det Crl = det Ckl =1
—
orientierungsfreie Abbildung (z,y) — (2/,v')

= Ty, — Ty, = +1

Losung der nichtlinearen Differentialgleichung 7y, — 2y, = 1

Ansatz:

/. /
T =ar+ayY ’or ’o /o
. = XY, — Tyl = 102 — 105 =1
Y = Cx + oy

“lineare affine Transformation”
Wir setzen hier ¢, =0, ¢, =0, so daf3
1 y 2
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c1 Cc2

gilt. Offensichtlich ist xy, — 2}y, = Veiez ez 1

T

Eine zweite Transformation vom Typ “flichentreu nach flichentreu” (z",y") —
(z",y") geht aus vom flichentreuen normalen Zylinderentwurf

' =RA, y' =Rsin® .

1" 1"

Leicht ist die Flachentreue anhand ', iy, — 24y, = R?cos ® mitx, = R, x4 = 0,
ys =0, yp = Rcos ® zu priifen.

" " " " " "

(.I”, y”> — (.T 7y ) ﬂéi(}hentl"eu < .Tx//yy// — xy//yw// == +1 .

Der obige Ansatz einer linearen affinen Transformation greift auch hier, na-
mentlich

"

/.
T = C3T

1z 2z .
r = ResN, y = Reysin®

i g\ =: A*, cysin @ =: sin &*

!

1" 1"
, Y = cCay <— c3cq = 1

Corollary |: A = c5A*, & = arcsin (¢} sin ®*)
1

-1

* _ k _ * __ * __
cies =1, cijea=1l<=cs=c3 , ¢y =¢;

1. Hammersches Postulat (c; = 5, ¢4 = 1)

(i) Der Pol soll als Punkt abgebildet werden: ® = ®* : ¢4, = 1.

(ii) Das Halbkugelbild der flichentreuen Abbildung wird zum Bild der ge-
samten Kugelfldche

O<A<2m)~(0<A* <)

1
AN = c3A z. B. 7T:2037T<:>03:§.
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Allgemeine Form der Abbildungsgleichungen

cos ®* sin A*
V1 — cos? ®* cos?2 A*

xr = clR\/2(1 — cos $* cos A¥)

sin ®*
V1 — cos? ®* cos?2 A*

y = C2R\/2(1 — cos $* cos A¥)

Transformation A* = c3A, sin ®* = ¢4 sin ®

\/1 — Zsin? ®sin c5A
R\/_ 4 3

\/1 1 — c3sin (I)COSC;J,A

r =C

¢y sin @

\/1 +4/1 — c3sin® @ cos c3A

Y= CzR\/§

(A, @;c1,¢,0,¢3,¢4), YA, P;c1, 2, 3, ¢4) stellen die allgemeine Form der fla-
chentreuen Abbildungsgleichungen in transversaler Lage in denen die “fli
chentreuen Koordinaten” (A, sin @) in die “flichentreuen Koordinaten” csA, ¢4 sin @
transformiert wurden.

2. Hammersches Postulat (¢; = 2,c, = 1)

Die Lange des Nullmeridians soll sich zum Aquatorbild wie 1 : 2 verhalten:

1 -
x(A:O,q):g):O, y(AzO,Cbzg; G3=75, ci=1)=cV2R
versus —

1
z(A=m, &=0; =75 ca=1)=cV2R, yA=7, d=0)=0

JJ(A:O,(I):g)/y(A:ﬂ',(I):O):l22 z.B.y =2, c0=1.

)
Das erste und zweite Hammersche Postulat fithrt auf die speziellen Abbildungsglei-
chungen
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Rcos®sin 2 Rsin ®

2
Yy =2
\/1+cos<1>cos% \/1+cos<1>cos%

x =22

Hammer, E.v. (1892):

Uber die Planisphire von Aitow und verwandte Entwiirfe, insbesondere neue flichen-
treue dhnlicher Art, Petermanns Geographische Mitteilungen (Gotha) 38 (1892) 85-87

Satz (Begrenzungslinie des E.v. Hammer-Entwurfes):

Die Begrenzungslinie auf den Achsenwerten
i) z(A=m®=0), yA=7m,0=0)=0

(i) 2x(A=0,o=7%)=0, y(A=0,=7)

B

2 2
ist die Ellipse E21\/§R7\/§R ={x¢€ Rﬂ% + 2y—R2 =1}.

Beweis:

2

x ~ cos? ®sin® 5 v sin? @
(2v/2R)? 1+ cos ® cos 27 (V2R)? 14 cos®cos 2

x? N y?  cos? ®sin® 4 + sin® @
(2v2R)?2  (V2R)?  1+cos®coss
2 2
) A=m, b=0— —— + Y 4
(2v2R)?  (V2R)?
- 22 %
W A—7 o=1— + —1
WA=T 875 = Gvarp T Vany
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Test:

Sind die allgemeinen Abbildungsgleichungen = (A, ®; ¢y, co, 3, ¢4), y(A, P; ¢, ¢a, 3, C4)
flachentreu ?

Behauptung: zpys — reys = R*cos @, cicaczey = 1

Beweis:

2(A, ®) = ¢, f(A, ®)y/1 — 3 sin® ®sin c3A

y(A, @) = cof (A, P)cysin @

f(A, @) := RV2(1 + /1 — ¢} sin® ® cos c3A) /2
R
fa= 5\/5(1 + /1 — 2 sin? ® cos c3A) 7321 /1 — 2 sin? Beg sin c3A

R
fo = —1—5\/5(1 + /1 — Zsin® ® cos csA)"2(1 — 2 sin ®) V22 sin  cos D cos czA

TAYy = [c1fay/1 — e sin® @ sin c3A + ¢; f/1 — F sin® Pe; cos c3A]

[eafocy sin® + o fey cos D

Toyn = [c1fa\/1 — ¢ sin® @ sin ez A — ¢ f(1 — c2sin? ®)~Y/2¢2 sin @ cos @ sin c3A]

. [CQ fAC4 sin (I)]

TAYs — TayYp = C1C2fa fo sin csAcy sin @y/1 — cF sin? @
+ereaf fasinesAy/1 — ¢ sin? dcy cos @
+c16a f focs cos csMey sin @y/1 — ¢F sin? @
+cra f2eg cos cgAey cos Py/1 — ¢y sin® @
—c1CofafosincsAcy sin ®@y/1 — ¢F sin? @

—c1¢of fa sin esAcd sin? @ cos ®(1 — 2 sin® @) ~1/2
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TAYs — Taya = C1Cof fasincsA(1 — 2 sin? d)~1/2
-c4](1 — ¢2sin® @) + ¢2 sin? @] cos P
+ereaeseaf fo cos csA(1 — c2 sin® @)1/ sin @

+ercaeses f2 cos esA(1 — c2 sin® ®)Y/2 cos @

1. Term: cjcaczeaR? cos @[1 4 (1 — ¢2 sin® ®)Y/2 cos c3A] =2 sin? c3A
2. Term: ¢;coczeqR? cos @1 + (1 — 2 sin? @)1/2 cos c3A]~2c2 sin? @ cos? e3A

3. Term:
c1cacscyR? cos ®2[1 + (1 — 2 sin® ®)1/2 cos c3A] 2

1+ (1 = 2sin® ®)/2 cos c3A](1 — ¢2 sin® @)/ cos e3A
= c1cpc3¢4 R? cos ®[1 + (1 — 2 sin® ®)1/2 cos c3A] 2

[2(1 — 2 sin? @)% cos c3A + 2(1 — 2 sin? @) cos? c3 A\
= c1cpc3¢4 R? cos ®[1 + (1 — 2 sin® ®)1/2 cos c3A] 2

[2(1 — 2 sin? @)% cos c3A + 2 cos? ez A — 2¢2 sin? @ cos? c3 A\

TAYs — Taya = C1Cac3c4 R cos D1 + (1 — 2 sin? @)% cos c3A] 2
[1 — cos? csA + c2sin? @ cos e3A + 2(1 — 2 sin® ®)/2 cos c3A
+2 cos? c3A — 2¢2 sin? @ cos? c3 A\
= c1c9c3¢4 R cos D[1 + (1 — 2 sin? ®)Y/2 cos c3A] 2
1+ 2(1 — Zsin® ®)Y2 cos c3A + (1 — 2 sin? @) cos? 3\
= c1coc3c4R? cos B[1 + (1 — 2 sin? ®)Y/2 cos c3A] 2
1+ (1 — 2 sin? ®)'/2 cos c3A)?

= c10903¢4 R? cos @ .
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Problem:
Wie werden die Koordinatenlinien A = const. (“Meridiane”) und ¢ = const.
(“Parallelkreise”) unter der Hammer-Abbildung in die Kartenebene tibertragen ?

A

1. Elimination von sin %, cos 5

\/1 + cos ® cos %y = V2Rsin® —
(14 cos®cos $)y? = 2R?sin® & =

cos®cos s = (2R%*sin® © — y?)/y? 1. Ergebnis

2R2 : 2(1)_ 2\2
sin%:\/l—cos2%:\/1—( S )

y* cos?

1
cos @ sin % = cos @yz p— \/y4 cos? ® — (2R?sin? ® — y2)?
1
= —2\/y4 cos? ® — (2R2sin? @ — y?2)2 2. Ergebnis
Y

v =232 Rcosq)sin%

—
\/1 + cos @ cos %
1. Ergebnis
(14 cos @ cos £)z? = 8R*(cos P sin 5)? =
2. Ergebnis
y? 4+ 2R?sin” ® — ¢? S R? y*cos? ® — (2R?sin? @ — y?)?
Tr =
y? y*

2R?sin”® ®x?y? = SR?(y* — y*sin? ® — 4R*sin* ® + 4R%*y?sin® & — y*)
= 8R%*(4R%*)?sin* ® — y*sin® ® — 4R*sin* ) =

22y? = 4(4R%*y? — y* — 4R*sin? @) falls sin @ # 0 =

1
yt+ Z:L'Qy2 —AR*y? + 4R*sin?® =0 .

“Das Bild der Parallelkreise & = const. unter der Hammer-Abbildung ist eine
algebraische Kurve vierten Grades”.
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2. Elimination von sin ®, cos ®

A 1 tan @
/x——RsmqD/(Rcos(I)sm )= z'mA
2 2 sin 5
A
tan ® = i sin —
x 2
t 2 sin &
S0 P — an B sin 5 y
1 + tan2<I> gjz + 4y2 SlIl2 % xXr
22
2y sin &
sin ® = Yol 5 3. Ergebnis
\/x2 + 4y2 sin? % -
1 T
cos ¢ = = 4. Ergebnis
V1 + tan’® \/x2+4y2sin2% -
(14 cos ® cos §)y? = 2R?sin® @
=
4. Ergebnis
\/:):2 + 4y?sin® & + x cos %y2 e sin” 4 2
\/x2 + 4y2sin? % x? + 4y?sin® &
(2% + 4y? sin® \/:)32 + 49?2 sin Ax cos 5 A — 8R?sin? %

2 2ain2 A A 2in2 A 2 f,2n2 A
\/x +4y?sin” grcos 5 = 8R*sin” 5 — 1”7 — 4y*sin” 5

(2% + 4y*sin® £)x? cos? £ = 64R*sin" £ — 16R?sin” &
(2% + 49? sm2 2) + (2% + 4y sin® 5)?
24(1 —sin® §) + da?y?sin® £(1 — sin? &) = 64R*sin* 4
—16R%*x?sin® § — 64R%*y*sin* £ + 2" + 82%y?sin® £ + 16y*sin® 5 = 0

—

ot + 42y?(1 + sin® &) + 16y* sin® & — 64y?R?sin® 4 — 1622 R? + 64R*sin® § =0

“Das Bild der Meridiane A = const. unter der Hammer-Abbildung ist eine
algebraische Kurve vierten Grades”.
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Abbildungen 3-23, 3-24: Transversale flichentreue Azimutalabbildung

110



2002 Jan 17 10:53:01] pscoas t -JH0/0.15cm -R-180/180/-90/90 -B30g30/g15 -Dc -A1000 -G255 -W0.25 -P -K -U/0/-2/c -X3 -Y18

Abbildung 3-25: Hammer-Abbildung: ¢; = 2,co =1,¢c3 =1/2,¢4 = 1

Abbildung 3-26: Hammer-Wagner-Abbildung (Wagner VII):
c1 = 2.66723, ¢y = 1.24104, ¢5 = 1/3, ¢ = 0.90631

111



N\

SN

/g
7
=

N\ T

ol P\ >
.7 Ay ey
RS
2 .
7 }Lr\% \
Z5
> =

U,
‘%A

A\ A

[
\

N
\

NAK

-

NI

Abbildung 3-27: Eckert-Greifendorff-Abbildung:
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4 Zylinderabbildungen

Die Zylinderabbildungen haben zentrale Bedeutung als geoditische Abbil-

dung (Abbildung eines Rotationsellipsoides in die Ebene: Landesvermessung).

4.1 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafe fiir Zylinderab-
bildungen vom Typ dquidistant auf dem Aquator, im Falle der Kugel

4.2 Spezielle Zylinderabbildungen der Kugel, 4quidistant auf dem Aquator
4.2.1 Normale Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise, konform auf dem Aquator

4.2.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor, Mercator Abbildung

4.2.3 Normale flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf dem Aquator

4.3 Spezielle Zylinderabbildung der Kugel, dquidistant auf zwei Parallelkrei-

sen
4.3.1 Normale Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Parallelkreisen

und der Schar der Parallelkreise, konform auf zwei Parallelkreisen

4.3.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Paral-
lelkreisen
4.3.3 Normale flachentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf zwei Parallelkreisen
4.4 Schiefachsige Zylinderabbildungen, dquidistant auf dem Grundkreis
4.4.1 Schiefachsige Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Grundkreis
und der Schar der Hauptkreise, konform auf dem Grundkreis

4.4.2 Transversale Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Grundkreis
(Hauptmeridian) und der Schar der Hauptkreise, konform auf dem
Grundkreis

4.4.3 Schiefachsige konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem
Grundkreis

4.4.4 Transversale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem
Grundkreis (Hauptmeridian)

4.4.5 Schiefachsige flachentreue Zylinderabbildung, dquidistant und kon-
form auf dem Grundkreis
4.4.6 Transversale flachentreue Zylinderabbildung, dquidistant und kon-
form auf dem Grundkreis
4.5 Schiefachsige Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Hauptkreisen
4.5.1 Schiefachsige Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Hauptkrei-
sen und der Schar der Hauptkreise, konform auf zwei Hauptkreisen

4.5.2 Schiefachsige konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei
Hauptkreisen
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4.5.3 Schiefachsige flachentreue Zylinderabbildung, dquidistant und kon-
form auf zwei Hauptkreisen

4.6 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafle fiir fla-
chentreue Pseudozylinderabbildungen der Kugel (unechte Zylinderabbil-
dungen)

4.7 Spezielle flachentreue Pseudozylinderabbildungen der Kugel (unechte Zy-
linderabbildungen)

4.7.1 Pseudozylinderabbildung vom Typ sinusoidal, dquidistant auf der
Schar der Parallelkreise
4.7.2 Pseudozylinderabbildung vom Typ elliptisch
4.7.3 Pseudozylinderabbildung vom Typ parabolisch
4.7 4 Pseudozylinderabbildung vom Typ geradlinig (rectilinear)
4.7.5 Mischformen
4.8 Optimale Zylinderabbildungen der Kugel am Beispiel einer Abbildung
vom Typ dquidistant auf zwei Parallelkreisen

4.8.1 Winkeltreue Abbildung 4.3.2
4.8.2 Flachentreue Abbildung 4.3.3
4.8.3 Abstandstreue Abbildung 4.3.1

4.9 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafle fiir Zylinderab-
bildungen vom Typ dquidistant auf dem Aquator, im Falle des Rotationsel-
lipsoides

4.10 Spezielle Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides, dquidistant auf

dem Aquator

4.10.1 Normale Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise, konform auf dem Aquator

4.10.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor

4.10.3 Normale flachentreue Zylinderabbildung, d4quidistant und konform
auf dem Aquator

4.11 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafe fiir Zylinderab-
bildungen vom Typ dquidistant auf dem Aquator, im Falle einer Drehfldche

4.12 Spezielle Zylinderabbildungen einer Drehfliche, dquidistant auf dem
Aquator

4.12.1 Normale Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise

4.12.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor

4.12.3 Normale flaichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf dem Aquator
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4.1 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsma-
e fiir Zylinderabbildungen vom Typ dquidistant auf dem
Aquator, im Falle der Kugel

Karte ®: sphérische Koordinaten

X cos A cos @ U A
X=0'(U): | Y | =R| sinAcos® |, =
7 sin ® \% d
Metriktensor
ax! —sinAcos® —cosAsin®
K =R| cosAcos® —sinAsin®
0 cos @
Gt — oXToX' [ cos?® 0
KL= QUK out — 0 1

Karte (: cartesische Koordinaten

x=¢ '(u): [x]

)
Metriktensor
a 7
== G
ouk
Gkl = O

Abbildungsgleichungen

Die Forderung, daf$ die Bildkoordinate y nur von ® abhidngen soll, die Bild-
koordinate = nur von A, wobei der Aquator iquidistant abzubilden ist, fithrt auf
den Ansatz

r=RA, y=f(P)

oder
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Abbildung 4-1

Bild des Meridians
y

(D)

X

Bild des Aquators
Deformationstensor
oz oz
oz’ oA 99 [ R 0 1
UK | 5y oy | |0 f(P)
oA 0D
— ouk ol _5 ouk ol B our ouk
KL= Ia0K gut — MUK gut — gUK auk
R? 0
CKL =
0 f(®)
Hauptstreckungen
1 . .
Ay = /e11 /Gy = p— Streckung. in Richtung des
Parallelkreises ® =const.
Ay = /o /Gay = (@) Streckung in Richtung des
R

Meridians A =const.

Parametrisierung des Drehzylinders

3
: i
X = rcosue; + rsinues + veg = E xe;
i=1

(u,v) Flachenparameter

116



4.2 Spezielle Zylinderabbildungen der Kugel, dquidistant auf
dem Aquator

4.2.1 Normale Zylinderabbildung, dzquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise, konform auf dem Aquator

Forderung der Aquidistanz auf der Schar der Parallelkreise:

AN =1= f'(?)/R=1=df = RdA® =

f(®) = R® + const.
Forderung fiir ® =0: y(0) =0 = const. =0

T A
=R
Y d
1
AMN=———_ Ay=1
L™ cosd 2

Auf dem Aquqtor (® =0) gilt AyAy =1, d.h. wie frither folgt aus der Aquidi—
stanz auf dem Aquator die Konformitit auf dem Aquator.

4.2.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor, Mercator Abbildung

Forderung der Konformitat: A; = Ay =

= - d -
P qu) - f Rcosq)
dx T_ 7
/cosx n co (4 2)
Beweis:
sin(Z —2Z) cos(Z — %),
ncot(§ =)' = — a7 —0]
i 2 cos(§ — 3) sin(§ —3)
_sin(g g’ ref(Eog 1
= cos(z = 1) 2sin2(§ — 2 n sin(§ — ) ~ cosz
4o m @
Jor =) =R [ G = Rineot (G =)+ const
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Forderung fiir ® = 0: y(0) = 0 =>const.= 0

x A A
=R =R
y Incot(§ — %) Intan(3 + %)
1
A=Ay =
! cos

Auf dem Aquator (¢ = 0) gilt A; = A, = 1, d.h. Aquidistanz

4.2.3 Normale flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf dem Aquator

Forderung der Flaichentreue: AjAy =1 =

L f(e) _
MT =1= df—RCOS(I)d(I)

/ coszdr = sinzx

/df = f(®) = Rsin ® + const.

Forderung fiir & = 0: y(0) = 0 =const.= 0

x A
=R
Y sin ¢
A = ! Ay =cos P
LT s 2T
Nordpol y .
A Abbildung 4-2
Py _______ ____oP
| Rsin®
Pk I
‘ . > X
Aquator RA
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4.3 Spezielle Zylinderabbildung der Kugel, dquidistant auf
zwei Parallelkreisen

Forderung:

Zwei Parallelkreise mit den Breiten ®; und ®, = —®,, ® < [0, 7|, sollen dqui-
distant abgebildet werden.

Ansatz:
r=RAcos®y, y= f(D)
oder
B T RA cos &, U A
x=p (V)| | = -
Y f(®) 4 ¢

Der Ansatz x = RA cos ®; ist zu motivieren: Ein Parallelkreis mit der Breite
¢, hat einen Radius R cos ®;. Ein Bogenstiick eines solchen Parallelkreises hat
die Lange RA cos ®;, welche dquidistant abgebildet werden soll.

Nordpol Abbildung 4-3

A(IUatorbogeni RA

Metriktensor Kugel

GKL:R2[COS2(I) 0]

0 1

Metriktensor Ebene

1 0
gkl—dkl—[o 1]
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Deformationstensor

P g—j‘; g—é ] Rcos®;, 0
UK~ | o oy |
oo 0 fi@
_ouF ok [ R?cos? @, 0

Hauptstreckungen

cos ® . .
A =/c11 /G = = (I)l Streckung' in Richtung des

Parallelkreises & =const.
Ay = /2 /Gap = (@) Streckung in Richtung des
R

Meridians A =const.

4.3.1 Normale Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Parallelkreisen
und der Schar der Parallelkreise, konform auf zwei Parallelkreisen

Ableitung wie 4.2.1

x A cos P,
=R
Yy d
cos ®,
A= Ay =1
Y7 cosd T

4.3.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Paral-

lelkreisen
Ableitung wie 4.2.2
z A
= Rcos P,
Yy Incot(Z — 2)
Al — cos P, _cos Py
Y7 ocos®d T T cosd
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4.3.3 Normale flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf zwei Parallelkreisen

Ableitung wie 4.2.3
A cos P,
x
[ ] - sin ®
Y cos P,
cos ®, cos d
Al pu— y p—
cos d cos P,
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Abbildungen 4-4, 4-5: Mittabstandstreue Zylinderabbildung
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Abbildungen 4-6, 4-7: Winkeltreue Zylinderabbildung (Mercator)
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Abbildungen 4-8, 4-9: Flaichentreue Zylinderabbildung
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4.4 Schiefachsige Zylinderabbildungen, dquidistant auf dem
Grundkreis

Karte ®: sphérische Koordinaten

X* cos Acos B | U A
X=d'U):| Y* |=R| sinAcosB |, =
z* sin B \% B
Metriktensor )
B 0
Crr = R? [ cosO L
Karte ¢: cartesische Koordinaten
xr
X = '(u):
Yy
Metriktensor
gk = Ol
Abbildungsgleichungen
x=1x(A), y=y(B)
“der Grundkreis soll dquidistant abgebildet werden”
r=RA, y= f(B)
Deformationstensor
| R? 0
= m)
Hauptstreckungen
1 . .
A =/c11 /G = p—z Streckgng in Richtung des Par-
allelkreises B =const.
Ay = (/29 /Gae = R7Lf(B) Streckung in Richtung des

Hauptkreises A =const.

Spezialisierung auf die transversale Lage

Zusammenhang Metaldnge A, Metabreite B und Lange A, Breite ® fiir trans-
versale Lagen, abgeleitet aus Grundformeln der sphédrischen Trigonometrie
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Nordpol

Abbildung 4-10

rechtwinklig-sphérisches Dreieck

1.sin B = sin(Ag — A) sin(§ — @)
=

sin B = —sin(A — Ag)cos® | : B(A, ®; Ay)

2. cos(Ag — A) = cos(A — Ag) = cot(5 — @) tan(3 — A)
e
tan @
A= ——r—— | :
tan cos(A — Ay) A(A, D5 Ap)

3. cos(5 — @) = cos(5 — A)cos B

—
sin® =sin Acos B | : ®(A, B) inverse Transformation
4.
sin B sin B
sin(A —Ay) = — = —
( o) cos ¢ V1 —sin? Acos? B
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4.4.1 Schiefachsige Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Grundkreis
und der Schar der Hauptkreise, konform auf dem Grundkreis

— cos P tan P+sin Do cos(A—Agp)
x A arccot 0 (A= /\0(; 2 —Q
=R =R
Yy B arcsin [sin ®( sin ® + cos ®( cos P cos(A — Ay)]
1 1

A =

cosB  cos (arcsin [sin @ sin ® + cos P( cos P cos(A — Ay)])
A2 == 1

4.4.2 Transversale Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Grundkreis
(Hauptmeridian) und der Schar der Hauptkreise, konform auf dem
Grundkreis

Ap=270° + A%, Dy =0, Qp = 90° + Q°

x A arctan Cost(a;\“_q’Ao) —Qe
=R =R
[ Yy B arcsin [— cos @ sin(A — A%)]
N 1
"7 cos B cos (arcsin [— cos @ sin(A — A°)])
Ay =1

4.4.3 Schiefachsige konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Grund-
kreis

x A A
- R - R
Yy Incot(F — &) Intan(Z + 2)
[ A A
=R _ =R
| iln B artanh (sin B)
i — cos P tan P+sin Pg cos(A—Agp)
arccot £ (A= /\0(; ©— Q)
=R
| artanh [sin @ sin @ + cos ®g cos P cos(A — Ag)]
1 1

A=Ay = -
! 7 cosB  cos (arcsin [sin @ sin ® + cos Pg cos D cos(A — Ag)])
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4.4.4 Transversale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Grund-
kreis (Hauptmeridian)

Kugel: ]. H. Lambert (1772)
Rotationsellipsoid: C.F. Gauf3 (1822)

Ag=270° + A%, dy =0, Qp = 90° + Q°

x A A
=R =R
y | Incot(§ — ) Intan(§ + )
- A A
| Llp LB artanh (sin B)
arctan Cost(?\n_q;\o) -
=R
| artanh[— cos @ sin(A — A%)]
A1 - A2 - 1 1

cosB  cos (arcsin [— cos @ sin(A — AY)))

Rotationsellipsoid: Universal Transversal Mercatorprojektion (UTM): zwischen 80°
sudl. und nordl. Breite, [ = 60 Meridianstreifen von
360°/1 = 6° Lange, Militdrkarten USA, NATO;
1951 durch die Internationale Association fiir Geodisie
(IAG) fiir Landesvermesssungen empfohlen.

Parallelkreise sind die Koordinatenlinien B =const.
Hauptkreise sind die Koordinatenlinien A =const.

Konventionell wird die y-Koordinate positiv nach Osten gezédhlt (“Rechtswert”);
die z-Koordinate ist identisch (“Hochwert”).

Hochwert: z. = = (nordlich) Rechtswert: y. = —y (0stlich)
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Skizze zur transversalen Lage

Westlicher
Hauptpunkt

Greenwich-Meridian

Ostlicher ™«
Hauptpunkt . transversale

Zylinderachse
Abbildung 4-11

4.4.5 Schiefachsige flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und kon-
form auf dem Grundkreis

T A arccot — cos $g tan P+sin Pg cos(A—Agp)
=R

sin(A—Ao) B QO
R

Yy sin B sin @ sin ® + cos ®( cos  cos(A — Ag)

4.4.6 Transversale flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und kon-
form auf dem Grundkreis

tan & o
arctan g " xoy — {2
=R

—cos @ sin(A — A?)
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4.5 Schiefachsige Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Haupt-
kreisen

Abbildungsgleichungen

[ T ] RAcos B,
y f(B)
Hauptstreckungen
_cos By 1,
A= cos B’ As = Rf (B)

4.5.1 Schiefachsige Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Hauptkrei-
sen und der Schar der Hauptkreise, konform auf zwei Hauptkreisen

Ableitung wie 4.2.1

.

[ Acos By
=R

B

— cos $g tan P+sin Pg cos(A—Ag) ) 0 ) 1
20

(arccot Sin(A—ho)

=R ~(cos (arcsin [sin ®¢ sin 1 + cos Pg cos P; cos(Aq — AO)]))

arcsin [sin @ sin ® + cos ®( cos ¢ cos(A — Ay)]

4.5.2 Schiefachsige konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf zwei Haupt-
kreisen

Ableitung wie 4.2.2

.

= Rcos B;

A
Incot(3 — &)

= Rcos (arcsin [sin ®g sin @y + cos Py cos Py cos(A; — AO)])

arccot = cos ®p tan P+sin Pg cos(A—Ag) QO

sin(A—Ao)

artanh [sin @ sin ® + cos @ cos ¢ cos(A — Ay)]
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4.5.3 Schiefachsige flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und kon-
form auf zwei Hauptkreisen

Ableitung wie 4.2.3
[ Acos By
T
=R sin B
4 cos By

— cos ®g tan ®+sin @g cos(A—Ag) 0 ) 7
L0

(arccot Sin(A—Ro)

_ R| rcos (arcsin[sin g sin @, + cos Py cos Py cos(A; — AO)])

sin ®g sin P+cos Pg cos P cos(A—Agp)

cos (arcsin[sin D sin 1 +4cos Pg cos 1 cos(A1—Ag)]

Spezialisierung auf transversale Lage offenkundig !
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Verzerrungswerte zylindrischer Abbildungen

Abbildung

normale Zyl.abb.
dquidy_ﬁstant auf

dem Aquator und

der Schar

der Parallelkreise

normale Zyl.abb.
flachentreu
aquidistant und
konform auf
dem Aquator

normale Zyl.abb.
aquidistant auf
2 Parallel—
kreisen und

der Schar der

Parallelkreise
d, = +45
Dy = —,

normale Zyl.abb.
kon form
aquidistant auf
dem Aquator

+P°

0
30
60
90

0
30
60
90

15
30
45
60
75
90

30
60
90

Ay

Ay

—_ = =

co o+
Ut 0
S

N T G VT VR TGS

ArAy

1,000
1,155
2,000

— = = =
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mazimale
Winkelverzerrung

- Aj—As
2arcsin ATAL

0°0’
8°14’
38°57
180°0/

0°0’
16°26’
73°44’
180°0/

19°45’
17°48
11°36’
0°0’
19°45’
55°18'
180°0/

0°
0°
0°
0°

quadratische
Plattkarte
4.2.1

Lambertabb.
4.2.3

rechteckige
Plattkarte
4.3.1

Mercatorproj.
4.2.2



4.6 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsma-
e fiir flichentreue Pseudozylinderabbildungen der Ku-
gel (unechte Zylinderabbildungen)

Als echte Kartenentwiirfe werden solche Abbildungen einer Fldche in die Ebe-
ne bezeichnet, bei denen die Bilder der Lingenkreise Geraden und die Bilder der
Breitenkreise Kreise oder Geraden sind. Anderenfalls sprechen wir von unechten
oder Pseudoabbildungen, hier von unechten oder Pseudozylinderabbildungen. Es
dominieren die flichentreuen Abbildungen.

Angenommen, der unechte Kartenentwurf sei flichentreu; die Bilder des Aqua-
tors & = 0 und des Mittelmeridians A = 0 seien geradlinig und mdgen senk-
recht aufeinander stehen. Die Parallelkreisbilder seien dquidistant oder nicht
und sie mogen als Parallelstrecken zum Aquatorbild erscheinen. Der Entwurf sei
symmetrisch zum Mittelmeridian.

Abbildungsgleichungen

Ansatz:

z = x(A, ®) = RA cos Pg(P)

y =y(®) = Rf(®)
Im Falle ¢g(®) = 1 sind die Bilder der Parallelkreise dquidistant.

Deformationstensor
O 9z Oz . cos®g —AsinPg + Acos Py’
UK | oy oy |
oA 0o 0 f
o ox' Ox'
KL= UK aU™
N Ox ., dy 2 2 2% 9
Cll_(@A) +(8A) = R?cos” g
_Ordx Oy oy . /
€1z = oy o + NI Rcos @g(—RA sin ®g + RA cos Pg')
ox @

(—RAsin ®g + RA cos Pg')? + R [

Co2 = (8—<I>)2 + <8<I>)2
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cos? ®g? — A sin @ cos Pg? + A cos? Dgg’

CKL = R2
A?sin® ®g? + f2 + A% cos? dg'2—

—A . (b (b 2 2 /
sin @ cos ®g° + A cos® Pgg —2A?sin ® cos Pgg’

Metriktensor Urbild

GKL:R2[COS2(I) 0]

0 1

Hauptstreckungen

cos® ®(g* — A%) —A sin ® cos ®g? + A cos® dgg’

CKL—A%GKL = R2

222 L 2 A2 e B2
— A sin @ cos Pg? + A cos? Dgg’ A”sin® g™+ f * + A% cos” &g

—2A?sin @ cos Pgg’ — A%

charakteristische Gleichung

cos? @((92 — AZ)(A%sin? ®g? + f? + A% cos® Pg'? — 2A%sin ® cos Pgg’ — A%))
—(—=Asin ® cos g + A cos® Pgg')? = 0

V cos?® # 0

—

biquadratische Gleichung

AL — A2Z(A2%sin? g% + f2 + g2 + A% cos® Dg'2 — 2A%sin @ cos Dgg’) + ¢>f2 =0

A% = 1(A?sin? @g® + 2+ g%+ A% cos® Dg'? — 2A?sin @ cos Dgg')

+1/2(A2sin® Bg? + f2 + g2 + A2 cos? Bg'? — 202 sin ® cos Bgg')2 — > f? = a+ b

(A%)lza—l—b, (A%)gza—b

(Asha = £/(A3)1 = £Va+b
(As)sa = £/ (A%) = +Va—b
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Forderung der Flachentreue:

(45)a(Ashs = VaFBa=b =1
1

—
—

1 / i

Z(AZ sin? ®g® + 2+ g* + A% cos® @g 2 — 2A%sin ® cos Pgg’)?

1 / ! /
—Z(A2 sin? ®g® + f 2+ ¢g* + A% cos® Pg 2 — 2A% sin ® cos Pgg’)? + g*f % =

| f=g"=|g=F"

Allgemeine Struktur der Abbildungsgleichungen

v = (A, @) = RA cos Dy = RQA%M
y=y(®) = Rf(®)
Hauptstreckungen
A2gin? ® , 1 "2 "
Aé—A%(S;ig 2 72 cos2<I>jJi,4 sin@cosq)]{,g)le =0

AL —AZ(f) A2 sin? @ f 24 f O+ 24 A% cos? Df 24+2A%sin P cos D' f)+1 =0

1 / ! / "
(A?sin? @ f 24+ fO4 f2 4+ A2cos? df 2 +2A%sin @ cos D f'f")

A% =
S 2f’4

1 / I / 1"
j:\/4f,8(Azsin2(I>f2—l—f6+f2+A2(:os2<I>f 2 4+ 2A%sin® cos @ f f)? — 1

Beispiel: f/(®) =

1
A2:12+Azsin2<1> 4/ (4 +4A2sin* @ + Atsin® @ — 4)
52 4

1
A2:12+A2sin2<b +1/=(4+ A2sin® P)A2sin® P
) 4
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1 1
A% = 5(2 + A%sin® @) £ §A sin ®y/4 + A2sin? @
V2 5 . —
(Ag)12 = :|:7 2+ A?sin” @ + Asin ®y/4 + A2sin” ¢
2
(Ag)sa = ig\/2 + A2sin® ® — Asin /4 + A2sin? @

Speziallfall: & =0:(Ag)12 = (Ag)s4 = %1
Konformitat !

4.7 Spezielle flichentreue Pseudozylinderabbildungen der Ku-
gel (unechte Zylinderabbildungen)

4.71 Pseudozylinderabbildung vom Typ sinusoidal, dquidistant auf der
Schar der Parallelkreise

Abbildungsgleichungen

Ansatz: = RAcos®
y = Rf(®) Bilder der Parallelkreise dquidistant

d.h. g(®)

=loder f'(?) =1=
=0wegen f(0) =0

1
G
f(®) = &+ const.

Abbildungsgleichungen

T RA cos®
Y R®
Struktur der Koordinatenlinien
(1) @z%: x:RAcos%
(ii) % = cos & = ¢ = arccos % y = Rarccos %

Die Struktur der Koordinatenlinien ist sinusoidal.
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J. Cossin (1570), N. Sanson (1650), J. Flamsteed (1646-1719)

Inverse Abbildungsgleichungen

gegeben: (z,y); gesucht: (A, @)

Héaufig wird der Koordinatenursprung auf die wéahlbare Lange A, gelegt; in
diesem Fall lauten die Koordinatengleichungen = = R(A — Ay) cos @, y = RO,
d.h., daf$ jetzt der Mittelmeridian bei A\ liegt !

4.7.2 Pseudozylinderabbildung vom Typ elliptisch

Vorgegeben sei die Struktur der Koordinatenlinien im Bild und zwar hier von
Typ elliptisch, d.h.

-1 -1t/2 /2

Abbildung 4-12

allg. Ellipsengleichung
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(i) Die Halbachse b ist konstant, wahrend a(A) als Halbachse
von der Lange A abhingt. Die Halbachse b wird wie folgt festgelegt:

Die Halbkugel —7/2 < A < +7/2 wird auf einen zur
Halbkugelflache flachengleichen Kreis abgebildet !

Halbkugelflache Kreisflache

21 R? wr? = wb?

(ii) Ansatz: x = a(A)cost, y = bsint = Ry/2sint
t =1t(P)

t bezeichnet den Ellipsenparameter. Offensichtlich erfiillt der Ansatz die El-
lipsengleichung. Der Ansatz fiir die Halbachse a(A) = 2T\/iRA wird durch die
dquidistante Abbildung auf dem Aquator, hier t = 0, begriindet, insbesondere

a(3) =b=Rv2!

O
8;1{5 vl=x, 2’ =y, U =N, U=
Ou' Ox Def tionst r
CKL = ——— = eformationstenso
KL= QUK U™
Gkr Metriktensor Urbild Kugel
CKI — A%G KL allgemeine Eigenwertaufgabe
cxr — ANiGkr| =0 charakteristische Gleichung
hier vom biquadratischen Typ
At =c+d
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(As)12(Ag)34 = Vet+dve—d=+VcE—d?>=1

Postulat der Flachentreue !

Ergebnis:

4 dt 9
cosd = :I:;% cos”t

Trennung der Variablen

nur positives Vorzeichen

4
cos Ddd = +— cos? tdt
T

> t 4
/ cos ®'dPd’ = / ~cos’ t'dt =
0 0o

msin® = 2t + sin 2¢

Dies ist eine transzendente Gleichung fiir ¢(®), ® vorgegeben. Sie ist eine
spezielle Kepler-Gleichung, benutzt nach J. Kepler, siehe Vorlesung Satelliten-
geodaisie.

Losungen der speziellen Kepler-Gleichung

e t

0 0

10 0,137.24
20 0,275.48
30 0,415.85
40 0,559.74
50 0,709.10
60 0,866.98
70 1,039.00
80 1,238.77
90 T
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Abbildungsgleichungen

T = %RAcost

y = R\2sint

2t +sin 2t = wsin ®

Unter der Breite & = 40°44’ verlduft der Parallelkreis, auf dem die Abbildung
dquidistant und konform ist.

Deformationstensor

oz _ %Rcost 9z — —27\/§]%[\sintj—§>

oA > 0P

Oy _ Oy _ dt
ax =0, 52 —R\/ﬁcostd(b
dt __ mcos®

d® ~ 4cos?t

Crpg =220z 4 Oy Oy _ — 5 R?Asint cost-%

Cor = (2202 + (92)2 = B R2A?sin® ()2 4 2RR? cos? ¢( L )?2

e = S R?cos’ t

c1o = — 5 R*Asint cost 752

= —%R2A tant cos ®

_ 8 2 A2 2 cos? & 2 w2 cos? &
Cor = S R?A? sin? ey T 2R cos? Y

:Rcos @(AZtan t-'- )

2cos?t
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Hauptstreckungen

8 cos?t — A% cos? @ —2Atant cos @

w2

CKI — A%GKL = R2

—2Atant cos @ co”D (A2 tan®t + =) — A2

2cos?t
— biquadratische charakteristische Gleichung
lcxr — ARGk =0,
welche am besten numerisch gelst wird !

4.7.3 Pseudozylinderabbildung vom Typ parabolisch

Vorgegeben sei die Struktur der Koordinatenlinien im Bild und zwar hier
vom Typ parabolisch, d.h.

y
Leitlinie A

der Parabel /

O F
P
2

[Nlig=]

Abbildung 4-13

allg. Parabelgleichung

y? = 2px Parabelachse in der x-Achse; der Scheitel der
Parabel liegt auf der z-Achse

“Die Parabel ist die Menge aller Punkte, die von einem festen Punkt (Brenn-
punkt) und einer festen Geraden (Leitlinie) gleichen Abstand haben.”

Abbildungsgleichungen

T = \/ERA(QCOS% -1)

y = V3mRsin %
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4.7.4 Pseudozylinderabbildung vom Typ geradlinig (rectilinear)

Vorgegeben sei die Struktur der Koordinatenlinien im Bild und zwar hier
vom Typ geradlinig (rectilinear), d.h.

Abbildung 4-14

Koordinatenlinie

b

allg. Geradengleichung

Yy=mx+n

Abbildungsgleichungen

2RN m————
= (UQ—WR(Q— \/4 —3sin | ¢ |))sz nd
Y= 3 9

Struktur der Koordinatenlinien
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Abbildung 4-15: Pseudozylinderabbildungvom Typ sinusoidal (J. Cossin, N.

Sanson, J. Fla

steed)
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Abbildung 4-16: Pseudozylirll\gl[eli?bbilcflesmg vom Typ elliptisch (C.B.

oliwel
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Abbildung 4.17: Pseudozylinderabbildung vom Typ parabolisch (J.E.E.
Craster)
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Abbildung 4.18: Pseudozylinderabbildung vom Typ geradlinig (rectilinear,
Eckert II)
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4.7.5 Mischformen

Als ein Beispiel fiir Mischformen von flachentreuen Zylinderabbildungen be-
trachten wir die Lambert flichentreue Zylinderabbildung und die Sanson-Flamsteed
flichentreue Pseudozylinderabbildung und sinusoidalen Typ:

1. Variante:

gewichtetes Mittel der Gleichung der Parallelen:

Ansatz: y(®) = R(asin® + ®)/(a + 5)

) )
Lambert Sanson-Flamsteed
Acos®
2(A, @) = 22 y(@) = Rf(®)
4o
dy  R(acos® + )
dd a+p

Abbildungsgleichungen

_ R(a+B)Acos®
[L’(A, (I)) T acos®+3

R(asin ®+5P
y(®) = ( a+6+ﬁ )

a=p=1: P.Foucaut (1862)

2. Variante:
gewichtetes Mittel der Gleichung der Langenkreise (Meridiane):

Ansatz: (A, ®) = RA(a+ Bcos®)/(a + ()

T 7
Lambert Sanson-Flamsteed
A cos @
2(A,@) = RPES2 (@) = Rf(®)
4o
dy  R’Acos® R0 Qo+ 5)
d®  z(A,®) " a+Bcosd
® cos @’
®) = / o C8Y
y(®) = Rla+ ) [ a0 2
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z.Ba=p=1 =

Abbildungsgleichungen

xr = %A(l + cos ®) = z(A, D)

y = 2R(® — tan %) = y(P)

Nell-Hammer-Abbildung (1890/1900)

4.8 Optimale Zylinderabbildungen der Kugel am Beispiel ei-
ner Abbildung vom Typ dquidistant auf zwei Parallel-
kreisen

In den Anwendungen eignen sich Abbildungsgebiete ausgehend vom Aqua-

tor und hin zu Breiten von ® = £85°. Der Flicheninhalt der Kugelzone zwischen
Aquator und dem Breitenkreis ® ist

S =2mrsin®, dS = 27 cos Pdd

(z. B. J. Dreszer: Mathematik Handbuch, H. Deutsch Verlag, Ziirich 1975, Sei-
te 56)

Airyscher Verzerrungsindikator

A= (=17 + (8~ 1)?)

Verzerrungsenergie

_l 2 _i o 2 _ 2
]A_S/SsAdS—QS/S((Al 12 4 (Ay — 1)2)dS

4.8.1 Winkeltreue Abbildung 4.3.2

T A cos ®,
=R
Y cos ®g Intan(§ + )
Hauptstreckungen A; = Ay = cos Py
P & L= cos ®
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Airyscher Verzerrungsindikator:

cos g

1
g2 = ( e 1)? = o~ (I)(cosz Py — 2 cos g cos ® + cos® D)
@/
= <I> CC(?; & (cos® Py — 2 cos Py cos &' + cos® ')
1 @ cos? @ @ @
_ 19’ —2/ 49’ cos ® /d(I)’ /
sin<I>(/o cos ¢’ 0 €08 @o + 0 COS(I))
1 ()
=3 (C082 0N lntan(% + 5) — 2P cos Py + sin (ID)
dd T & 1. 1+sin® 7
=Int — NVN="Iln———
/COS(I) ntan(y +5) = sy

/dcpzcb

/d@cos@ =sin®

Um die Konstante ®, so zu bestimmen, dafS /4 auf dem mit den Breitenkrei-
sen & = +85° begrenzten Abbildungsgebiet ein Minimum ergibt, setzen wir
dls/dPy =0 :—

—2sin &y cos @p Intan(Z + L) + 20 sin dy = 0
—
sin ®g # 0
- o
b —
s Intan(% + 2)
® = 85°: &y = £61,72°, /T4 = 0,5426
4.8.2 Flichentreue Abbildung 4.3.3
x A cos @
=R
y sin @/ cos
) o
Hauptstreckungen A = B0 py = 22

7 432
cos d cos g
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Airyscher Verzerrungsindikator:

1/ cos Py cos &
2 _ -1 2 -1 2
A 2((cos<1> )+(cos<1>0 )
B 1(0052 ®y — 2 cos Py cos P + cos? d N cos? @y — 2 cos P cos P + cosQ<I>)
n cos? @ cos? P
~ Lcos® @y — 2cos® Py cos P + 2 cos® Py cos® P — 2 cos Py cos® P + cos? P
2 cos? d cos? O
Iy = L CI)d(I)' L 1 2 cos® @ ®' + 2cos? ® 29
A_QSin(ID ; m(cos 0 — 2C€08° g cos D + 2 cos” Py cos
—2cos @ cos® P’ + cos? (ID’)
dd’ T P 1 1+sin®d 7
—ltan(t 4+ o) = s In o™
/COS(I)’ ntan(y + ) = s v
/dcb’:cb’
@’ in2®d @& 1
/COS2 (I)ld(I), — ? —+ SlIl4 = ? + §sin (I), CcOS (I), -
/COS ®'dP’ = sin @’
3 & ! 1 : / 2 5/
/cos o' dP :§SIH(I)(2+COS )
1 d
Ia = 14(P9) = QSin(ID(COS2 D lntan(% + 5) — 2P cos @

+25in® — Lo (® + 1sin20) + 1252 (2 4 cos? 0))

cos ®g 3 cos? O

dls
E—O:

—2sin &y cos D Intan(§ + %) + 2®sin @, |

in & 1 2 sin®
o 0(<I>+—Sin2<1>)+—sm —sin®(2+cos’®) =0 | =
2 3 cos? ®,,

cos? @

sin @y # 0 A cos® @ # 0 |
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. W) - - O 1
—3cos* @y In tan(%%—g)%—?@ cos® ®y—3 cos (I)O(§+Z sin 20)+(2+cos”> @) sin ® = 0

algebraische Gleichung vierten Grades fiir cos! &, = x:

t+ard +br+c=0

. d A 2 + sin 2P - 2 2
cost &y— s cos® O+ +sin 3+ cos Pp— + cos g sin® =0
Intan(§ + 3) 4Intan(f + 3) 3lntan(§ + )
® N 2 + sin 2 24 cos’d . &
= T T, & = c=— sin
Intan(s + %)’ Alntan(f + %)’ 3lntan(Z + 3)

P = 85°% &y = +49°,31 /T4 = 0, 5248

4.8.3 Abstandstreue Abbildung 4.3.1

dquidistant auf zwei Parallelkreisen +®, und der Schar der Hauptkreise (Me-
ridiane)

x A cos @
=R
Y d
Hauptstreckungen A; = — o Ay =1
p & YT s
Airyscher Verzerrungsindikator:
1, cos®
2 0 2
== —1
A 2( cos P )

1
Iy (Fallc) = 5],4 (Fall a)

® = 85°% &y = +61,72°, /T4 = 0,3837

Ergebnis:
Nach dem Kriterium von G.B. Airy sind die abstandstreuen Abbildungen die
besten, die flachentreuen Abbildungen sind besser als die winkeltreuen Ab-

bildungen.

Im Folgenden sind die vollstandigen Funktionen
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VIa(®0), /Lax(®o)

dargestellt: Nach dem Kriterium von Airy sind die abstandstreuen Zylinderab-
bildungen die besten. Die flaichentreuen Abbildungen sind bis zu einer Breite
von etwa ¢ = 56° besser als die winkeltreuen. Nach dem Kriterium von Airy-
Kavrajski sind die abstandstreuen Zylinderabbildungen ebenfalls am besten.
Allerdings sind die winkel- und flachentreuen Abbildungen gleich gut, aber
schlechter als die abstandstreuen.

GebietsmaR nach Airy
25 T T

150 i

‘llA

. Minimum bei 49.31°

Minimum bei 61.72°

i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
(DD

Gebietsmaf nach Airy-Kavrajski
2.2 T T T T

Literatur zum Thema “vorteilhafte Abbildungen in der Atlaskartographie”:

Airy G B (1861), Francula N (1971), Grafarend E W (1995), Grafarend E W and
Niermann A (1984), Grafarend E W and Syffus R (1998b), Hojovec V and Jokl
L (1981), Jordan W (1875), Jordan W (1896), Kaltsikis C (1980), Kavrajski V V
(1958)
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4.9 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsma-
e fiir Zylinderabbildungen vom Typ dquidistant auf dem
Aquator, im Falle des Rotationsellipsoides

Karte : ellipsoidische Koordinaten

X =o1U):
cos A cos
X
A
Y | = — sin A cos
7 V1 — E?sin” ®
(1 - E?)sin®

grofse Halbachse des Rotationsellipsoides A
kleine Halbachse des Rotationsellipsoides B

erste numerische Exzentrizitit F : \/ A222BQ = \/ 1-— f—;
ellipsoidische Lange A und Breite ®

U A arctan Y X !
1% P arctan — = (Z/VX?2 +Y?)
Metriktensor
0X Acos®
G = — = —sin AE AE
A A g ( Sin 1+ cos 2)
0X A(l — E?) ) . .
Go = 2% = — 1= 2 i SEE (COSASII] ®E; + sin A sin ®E, — cos (IDEg)
A? cos® @
G— G— p— p— =
< Gu|Gy >=Gpn =G 1_ F25in2d
A%(1 — E?)?

G’ G’ — = =
< GelGe >=Coo = G (1 — E2sin? ®)3

< Gp|Ggp >=0
A? cos? @ 0
aXI aXI 1—E2sin2<I>
GrL = s 7T =
oUE gUL . A2(1 — E?)?

(1 — E2sin® )3
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Karte (: cartesische Koordinaten

Metriktensor

ox’
ouk

= Ok

Il = Okl
Abbildungsgleichungen

Die Forderung, dass die Bildkoordinate y nur von der ellipsoidischen Breite
® abhéngen soll, die Bildkoordinate x nur von der Lange A, wobei der Aquator
dquidistant abzubilden ist, fiihrt auf den Ansatz

r=AN, y=f(P)

oder

Deformationstensor

our oul our oul oxt 0z'

KL= IMprR UL — MPUR gUE — UK OUL

cu = (557 + (507, =55 + (50)(5)

Coy = (3—;)2 +(5%)°

or or oy @_ ,
A% 0
CKL =
0 f®)
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Hauptstreckungen

V1 — E?2sin?®
A1 = \/011/G11 =

Streck in Richt des Paral-
p— reckung in Richtung des Para

lelkreises ® =const.

"(P ) ) ) )
Aoy = \/Coa/Gap = ﬁ(l—]@2 sin? @)/ SFreckurlg in Richtung des Meri-
dians A =const.

Struktur der Koordinatenlinien

i)z = AA Gerade durch den Ursprung fiir
A =const.

(i) y = f(P) Gerade durch den Ursprung fiir
® =const.

4.10 Spezielle Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides,
dquidistant auf dem Aquator

4.10.1 Normale Zylinderabbildung, iquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise, konform auf dem Aquator

Forderung der Aquidistanz auf der Schar der Parallelkreise:

/
Ap=1= A({ (_(IDEEQ)(l s’ )2 = 1 —
dd
= — E?
df = Al ) (1 — E2sin® ®)3/2
e dd’

o (1— E%sin® @’)3/2

A Abbildung 4-21
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do’
— E2sin? /)3/2
dianbogens vom Aquator zu einem Parallelkreis unter der Breite ® angibt,
soll nachfolgend in einen Standard eines elliptischen Integrals tiberfiihrt wer-
den. Dazu fiihren wir die reduzierte Breite ®* (konventionelle Bezeichnung /)
ein:

®
Das Integral / a A(1 — E?), welches die Lénge eines Meri-
0

tan &* = %tanq) =+1— FE?tan®

Ableitung: VX2 4+Y2=yX?2+Y*2 = Acosd*

Z* = Asin ¢*

Der Punkt P hat dieselbe Abzisse wie der Punkt P* auf der Hilfskugel von
Radius A.

X A cos A cos &*
Y | = | Asin A cos ®*
A B sin &*

In der Parameterdarstellung X (A, ®*) des Rotationsellipsoides folgt X (A, ®*),
Y (A, ®*) direkt aus der Identitdt A = A*, /X2 + Y2 = /X*2 + Y*2 = Acos O*.
Die Darstellung Z(®*) ergibt sich dann aus der Gleichung des Rotationsellip-
soides.

X2+v? 77
Eip={(XY,2): — T =1} CcR®
7% = (1— E?*) tan ® = & tan @
—
B =V1-F?

B
tan®* = V1 — E2tan ® = 1 tan® q.e.d.

@ dd’
f(CI)) = A(l - E2)/0 (1 _ E2 SiIl2 (I)/)g/z

E(z; E) = / V1 — E%sin® 2'dax’
0

elliptisches Integral zweiter Art (elliptic integral of the second kind)

®* )
= A/ \/1 — E2 cos? &' dP*
0

siehe: I. S. GRADSHTEYN and I. M. RYZHIK:
Table of integrals, series and products, Academic Press, New York
1980
Seite 905, Formel 8.111.3
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dd’
1 — E2sin® ¢/)3/2

f(®) = A(1 — E?) /<I> = A/qﬁ \/1 — E2 cos? @+ do*
o ( 0
=4 [7\1 - B2 sin avany
A

w/2 A
—A / 1— E2sin? AdA — A / 1 — E2sin? A/dA
0 0

= A{E(5; B) — E(A; B)}

f(®) = A{E(3; E) — E[5 — arctan (£ tan ®); E]}

Hauptstreckungen

V1— E?sin® @
A = sin Ay =1
cos ®

4.10.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor

Forderung der Konformitéit: Ay = Ay =

V1— E?sin®® (1 — E?sin?®)%?
— D) =
cos A(l — E?) /(@)

A(l — E?) 1
df = dd
f cos® 1— E2sin’®

e JP’ 1— E?
®) — A/
f(2) 0 cos® 1 — E2sin® @’

“isometrische Breite”

cos® 2

1 E FEcosd E cos @’ ))

[
f(CI)):A/O d@( (1+Esin<1>’+1—ESin<I)/

“Partialbruchzerlegung”
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T ¢ AE 1+ Esin®
®) = Alntan(> + —) — 22
(@) ntan(y + o) = -t

Abbildungsgleichungen

{ T ] AN
B —FE'sin m
v ]| Az + D))

N |

Hauptstreckungen

V1— E?sin® @

A=2 = cos ®

4.10.3 Normale flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf dem Aquator

Forderung der Flachentreue: A 1Ay = 1 =

V1— E2sin” ®  f'(®)

1— E*sin® 9)? =1 =
cos A(l—Ez)( sin” @)

P
— A(1 — E? cos ®
df = Al )(1 — E2sin? <I>)2d
@ cos ¢’
D) = A(l — B2 / 4’
/(@) ( ) 0 (1 — E?sin? /)2

A1—F?*)  _ 1+ Esin® 2Esin @

D) = |
f(2) 2 T Eame "1 e’ d
Beweis:

/Z cosx'd / d(Esinz’) /E sinz

0 (1—E2smx T E (1 — EZsin®2/)? T E 1—

1 1 A N B N C . D
(1—-92)?2 (Q+y21l-y? (Q-y? 1-y ([(A+y? 1+y

Al+y)P?+Bl+y)P’l—-y+CAl—-y)P’+D1 -y ’(1+y) =1=
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AQ4+2y+ ) +Bl+y—v* =)+ C1 -2y + 1)+ D1 —y —y* +4°) =1
i)y* :=B+D=0 ]

(i)y? tA—B+C—-D=0

(ii)y :2A+B—-2C—-D=0

(iv)l :A+B+C+D=1
—(ii)+ (iv) 2(B+D)=1

Q) “B+D=0
B=D=1; (ii): A+C=3 ]
:>A:C:Z
(i) 2A—C)=0

Fortsetzung Integral:
1

1 /Esinw dy B 1 /Esinw 1 n 1 n 1 n J
E Jo (1—y2)2  4E Jo (1—-y)? (A+y? 1-y 1+yy

Standardintegrale

1
/ d = —Inlazx + b
ar+b a

/ der 1 / dz 1
(z+1)2 24+1°J (—2+1)2 —z+1
Fortsetzung Integral:

Feine 1 1+ Esinx 2Esinx

1 1+y 1 1
|
) EPG T ey T 1 Brens

)+

| — e.d.
EMGT) T, T, | ae

0

Abbildungsgleichungen

AA

X
[ ] A1 —E?) 1+ Esn® 2E sin ®

1
Y 2 M rane T T B end)

Hauptstreckungen

V1 — E?2sin?® A cos ®

A — _
! cos P V1 — E2sin? @
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411 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungs-
mafe fiir Zylinderabbildungen vom Typ dquidistant auf
dem Aquator, im Falle einer Drehfliche

Karte
X=0¢"1U):
X F(®)cosA
Y | =| F(®)sinA
Z G(®)
z.B. Rotationsellipsoid:
F(®) = Acos®
V1 — E?sin® ®
A(l — E?*)sin®
G(@) = ( ) sin
1 — E2sin® @

U=A =arctanY X!

V =& nicht allgemein darstellbar

Metriktensor
0X :
Gy = A= —F(®)sin AE; + F(®) cos AE,
oX :
G = 5% = F'(®) cos AE; + F'(®) sin AE; + G'(DP)E;

< GA|GA >= FZ((I)) = GH((I))
< Gq>|Gq> >= F/z(q)) + G/z(q)) = GQQ(CI))

< G)|Gy >=—FF'sinAcos A+ FF'sin AcosA =0

G — oXT ox' [ F*(®) 0
KL= QUK oUL — | 0 F?(®)+G?(d)
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Karte (: cartesische Koordinaten

Metriktensor

ox'
- . — 52 y - 6
D0k k> Gkl ki

Abbildungsgleichungen

Die Forderung, daf8 die Bildkoordinaten y nur von der Breite der Drehflache
® abhidngen soll, die Bildkoordinate = nur von der Lange A, wobei der Aquator
dquidistant abzubilden ist, fithrt auf den Ansatz

oder
1 7 F(0)A
oo 5] 8
x =" o f(U) ly] F(®)
Deformationstensor
ouF ol ouF ol oxt Ox

KL= 9MHTR U — MPUR UL — DUK UL

oz \’ dy 2 9
= (5x) + (3%) -0
_O0rx0r Oy oy
“2= 5700 T oNoD

2 2
Coo = <§—;> + (%) = f?(®)

CKL::[FXO)EWQ@>]
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Hauptstreckungen

_ Ao FO)
A = 011/G11 = @

Streckung in Richtung des Parallelkreises ® = const.

T (?)
022/G22 = \/F’2

)+ G2()

Struktur der Koordinatenlinien:

i z=F(0)A
Gerade durch den Ursprung fiir A = const.

(i) @ = f(®)
Gerade durch den Ursprung fiir & = const.

4.12 Spezielle Zylinderabbildungen einer Drehfliche, dqui-
distant auf dem Aquator

4.12.1 Normale Zylinderabbildung, iquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise

Forderung der Aquidistanz auf der Schar der Parallelkreise:

f'(®)
VE2(®) + G7()

A2:1:> =1=

df \/ F/2 G/Z( ) dd

/\/F’2 + G"?(®)dd’ + const.

f(0) =0=> const. =0
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4.12.2 Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor

Forderung der Konformitat:

@ (! G2(P!
F(®) = O/ F(O)\/ ( F)(;) @) 1o

Abbildungsgleichungen

A
T
l v ] - f VER(@) + GP(®)
/ F(9)
Hauptstreckungen
_ A FO)
M= = )
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4.12.3 Normale flichentreue Zylinderabbildung, dquidistant und konform
auf dem Aquator

Forderung der Flachentreue:

= F) _

F(@) = — [ F@) R+ GR@)de

F(0)A

F(D)\/F2(2') + G2(2)dd’

—
< r
[
|
‘H
O\e

Hauptstreckungen
_ F)
b F)
_F@) _ 1
Ae = FO) A
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Beispiel:

Torus S} x Sk “Produktmannigfaltigkeit”, A > B,0 < U < 27,0 <V <27

X = 3(U):
X [ (A+ BcosV)cosU
Y | =| (A+ BcosV)sinU
A BsinV
[ (A+ Bcos®)cos A
= | (A+ Bcos®)sin A
Bsin ®

Der Torus ist eine Flache, die durch die Rotation eines Kreises vom Radius B um
eine Gerade entsteht, welche zur Kreisebene gehort und im Abstand A > B
vom Mittelpunkt des Kreises verlauft.

F(®)=A+ Bcos®

G(P) = Bsin®

U=A=arctanY X!

V =® =arctan Z
- VXZT+YZ-A
Metriktensor
0X .
Gy = = —(A+ Bcos®)sin AE; + (A + Bcos @) cos AE,
0X . . .
Gy = 50 - —Bsin ® cos AE; — Bsin ®sin AE; + B cos PE;

F'(®) =—Bsin®

G'(®) = Bcos ®
< Gp|Gp >=F?(®) = A2 + 2ABcos ® + B%cos®* ® = G11(P)
< Gg|Gg >= F?(®) + G*(P) = B> = G(P)

< GA|Gq> >=1

163



Gt (A+ Bcos®)? 0
KE= 0 B?

Abbildungsgleichungen

Als ,,Aquator’ * definieren wir die Koordinatenlinie ® = 0 in der XY -Ebene,
d.h. hier

X (A+ B)cos A
Y =| (A+ B)sinA
Z | o 0

(X2 + V)], = (A+ B)?

J(X24+Y2)|,  =A+B

F0)=A+B

Damit lauten die Abbildungsgleichungen allgemein

x=(A+B)A, y= f(P)

oder

x— ¢l f(U) [ﬂ =[<"‘f+<f>”1

Wir merken an, dafs wir als ,,Aquator’ “auch die Koordinatenlinie & = 7 hitten
einfiihren kénnen, woraus F(r) = A — B gefolgt ware.

Schnitt durch einen Torus

Z
A Zylindermantel

@ ﬁ\_\
U X-Y-Ebene
\ 7L A—> ;

—— A+B——P>

Abbildung 4-22
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Deformationstensor

R B )

[ (A+B)? 0 ]
0 f2(@)

Hauptstreckungen

FO)  A+B
F(®) A+ Bcos®d

o ﬂ@ @)

\/ F/2 + G/2 ) B

Ay =

zu 4.12.1:Normale Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aquator und der
Schar der Parallelkreise

[
:/Bd@’:Bcb

Abbildungsgleichungen

AR

zu 4.12.2:Normale konforme Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aquator

B ,
f(®) = A+B/z:§a£ﬁ®

@/
=(4+B) /AB L+ cos @’
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torus, -i m (et. umstritten) 1.(vkl.,nkl.) a)
Waulst, zusammengedrehter Strick; b) f -i
et iubae wuchtige Darstellung. 2. a) Schlei-
te am Kranz; b) Muskel [lacertorum tori, ath-
letarum, comantes tori mahniger Hals des
Lowen]; bsd. Wamme des Stieres; ¢) (dcht.,
nkl) Boschung [riparum tori]. 3 . (dcht., nkl)
a) Polster, gepolstertes Lager [_ lecto imposi-
tus]; b) Sofa, Bett [torum sternere, in toro cu-
bare]; c¢) Ehebett [genialis]; consors od. socia
tori Ehefrau; meton. Ehe, Liebe, Liebschaft
[sacra tori Hochzeitsfest]; d) Totenbett, Bah-
re [toros exstruere].

du 9 tan E\/ a? — b?
/ = arc tan—2 Va? > b?
a-+bcosx a? — b? a+b
@/
9 tanE\/A?—B2 (I)
f(®)=(A+ B)Bﬂarc tan 155 ’0 =

(I), /A2 2

f(®) = ﬁam tan A1+ B
Abbildungsgleichungen

(A+ B)A

x
_ o
[@/] 2B(A+ B) VA? = B?tan o

arc tan

VE-_B? A+ B
Hauptstreckungen
A1=A2=F(O> A+ B

F(®) " A+ Bcos®

zu 4.12.3:Normale fliachentreue Zylinderabbildung, dquidistant auf dem Aqua-
tor
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P
//LﬁBmMDd@
0

P P
AB B2
o' ,/ &'’
Bo/d +A+Bocos

AB B?

= in ®
At T AvB™
Abbildungsgleichungen
(A+B)A
HE
y | AB B?
P
At Ay
Hauptstreckungen
L _FO __A+B
"7 F(®) A+ Bcos®
Agzi A+ Bcos®

A A+B

167



Diese Seite ist absichtlich leer

168



5

51

52

53

54

Kegelabbildungen

Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafle fiir Kegelab-
bildungen der Kugel

5.1.1 Abbildungsgesetz fiir die Lange A

5.1.2 Abbildungsgesetz fiir die Breite ®

Spezielle Kegelabbildungen der Kugel

5.2.1 Kegelabbildungen vom Typ dquidistant auf der Schar der Paral-

lelkreise
52.1.1 Variante vom Typ d&quidistant und konform auf dem
Grundkreis

5.2.1.2 Variante vom Typ punktartiges Bild des Hauptpunktes,
dquidistant und konform auf einem Parallelkreis

5.2.1.3 Variante vom Typ dquidistant und konform auf zwei Paral-
lelkreisen
5.2.2 Konforme Kegelabbildungen
5.2.2.1 Variante vom Typ dquidistant auf dem Grundkreis
5222 Variante vom Typ &dquidistant auf zwei Parallelkreisen
(Lambert konforme Kegelabbildung)

5.2.3 Flachentreue Kegelabbildungen
52.3.1 Variante vom Typ d&quidistant und konform auf dem
Grundkreis
5.2.3.2 Variante vom Typ punktartiges Bild des Hauptpunktes,
dquidistant und konform auf einem Parallelkreis

5.2.3.3 Variante vom Typ dquidistant und konform auf zwei Paral-
lelkreisen (Albers flichentreue Kegelabbildung)

Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie fiir Kegelab-
bildungen des Rotationsellipsoides

Spezielle Kegelabbildungen des Rotationsellipsoides
5.4.1 Kegelabbildungen vom Typ dquidistant auf der Schar der Paral-
lelkreise
5.4.2 Konforme Kegelabbildungen
5.4.2.1 Variante vom Typ dquidistant auf dem Grundkreis
5422 Variante vom Typ &dquidistant auf zwei Parallelkreisen
(Lambert konforme Kegelabbildung)

5.4.3 Flachentreue Kegelabbildungen

5.4.3.1 Variante vom Typ d&dquidistant und konform auf dem
Grundkreis

5.4.3.2 Variante vom Typ punktartiges Bild des Hauptpunktes,
dquidistant und konform auf einem Parallelkreis
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5.4.3.3 Variante vom Typ dquidistant und konform auf zwei Paral-
lelkreisen (Albers flichentreue Kegelabbildung)

5.5 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafe fiir pseudo-
konische Abbildungen der Kugel

5.6 Spezielle Abbildungsgleichungen fiir pseudo-konische Abbildungen der
Kugel

5.6.1 Stab-Werner Abbildung
5.6.2 Bonne Abbildung
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5.1 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafse
fiir Kegelabbildungen der Kugel

In normaler Lage sind die Kegelabbildungen besonders geeignet fiir die Dar-
stellung von Gebieten mittlerer Breite.

"Beriihrkegel" |

95]

Scheitelpunkt

Offnungswinkel des Kegels ©¢]0, 7—; [

1O
Meridian durch P ) '

Charakteristische Eigenschaften der Kegelabbildungen:

Meridiane (Hauptkreise bei schiefachsiger Lage) werden als Gerade abgebildet,
die sich in einem Punkt, dem Scheitelpunkt des Kegels, schneiden.

Parallelkreise werden auf Stiicke konzentrischer Kreise mit dem Scheitelpunkt S
als Mittelpunkt abgebildet.

Aufler der beriihrenden Lage (Skizze) des Kegels gibt es den Schnittkegel (Schnitt
der Kugel in zwei Parallelkreisen) oder den Fall, dafs Kegel und Kugel einen
leeren Durchschnitt haben, aber die Abbildung ist so konstruktiv, daf sie eine
Interpretation der gegenseitigen Lage zulafst.
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Fall (i) Fall (ii)
"Bertihrkegel" "Schnittkegel"

&

i
Abbildung 5-2 Fall (iii)

Konstruktionsprinzipien

Die Kegelachse fillt mit der Geraden durch den Hauptpunkt A und den Mit-
telpunkt O der Kugel zusammen.

(i) Abgebildet wird ein Punkt auf die in seiner Meridianebene liegende
Mantellinie nach einer Abbildungsvorschrift, die bei gleicher Breite
dem Bildpunkt p gleichen Abstand vom Scheitel zuordnet.

(ii) Der Kegel wird langs der Mantellinie, die der Mantellinie 1/,S des
Hauptmeridians diametral gegentiiberliegt - in unserer Skizze M,.S -
aufgeschnitten und in der Ebene abgerollt und zwar von unten her.

(Grundkreis, Circle of Contact):

Der Grundkreis ist derjenige Parallelkreis, der den Kegel beriihrt. Falls der
Kegel nicht in der beriihrenden Lage vorliegt, wird er entlang der Kegelachse
durch den Punkt H und den Mittelpunkt O der Kugel in die berithrende Lage
verschoben. ®, heifst Breite des Grundkreises vom Radius Ry = R cos ®,. Der
Radius ry = Ry/ sin @y = R cot g heifdt Rollkreisradius oder Grundkreisradius.
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Abbildung 5-3

Hauptmeridianbild A=0

G . O, -~
~ @ngrezsradius qumfs =

Bild des abgerollten Kegelmantels (zum Ausschneiden und Basteln)
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Diese Seite ist absichtlich leer
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g Beriihrkegel: ® = @,
Schnittkegel: ©® < @,

Abbildung 5-4

r, Rollkreisradius

Kugelradius R

Die nachfolgende Skizze stellt den ldngs der Mantellinie aufgeschnittenen
und in die Ebene abgerollten Projektionskegel dar.

r=rcosa, ¥’ = —rg+rcosa

y=rsina, ¥y =rsina

%,
Grundkreis
B Y
meridian-
bild
Abbildung 5-5
_______________________ » y'

X (Greenwich)
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5.1.1 Abbildungsgesetz fiir die Linge A

Der Winkel a des Bildpunktes p soll nur von der Lange A des Urbildpunktes
P abhédngen. Insbesondere miissen beim Abrollen des Kegels entsprechende
Stiicke auf dem Grundkreis und seinem Rollkreis gleich sein:
RoA = roa
o
= RAcos®y = roae = Ry— @ _ C?S %0
Ro = R cos dy sin @ sin P

= | a = sin PyA

Projektionskonstante

0<n<1l n=1 azimutale Abbildung: &, = g

n = 0: Zylinderabbildung

5.1.2 Abbildungsgesetz fiir die Breite ¢

Der Bildradius r soll nur von der Breite ® abhéngen, d.h.r = f (g —®) = f(A)

Allgemeiner Abbildungsansatz

o nA A
T f(A) 5~ P A
Karte ®: sphérische Koordinaten
X cos A cos ® A A
X=0"(U): | Y | =R| sinAcos® | , U=| _ =
Z sin 5 o A
Karte @ fiir den Hauptpunkt nicht brauchbar !
Metriktensor des Urbildes
R%*cos’® 0
(Grr) =
0 R?
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Karte : Polarkoordination

x = ¢ Hu): { ] =
Y

ox’
ouk

—7r9+1rcosa o
) u:
rsin o T

—rsina 4+ cosa ]

+rcosa +sina

Metriktensor des Bildes

r?2 0 f2(A) 0
(gr1) = =
0 1 0 1
Deformationstensor
_ ouk  oul n2f2(A) 0
CKngu(uzf(U))W'W: ,
0 f2(A)
o Oa
ouk oA OA n 0
S AN I AN
ON OA
Hauptstreckungen
A = /ei1 /Gy = nf(4) Streckung in Richtung des Parallelkreises
Rsin A _ _
® = const. oder A = const.
Aoy = \/Coa/Gap = f(A) Streckung in Richtung des Meridians
R

A = const.

Parametrisierung des Drehkegels

X = av cosue; + bvsinue; + cves

(u,v) Flachenparameter, C. F. Gauf3 (1825)

2 2 2
xr Yy z . .
¥+b—2—§—OVa—b<:>
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22442 — tan? Dy = 0, &y  Offnungswinkel
tan (I)(] = g
c
alternative Parametrisierung als Funktion des Offnungswinkels

X = c¢sin ®Pyv cos ue; + c¢sin Pyv sin ue, + ¢ cos Syves

5.2 Spezielle Kegelabbildungen der Kugel

5.2.1 Kegelabbildungen vom Typ dquidistant auf der Schar der Parallel-
kreise

allgemeine Abbildungsgleichungen

A2:1
, — f(A)=R=— f(A)= RA+c=RE—R®+c
AT 2
7 R
o nA ni
p— p— 7T
r RA+¢ R(§—<I>)+c

T
A _n(BA+g G P
7 RsinA Rcos®

Die nachfolgenden Varianten unterscheiden sich nur in der Festlegung der
Integrationskonstanten c. Im allgemeinen wird der Hauptpunkt H (Nordpol)
nicht auf einen Punkt abgebildet, sondern auf ein Kreisstiick.

,Agzl

Die Forderung ¢ = 0 is dquivalent mit derjenigen der punktartigen Abbildung
des Hauptpunktes H (Nordpol).

5.2.1.1 Variante vom Typ dquidistant und konform auf dem
Grundkreis

Grundkreis ¢ = ®,, ¢, €]0, g[ frei wahlbar

Postulat: Aquidistanz auf dem Grundkreis @

RAsin Ag = RA cos @g = r(Ag)

T(Ao) = RA() +c
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c=R(n 'sin Ay — Ag) = R(tan Ay — Ag) =
Abbildungsgleichungen

nA A sin &

R(A + tan AO — Ao)

.

Hauptstreckungen

R((I)() — ® + cot (bo)

R(®g — ® + cot Pg) cos(A sin D)

R(®y — ® + cot D) sin(A sin Dy)

n(A+ tan Ay — Ag)  sin $o(Pg — @ + cot )
sin A N cos d
A2 == 1

A =

Grundkreis: A = Ay oder & = P

A=A=1 (Aquidistanz und Konformitédt auf dem Grundkreis)

[€]\Y Il 2002 Jan 10 15:15:21 | pscoast -JD-0/90/50/50.000000001/0.1cm -R-135/135/0/90 -B30g30Sn/30g10We -Dc -A1000 -G255 -W0.25p -P -K -U/-4/-2/c -X5 -Y18

C. Ptolemaus (85-150 n. Chr.)
Abbildung 5-6: Aquidistanter Kegelentwurf auf einem Bertiihrkegel, Ay = 40°, &5 = 50°
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5.2.1.2 Variante vom Typ punktartiges Bild des Hauptpunk-
tes, dquidistant und konform auf einem Parallelkreis

'.M%!.»

38
: " " ' 2 # €’ gg’iﬁ:?\ v ::‘ 'b%'
@\\\\)ill

N

i
7 =
7

/

Vi
N

Abbildung 5-7: Aquidistanter Kegelentwurf mit dem Hauptpunkt als Punkt, ®; = 50°

Die Projektionskonstante ist durch ®, vorgegeben.

Erstes Postulat: Das Bild des Hauptpunktes H ist ein Punkt: — ¢ = 0.

Zweites Postulat: Aquidistanz auf dem Parallelkreis ® = ®;:

RA cos @, = R(g — P

c=20

RA cos ®, = R(g —®)nA = n = =

Abbildungsgleichungen

—
=3 Q
[
Il
|
|
L
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T = R(g — @) cos[A cos <I>1/(g — &)

y = R(g — @) sin[A cos @M(g — ®y)]

cos @ %—@1
cos® 5 -0

Hauptstreckungen : A= Ay =1

5.2.1.3 Variante vom Typ dquidistant und konform auf zwei
Parallelkreisen

m 'Q‘“g.‘"’! - 5?
iy
—

Franzosischer Astronom J.N. de l'Isle, de I'Isle Projektion, 1745

Abbildung 5-8: Aquidistanter Kegelentwurf auf zwei Parallelkreisen ®; = 30°, ®, = 70°

Postulat: Aquidistanz auf den Parallelkreisen ®,, ®,

RA cos®; = R(I

9 - (I)l)Oé

RA cos @, = R(g — Oy

RA cos ®; = [R(g — Q)+ cjnA = c = %[cos o, — n(g — ;)]

= cos Py — n(g — &) = cos Py — n(g —0y) =

cos ®; — cos O,
by — Oy

(g — &) cos Py — (g — ®y) cos Py

c=R =
cos ®; — cos P,

n =
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Abbildungsgleichungen

I cos ®; — cos <I>2A i
o by — O,
- (E — &) cos Py — (E — ®5) cos Py
" R[(E-a)+-2 2
2 cos ®; — cos b,

Hauptstreckungen

(g — ®)(cos @y — cos Py) + (g — @) cos Py — (g — ®y) cos Py

A = , Ay=1
! (Py — Dy) cos P 2
. cos P, — cos ® T
sy = n = —p . @€ J0,5]
Parallelkreise

¢y, P3: Ay = Ay =1 d.h. konform und dquidistant

5.2.2 Konforme Kegelabbildungen

Postulat der Konformitit:

A1:A2:>
nf(A) _fa)
RsinA R — f  sinA
daf dA A
“o_ = — +1
7 n/sinA:>lnf nlntan2+nc:>
(tan 5"
_ _ A n I nf _ n;
r—f(A)—c(tang) :>f—sinA—cn oA

Allgemeine Abbildungsgleichungen
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Hauptstreckungen

AN=Ay=—-—*2— Konformitat
1. Fall

A:=0r=f(0)=0
“der Hauptpunkt H wird immer auf einen Punkt abgebildet”

2. Fall
T T
A.— §T—f(§)—c

“der Hauptparallelkreis A = g wird immer auf einen Kreis mit dem Radius ¢
abgebildet”

5.2.2.1 Variante vom Typ dquidistant auf dem Grundkreis

[€]\Y Il 2002 Jan 10 14:50:41 | pscoast -JI-0/90/50/50.000001/0.0005cm -R-135/135/0/89.9 -B30g30Sn/30g10We -Dc -A1000 -G255 -W0.25p -P -K -U/-4/-2/c -X5 -Y18

Abbildung 5-9: Konformer Kegelentwurf, dquidistant auf dem Grundkreis ¢, = 50°

Die Projektionskonstante n = sin ® ist durch ®, vorgegeben !
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Postulat: Aquidistanz auf dem Grundkreis @

A
Rcos PoA = r(Ag)a = (c(tan 70)")11/\ —

Rsin Aq Rsin Ag Rtan Ag

Cc = = =
A A A
n(tan 70)” cos Ap(tan 70)” (tan 70)”

Abbildungsgleichungen

«
= tan —
{ r ] RtanAo( A20)n

L 2 J
Hauptstreckungen
Ay = A, — SiHAo(taHE )n
PR sinA Ag
tan 7

A=A A=A =1: Aquidistanz auf dem Grundkreis

5.2.2.2 Variante vom Typ dquidistant auf zwei Parallelkrei-
sen (J.H. Lambert, 1772 konforme Kegelabbildung)

Grundlegende Idee ist, die Projektionskonstante n durch die Aquidistanz der
Abbildung auf den beiden Parallelkreisen A; = 90° — ®;, Ay = 90° — ®, fest-
zulegen.

Postulat: Aquidistanz auf den Parallelkreisen Ay, Ay, A1(A1) = A1(Ag) =1

siehe allgemeine Struktur der Hauptstreckungen unter 5.2.2 —

A A
(tan =2)"  (tan —2)"
sin A sin A,
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n(lntan 71 — Intan %) =Insin A; — Insin A,

Insin A; — Insin A,
> N =
Aq Ay
Intan — — Intan —
2
| sin A\ 1 cos O
n n
_sinAy cos Oy
o A o
tan — tan(E —
In 2 In 4 2
t AQ t (7'(' @2)
an — an(— — —
4 2

Die Projektionskonstante n = sin &, = n(®;, ®,) ist eine Funktion der Breiten
®; und ®,, in denen die Abbildung wegen

A(Py) = Aa(P) =1
dquidistant und konform ist.

Abbildungsgleichungen

cos O, VY
" R n ( m (I)

Beweis:

Auf der Basis der Aquidistanz der Abbildung des Parallelkreises @, ist nach
5221

(Rcos ®1)A = r(A))a = (Ctan(% _ %)n)n/\ .

R cos &, cos P, 1
- <f—%J“:R " fan(T — 2
ni|tan 4 2 an 4 2
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Die allgemeine Abbildungsgleichung fiir die konforme Kegelabbildung lau-
tet

r=cftan(} — )"

in die wir ¢(n, ®,) einsetzen !
Abbildungsgleichungen

- oA -

[ i ] = tan(~ — 2)
o cos Oy 4 92/\n
r R - (t (z %))
i an( — |

Beweis:
wie oben, ersetze ®; durch @,

Die Abbildungsgleichungen nehmen die cartesische Form fiir x = rcosa,
y=rsinaan!

Inverse Abbildungsgleichungen

Y
o= arctan;, r =/ + y>?

1
A= —«a
n
(P <I>)1 d
T Tn 1, P2),— T 1
= — —2arct —— 2 ZIntan(— — —
2 are an{[R cos & ) an(4 2)}
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2002 Jan 10 14:51:12 ] pscoast -J1-0/90/30/70/0.0005¢m -R-135/135/0/89.9 -B30g30Sn/30g10We -Dc -A1000 -G255 -W0.25p -P K -Uc -X5 -Y18

Abbildung 5-10: Konformer Kegelentwurf, dquidistant auf zwei Parallel-
kreisen ®; = 30°, &, = 70°

Anwendung:

Bundesrepublik Deutschland 1:1.000.000, Normalausgabe, Hrsg. IFAG, Aus-
gabe 1991, ®; = 48°4(0/, ¢, = 52°40/

Weltluftfahrtkarte 1:1.000.000, Luftfahrtkarten 1:500.000, Internationale Welt-
karte 1:1.000.000

z.B. 48 Staaten der USA: &, = 33°, &, = 45°

z.B. Hawaii: ®; = 20°40/, &, = 23°20’

Hauptstreckungen
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5.2.3 Flichentreue Kegelabbildungen

Postulat der Flachentreue:

A1A2:1:>
nf(A) f'(A) ,  R*
RenA R =1l= ff' = - sin A —-
2 2
/fdf:/R—sinAdA:>1f2:—R—cosA+lc:>
n 2 n 2
1
R2 _
r=f(A)=(-2—cosA+¢)2 =
n
1
2 1 2 2 =
f(A) = R—sin A= = R;sin A(—QR; cosA+c) 2
n f n n

Die Wurzel soll reell sein:

2 2

R
—2—cosA+c>0; cosA<]l — c>2—
n n

A:=m/2 r= f(g) =
“Die Integrationskonstante c legt den Bildkreisradius des Hauptparallelkrei-

ses A = /2 fest.”

Allgemeine Abbildungsgleichungen

nA

2

a
" (—27 cos A+ ¢)2

Hauptstreckungen

n(—2R?*n"tcos A + ¢)1/?
Rsin A

A — Rsin A

27 n(—2R?n"'cos A + ¢)1/?

A =

A1A2 = 1 erfullt!
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5.2.3.1 Variante vom Typ dquidistant und konform auf dem
Grundkreis

oo,
)
&

&
AL FEL ‘ 7
L)L }
\ A

VRAET A (7
e

[€]\Y Al 2002 Jan 10 14:51:59 | pscoast -JB-0/90/50/50.000000001/0.1cm -R-135/135/0/90 -B30g30Sn/30g10We -Dc -A1000 -G255 -W0.25p -P -K -U/-4/-2/c -X5 -Y17

Abbildung 5-11: Flachentreuer Kegelentwurf, dquidistant und konform auf dem
Grundkreis 5 = 50°

Wiederum wird die Projektionskonstante n durch den dquidistant und kon-

form abgebildeten Grundkreis ®, festgelegt.

Postulat: Aquidistanz auf dem Grundkreis

RA sin AO = T(Ao)a
—

r(Ag) = V—2R?*n"Tcos Ag + ¢

RAsin Ay = \/—2R2n—1 cos Ag + ¢ nA =
R?sin® Ag = (—2R*n ' cos Ag + c)n® = (—2R* + ¢) cos® Ay =

c = R*(tan® Ag + 2)

Abbildungsgleichungen

nA

R(—2n"'sin ® + cot? ®q + 2)/2
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nA

Rn~'vV—2nsin® +n2+1

Hauptstreckungen

_ V=2nsin®+n?+1 cos

A Ay =
! T/ —2nsn® + 2 + 1

cos ®

Test Ay (Do) = Ag(Pp): Konformitat

5.2.3.2 Variante vom Typ punktartiges Bild des Hauptpunk-
tes, dquidistant und konform auf einem Parallelkreis

[€]\YAl 2002 Jan 10 14:52:53 | pscoast -JB-0/40/50/90/0.1cm -R-180/180/0/90 -B30g30Sn/30g10We -Dc -A1000 -G255 -W0.25p -P -K -Uc -X5 -Y15

Abbildung 5-12: Flaichentreuer Kegelentwurf, punktférmige Abbildung des
Nordpols (Hauptpunkt), dquidistant und konform auf dem
Parallelkreis ®; = 50°
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Postulat: Punktférmige Abbildung des Hauptpunktes

A=0:7=f(0)=0

r(0) = (—2R*n~! + ¢)'/?

] =— ¢ =2R*n"!

allgemeine Abbildungsgleichungen, siehe Vorseite

RAsin Ay} = (—=sin %

AN} Ay
28in — cos — =

2

2R
NG

2

)nA =

n = COS

2

A

1
—— = cos®
2

A

(7

¢y

2

)

191

= (2 mA—)\/_ —

r=f(A)=v—2R2n"Tcos A+ 2R*n"L = v/2n1Ry/1 — cos A
=V2n IR 2sin2% = \/]Esmé =>
Abbildungsgleichungen
nA
a
{ } anC %)
" N
Hauptstreckungen
.m @ T
A - 2\/55111(1 - 5) _ NG N COS(Z )
cos ® cos ([ ?) ’ NG
4 2
Postulat: Aquidistanz auf dem Parallelkreis A; = g — &,
RA sin Al = T(A1>OZ
—




Abbildungsgleichungen

- @ -
[cos?(7 — 57)A]
o 4 2
- 2R T
T COS(E - g) Sln(Z — 5)
L 4 2 |
Hauptstreckungen
o o
COS(E — Cos(z - =)
A = 4 27 N, — 4 2
(3os(E - ?) | cos(z - %)
4 2 4 2
Test:

A(Dy) = Ap(Py) =1 _
Aquidistanz und Konformitit auf dem Parallelkreis A, = 5 D,

5.2.3.3 Variante vom Typ dquidistant und konform auf
zwei Parallelkreisen (Albers flichentreue Kegelab-
bildung)

Geschichte: Liineburger H.C. Albers

Albers, H.C.: Beschreibung einer neuen Kegelprojektion: Zach’s Mo-
natliche Correspondenz zur Beférderung der Erd- und
Himmelskunde Nov. (1805) 450-459

Bonacker, W. und E. Anliker :
Heinrich Christian Albers, der Vorheber der flachentreu-

en Kegelrumpfprojektion, Petermann’s Geographische
Mitteilungen 76 (1930) 238-240

Beispiel:

alle 50 Staaten der USA, 1 : 2,5 Mio. Mafsstab ®; = +29,5°% &, = +45,5°
Mafsstabsfehler kleiner als 1% im Zentrum der Karte mit einem Maximum
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von 1 i% entlang der nordlichen und stidlichen Grenzen

Alexander, Weltatlas, Klett-Verlag, Stuttgart 1982

(i) Karten europdischer Lander, Mafistab 1:3 Mio, Netzmaschenweite 2°

(ii) Physische Ubersichten Nord und Stideuropa, 1:7,5 Mio, p. 42/43,
Netzmaschenweite 5°

[e]\YAl 2002 Jan 10 14:53:25 | pscoast -JB-0/90/30/70/0.1cm -R-135/135/0/90 -B30g30Sn/30g10We -Dc -A1000 -G255 -W0.25p -P -K -Uc -X5 -Y17

Abbildung 5-13: Flachentreuer Kegelentwurf, dquidistant und konform auf
zwei Parallelkreisen, A; = 60°, ®; = 30°, Ay, = 20°, &y = 70°

Postulat: Aquidistanz auf den Parallelkreisen ®; und &,

RAsin A; =r(A)aVie{l,2}

r(A;) = V—2R?>n"1cosA; + ¢

R*sin? A; = (—2R’n" ! cos A; + c)n? =

in? A, A, R
c= RQ(Sm — + 9% ) = —2(811[12 A; + 2ncos A;)
n n n

— sin®? A; + 2ncos Ay = sin® Ay + 2n.cos Ay =
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sin? A; — sin? A, cos? Ay — cos? Ay

2(cos Ay —cos Ag)  2(cos Ay — cos Ay)

(cos Ay — cos Ag)(cos Ay +cos Ag)  cos Ay + cos Ay
2(cos Ay — cos Ag) B 2

1
n= i(sin Oy + sin Oy)

Abbildungsgleichungen

o nA
r E\/COS2 ®, +2nsin®; — 2nsin ®
n

Beweis:

alternative Darstellung von c:

2
Cc = ﬁ(l + sin (1)1 sin @2)

Ergebnis folgt aus

sin? Ay 4+ 2ncos A; = 1 — cos? Ay + (cos A; + cos Ay) cos Ay
=14 cos A;cos Ay !

Input von ¢ in die allgemeinen Abbildungsgleichungen

2 -
r(A)? = —2% cos A+ ¢

2R> A R
— _7(1 — 2sin? 5) + ﬁ(l + cos Aj cos Ay)

4R? A _R* R?
= —sin® — — 2— + — (1 + cos A; cos Ay)
n 2 n  n?

4R? A R?
= —sin® — + —(—2n + 1 + cos A cos Ay)
n 2 n?

1
n= §(cos Ay 4 cos Ay)
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r(A)? = —2n + 1+ cos Aj cos Ay
=1—cos Ay — cos Ay + cos Ay cos Ay
A A A A
=1- (1—251n271) - (1—251n272)+(1—2sin271) (1 —2sin® =2)

2
A
= 4gin? 71 sin? 72
-
A A A
R’V cos A + ¢ = 4R?*n " sin® = + 4R%n 2 sin? L sin? 72
A A
= 4R?n~2(nsin? 5t sin? 71 sin? 72)
=
2R A A A ]
r(A) = F(n sin? D) + sin? 71 sin? 72)1/2
) )
()= nsin2(% — 5) + sin?(= — —)sin*(~ — 72)
=
in(— —=)=— — —sin—
s 5 5 (cos o —sin o
1
sm2(% — g) = §(COSZ g + sin? % - QSingcos %) = 5(1 — sinx) ]

A A A 1 1
\/nsin2 3 + sin? TISin2 72 = \/n§(1 —sin®) + Z(l — sin @1 )(1 — sin ®y)

1
= 5\/271(1 —sin®) 4+ 1 — (sin ®; + sin Py) + sin Py sin Py

2n = sin ®; + sin ®y =

sin @, sin ®y = sin ®;(2n — sin ®;) = 2nsin ®; — sin® ; =

Behauptung !

Inverse Abbildungsgleichungen

A=
n

_ o1 9 , nr.o
® = arcsin %(COS ®; + 2nsin Py — (E> )
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Hauptstreckungen

A Vcos? @, + 2nsin &, — 2n sin
1 p—

cos @

) A2 :Al_l

Test:

A (1) = Ao (1) = LA N (Do) = Np(D2) =11
Aquidistanz und Konformitét

Bei Verwendung von Kegelabbildungen mit zwei dquidistant abgebildeten
Parallelkreisen lassen sich im Vergleich zu Kegelabbildungen mit einem dqui-
distant abgebildeten Parallelkreis die Verzerrungen {iber eine grofiere Brei-
tenausdehnung hinweg unter einer gewissen Schranke halten.

Beispiel: Winkelverzerrung w

Winkelverzerrung ®

A
12 1

Kegelabbildung dquidistant
auf dem Grundkreis

10 1

10 40 50 T6o 70 80 90

20T3o

A=25°
®,=65°

A=55°
®,=35°

Kommentar zur Skizze:

Abbildung 5-14

Kegelabbildung dquidistant
auf zwei Parallelkreisen

Poldistanz A

Die Verzerrungen wachsen zu beiden Seiten der dquidistanten Parallelkreise,
polwadrts schneller als dquatorwaérts. In der inneren Zone steigen sie bis zu ei-
nem bestimmten Maximalwert. Im gesamten sind die Verzerrungen geringer
als bei dem Entwurf mit dquidistantem Grundkreis (Beriihrungskreis).
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ey T 2~

2002 Jan 10 14:53:53| psbasemap -J1-0/90/80/10/0.00015¢m -R-135/135/-70/89.9 -B30g30Sn/30g15We -G255 -P -K -Uc -X5 -Y20

Abbildungen 5-17, 5-18: Winkeltreue Kegelabbildung (Lambert)
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E ¢ ,‘r‘?% g

R S ~

o RN LEER A )
2 e / $

2002 Jan 10 14:54:19 | psbasemap -JB-0/90/70/20/0.1cm -R-135/135/-70/90 -B30g30Sn/30g 15WE -G255 -P -K -Uc -X5 -Y20

Abbildungen 5-19, 5-20: Flachentreue Kegelabbildung (Albers)
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5.3 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie
fiir Kegelabbildungen des Rotationsellipsoides

Karte : ellipsoidische Koordinaten

x=o"1(U):
X cos A cos @ A
A . A
Y | = sin A cos U= =
\/1—E28in2<1> E—(I) A
Z (1— E?)sin® 2
U A arctan Y X !
Vv o arctan#(Z/sz%—Y?)

1— EZ
Metriktensor des Urbildes

siehe Kapitel 3.3
A? cos? @ 0
ox! ox! 1— E2sin’®
GrL = 577 =
oUK UL . A2(1 — E?)?

(1 — E2sin®* )3

Karte ¢: Polarkoordinaten

Metriktensor des Bildes

r? 0 f2(A) 0
gkl = = r= f(A)
0 1 0 1
Deformationstensor
_ ouF ol n2f2<A> 0
CKL = gkl(u = f( )) arrL
aUK 0UL O f/2<A)
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8UK I 0 f/(A)

Mit
1 A(l — E?
M = p = = é T i qi) 572 “meridian radius of curvature”
g A “radius of ture in the pri tical”
= — = radius of curvature in the prime vertica
Koy (1 — E?sin® ®)1/2 P
2 a2
Ncos™@ 0 N?sin? A 0
GrL= = 0 M2
0 M?

Hauptstreckungen

= g - 212
Ay = \/022/G22 = f/](\?)

Abbildung 5-21
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Konstruktionsprinzipien

Konstruktionsprinzipien

Aquatorhalbachse

Durch die Wahl der flaichennormalen (ellipsoidischen) Koordinaten zur Pa-
rametrisierung des Rotationsellipsoides ergibt sich fiir den halben Offnungs-
winkel des Kreiskegels ®, die Breite des Grund (Beriihr-)kreises ®.

Zur Vereinfachung der Formeln wird der Erganzungswinkel der Breite &, zu

90°, die Poldistanz A, eingefiihrt: A = g — P.

5.4 Spezielle Kegelabbildungen des Rotationsellipsoides
5.4.1 Kegelabbildungen vom Typ dquidistant auf der Schar der Parallel-

kreise
A2 == 1
) = f(A)=M
Ny
M
Fiay = A0 F)

(1 — E?cos? A)3/2
— F(A) = A(1 - E?) /(1 ~ E2cos? A)732dA

A
— A(1— E?) / (1 — E? cos® A')%/2dA + const.
0

Elliptisches Integral 2. Art: siehe Kapitel 3.4
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5.4.2 Konforme Kegelabbildungen

Postulat der Konformitit:

A1:A2:>

nf(A) _f(A) _f . nM
NsinA M :>f—NsinA

%:n/ (1— E?*)dA
(

f 1 — E?cos? A)sin A
dA
_ _ 2
— Inf=n(l—-E )/ (1 — E%2cos? A)sin A
E2 _ U2
Substitution: u = Ecos A — sin®? A = 7

du

A E(—sinA)

Inf=-n(l- E2)E/ = uz)a(hé2 —)

Partialbruchzerlegung:

/ du B / Adu N Bdu
(1 —u2)(E? —u?) J 1—u? E? —u?

AE?* —u*)+B(1—-u?) =1
AE*+ B—u*(A+B) =1
Koeffizientenvergleich :

1
AE?+B=1 A:_l—E2

A+B=0 1
B=——
1 - E2

/ du _ 1 [ du _/ du }
(1—u?)(FE?2—u?)  1-—E? 1 — u? E? — 2
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1 {1 14+u 1l E—!—u}
N g 1
1-FE?212 1—u 2E E—u

—1 1 1+ FEcosA 1. (1—cosA)
)

:2(1—E2 nl—EcosA+Elnm
Additionstheorem:
/(1 — E? (j)g A)sin A - 2(1_—1E2) { n 11—52222 - %ln(taﬁ %) ] +Inc”
:>lnf:@1n 1+ EcosA EA tlnd = In 1+ECOSA& A
2 mtanE B (m) 2 tan ¢
— f(A)=¢c 1—i-E(:osAE A '
T=Fwsa)® ™3

Allgemeine Abbildungsgleichungen

I nA
@)
B 1+ E AL Al
cos A —
- 2 -
" ¢ <1—ECOSA) tan2
[ niA
«
- 1+ Esind = o]
S11 - T
" Y2 tan(— — —
' | T Esme) G D)
Hauptstreckungen
A=A cn 1+Esmc1>E @ '
1 — 2 = N TP N9 t T~ %
NsinA | (= pgng) 2 (g = 3)
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1. Fall

A=0:r=f0)=0
der Hauptpunkt H wird immer auf einen Punkt abgebildet

2. Fall
T T
A:§ . ’f’:f(§):C

der Hauptparallelkreis A = g (¢ = 0) wird immer auf einen Kreis mit dem
Radius c abgebildet

5.4.2.1 Variante vom Typ dquidistant auf dem Grundkreis

Die Projektionskonstante n ist durch ®, vorgegeben:
n = sin ®y = cos Ag

Radius eines Parallelkreises: p

X2+yv? 72
Gleichung des Rotationsellipsoides: % + = 1
p2 — X2 + Y2 7]
B? = A%(1 — E?) Acos®
—

P T oo

(1 - E*)Asin®
V1— E?2sin’® |

Postulat: Aquidistanz auf dem Grundkreis @

A cos O

\/1— E?sin? @,

A= f(q)Q)Oé —

Asin Ay 1 E !
— ¢ + F cos Ay Ag cos AgA
V1 — E%cos? A (—1 ~ Foosh, 2 tan7
Atan A E -
. an A (1+ECOSAO gtan@ —

V1= E?cos® Ay 1— FEcosA 2
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A Eq"
f(A) = Atan Ag tan; (1—ECOSA0 1+ECOSA)§
V1= E%cos? A tanﬁ 1—FEcosA 14 Ecos/g
2
T & E
B A (7 = 5) (14 Esin® /1 E2sin &,
tan Bgy/1 — E2sin® @, tan(g _ % 1+ Esin® 1 - E2sin? @
Abbildungsgleichungen
{ « ] nA
r f(4)
5.4.2.2 Variante vom Typ dquidistant auf zwei Parallelkrei-
sen (Lambert konforme Kegelabbildung)
Die Projektionskonstante n wird durch die Forderung der Aquidistanz auf
zwei Parallelkreisen A; = g — &, und A, = g — @, festgelegt.
Postulat: Aquidistanz auf den Parallelkreisen A, A,
Al(Al) = Al(Ag) =1=
E " E
cn (1+Esin<1>1 Etan(ﬂ <I>1) _ cn <1+Esin¢2)§ta (7r
. et r_ . et nl(L —
Nisin&s | \T 7 Esin o, 12 Nosin B | \T " Esin o, 1

El n
1+ EcosAy 24 Ay
sin Ag(1 — E? cos? Ap)'/? (1 — Ecos A o

= e
in Ay (1 — E2?cos? Ay)1/2 E
sin A cos® As) 1+ FEcosA .= AN}

——— ) _
<1—EcosA1) an 2

_ 1In[(1 = E®cos® Ay) sin® Ag] — In[(1 — E? cos® Ay) sin® A

n —=

2 ¢ Ay
. an —- Eln(1+EcosA2)(1—EcosA1)
tanﬁ 2 (1= FEcosAy)(1+ EcosAy)

2
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Die allgemeine Abbildungsgleichung fiir die konforme Kegelabbildung lau-
tet:

E n
1+ FEcosA = A
= - )2 ¢
e <1—ECOSA) an(2)
Aquidistanz der Abbildung des Parallelkreises A,
. E n
Asin A, —cn 1+ Ecos/y B A
V1 — E?cos® Ay (1—EcosA1 tan = 2
Asin Ay
—_— C = E 7
1+ Ecos/\y AN
T EZcos’ A | (=220 ¢
v CosT A <1—ECOSA1 Ty 2
E n
(1 +ECOSA)§t A
e sin Ay 1— FEcosA 2

2 e 1/2 FE
n(l — B2 cos? Ay) 1+ Ecos/\y o A1

1— Ecos/;

(

5.4.3 Flichentreue Kegelabbildungen

Postulat der Flachentreue:

A1A2:1:>
nf(A) f'(A) _ MNsinA
NsinA M =l=Jdf =
2
A(l — E?) N A

- (1 — E2cos? A)2 (1 — E2cos? A)z
A%(1 — E?*)sin A
/fdf / — E? cos? A)QndA —
1f2:A(1_E2)/ sin A
2 n (1 — E%cos? A)?
Substitution: v = E'cos A

/ sin A _/
(1 — E2cos? A)? El—u2

_LjLilnl—l—u
S 2B(1—wu?) 4E T 1—u

dA

+c

cos A n 1 | 1+EcosAjL ,
= —h——F+c¢
2(1— E?cos?A)  4F 1—EcosA
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:1f2_102_A2(1—E2)[ cos A N 1 | 1—|—ECOSA}
27 2 2n 1— E?cos?A ' 2B " 1— EcosA
A2(1 - R A 1 1+ EcosAy |
:}f: 02_ ( )( cos _i__ln&)
n 1—FE?cos? A 2FE 1—FEcosA
T T . . .
A= 5 T= f (5) =c Die Integrationskonstante c legt den Bild-

kreisradius des Aquators A = g fest.

Allgemeine Abbildungsgleichungen

nA

o
[ } A%(1 - E?) cos A 1 1+ FEcosA
r c? — ( +—1n7)
n 1—F2?2cos2A  2F 1— FEcosA

5.4.3.1 Variante vom Typ dquidistant und konform auf dem
Grundkreis

Die Projektionskonstante n wird durch den dquidistant und konform abge-
bildeten Grundkreis @, festgelegt.

Postulat: Aquidistanz auf dem Grundkreis @,

Asin AgA
NI 0282 X = f(Ag)nA n = cos Ay

A?sin? A, ) A%(1 - E?) ( cos Ay N 1 1+EcosA0) 2
1 — EZ%cos? A n 1—FE2cos?2Ay 2FE 1— Ecos/y
,  A*(1+tan?Ag— E?)  A%*(1—E?) 14 EcosAg
1 — E2cos? A 2F cos A\ 1— Ecos/
it =1+tan?A
mi o Ag + tan® Ay =
2
242 1 N 1-F nl—i—EcosAo
cos? Ay 2FEcos/, 1— Ecos/
1 (1 — E?)cos A N 1— E? (1+EcosA01—EcosA
= — n
cos? Ay cosAg(1 — E2cos?A)  2E cos Ag 1—FEcosAgl+ EcosA
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Abbildungsgleichungen

[ cos AgA
a
T}A 1 (1 — E?)cos A N 1— E? (1+EcosA01—EcosA>_%
- n
cos? Ag  cos Ag(1 — E?cos? A)  2E cos Ay 1—FEcosAgl+ EcosA)J |
[ sin PgA ]
a
L] S (1— E?)sin @ 1-F <1—|—Esin<1>01—Esin<I>> :
- n
sin? @y sin @o(1 — E?sin®* ®) 2Esin @ 1—FEsin®y1+ Esin®

5.4.3.2 Variante vom Typ punktartiges Bild des Hauptpunk-
tes, dquidistant und konform auf einem Parallelkreis

Erstes Postulat: Punktférmige Abbildung des Hauptpunktes

A=0:r=f(0)=0

£(0) = -

A2(1—E2)< 1 N L 1+E> 0
—n ——- —
1-FE?> 2F 1-F

A? 1-E* 1+F
S

n

1

— ¢ °F "1-F

n

A 1+1—E21 1+ 5\
= — n
Jn °E 1-E

— f(A) = —=

1
Al _(l—Ez)cosA 1—E2(1 1+ E 1+ECOSA)]§

1
NG I~ FPcos?d 28 \"T-E "T-EcosA
Abbildungsgleichungen
nA
a
= 1
r A (1—E2)sin<1>+1—E2 <l 1+ FE 1—|—Esin<I>> 2
e — n — 1n
Vn 1— E?sin® ® 2F 1-E 1— Esn®
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Zweites Postulat: Aquidistanz auf dem Parallelkreis A, = g — &,

Asin Al
V1 — E%cos? A\, = f(An =

1
sin A4 :\/ﬁl - (1 — E?)cos A4 N 1— FE? (1n1+E_1n1+EcosA1> ]5
V1 — E?cos? A 1 — E2cos? A 2F 1—-F 1 — Ecos/\;
1 sin? A}
(1 — E2cos? Ay) [ - (1— E?)cos A\ 1—E2(1n1+E _lnl—l—EcosAl) ]
1— E2cos? Ay 2F 1-F 1 — Ecos Ay

n =

5.4.3.3 Variante vom Typ dquidistant und konform auf
zwei Parallelkreisen (Albers flichentreue Kegelab-

bildung)

Postulat: Aquidistanz auf den Parallelkreisen ®; und &,

Asin A;A
: = f(A;)nA YV 1€ {1,2
V1 — E%cos? A, f(&i)n reil2}
1
A%(1 - E?) cos A 1 1+ FEcosAy\ |2
Ai — 2 — ( ! —1 —2)
(&) lc n 1—E2C082Ai+2En1—ECOSAZ’
A?sin? A, , A*(1-—E?) cos A\; 1 . 1+ EcosA;
— = ( + _m—)
n?(1 — E?cos? A;) n 1—FE2?2cos2A;, 2FE 1— Ecos/,

— ¢ sin® 4 + (1 — E?) ( +—1
= — —_— —_— n—
Vi | n(l1— E?cos? A;) 1—FE2cos2A; 2FE 1— Ecos/A;

c(Ar) = ¢(Ay)

Einfiihrung der beiden Substitutionsfunktionen #;, g; mit

1
cos A\; 1 1+EcosAi> ]5

sin? A,
h AZ :hl = 7
) 1 — E2cos? A,
A, 1 1+ Ecos/,;
A) =g :=(1— E? < Sk o7 | —Z>
1

N 9i
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1 1
A |h 2 A |h 2
~ 4l e

V| n

hi —h
BN 2

g2 — G

sin? A, sin? A,
= 1—FE?2cos?2/A; 1— E?cos? /A,
— 1) cos Ay B cos A\y +iln(1+EcosA21—EcosA1)}
1—FE2cos?2/Ay 1— FE2cos?2/A; 2F 1—FEcosAy 1+ Ecos

5.5 Allgemeine Abbildungsgleichungen und Verzerrungsmafie
fiir pseudo-konische Abbildungen der Kugel

Allgemeiner Abbildungsansatz

Oé(A,A) =cosA A (eg A = AO “ﬁ_X//)
r(A) = f(A)

pseudo — konisch

l

polykonisch

a(A,A)=g(A)cosA A

Satz (flaichentreue Abbildung):

Eine allgemeine Abbildung einer Fldche in die Ebene ist flichentreu genau
dann, wenn

lek Ll -

=1
|Gl

Beweis:
‘CKL — A%GKL‘ =0
= A4S — A%(tr CKLGI_(lL) + |CKL|/|GKL| =0
(A%2)T(A%)” =1 (kanonisches Postulat der Flichentreue)

—

lexr|/|Gkr| =1 (Satz des Vieta :
Das Produkt der Losungen einer quadratischen Gleichung
ist gleich dem Absolutglied)
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Deformationstensor

a=g(A)cosA A=h(A)A,r= f(A)
ar = h(A) =: g(A)cos A, ap = W (A)A
ra=0,ra = f'(A)

ciy =r?a% +13 = f2h?, cip = r’araa +rara = fPRIVA
_ _ 2.2 2 _ 2p'2A2 | 2
Co1 = C12, CQQ—TOKA+TA—th+f

f2h2 f2hh,/\
[ckL] = 21 1,7 2772 A2 '9
fehh'A feR <A+ f

e = fPRA(fPR2A% + f2) — fAR2R2A% =
— f4h2h/2A2 + f2h2f’2 - f4h2h/2A2 _ f2f/2h2 .

Metriktensor des Urbildes

RZsin’ A 0
Gkir] = [ 0 R ]

‘GKL| = R4 sinzA

Postulat der Flachentreue:

lcxr| = |G| = ff'gcos A = +R?*sin A (+ Zeichen wegen

Orientierungstreue)
tan A tan A
| g=2R"——F1 =R’
(f?) Ir

allgemeine Struktur

der flachentreuen pseudo-konischen Abbildungen der Kugel

sin A A= stinA

a(A,A) = g(A)cosA A =2R? P2 73

A
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(A3)* = Sl(trexs i) + /(i exrGich)? — dlexaGics |
(A3)™ = 5 l(trexsGrh) — (rexrGib)? — dlexsGids ]
el = 1R = L) cos® Ag(A)
ZA
— %[(ﬂ)']z cos® A4R* [t(?;)/]z = R'sin’ A

trexrGrp = enGry + cnGa
— f2h2(R2 sin? A)_l + (f2h’2A2 + f’2)( 2)—1
1
B R2sin® A
= 4R? [(f];)'P +ﬁ(f2[2R2 cos A(1+ tan?A)/(f?)
—2R?sin A[(f*)]72(f%)"
~2R?sin Atan A/(f2)PA? + )

f?¢? cos® A—i— [fz(g cos A — gsin A)2A? + f72]

|GKL| = R4 SiIl2A

5.6 Spezielle pseudo-konische Abbildungen der Kugel
Ansatz: r(A) = aA +b oder f(A)=aA+b
f(A)=a
5.6.1 Stab-Werner Abbildung
Erstes Postulat: Der Hauptpunkt (Nordpol) soll punktartig abgebildet werden

Zweites Postulat: Ein Meridianbogen soll dquidistant abgebildet werden

a=R
r(A) = RA
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sin A
A

cos @

A= <I>

alA,A) =

- A,T(A):RA:R(g—@

2

inverse I Abbildungsgleichungen

r T T
A - _ — - —
Rsin g ' 2 R
Abbildungsgleichungen
r=rcosq = R(z — @) cos( :OS(I;A)
T
y=rsina = R(=- — ) sin(:OS(I> A)
g
Hauptstreckungen
1 sin A sin A sin A
(As)3 2[2+A(COSA A )2+ A(cos A A )\/4+A(COSA A )}
1 sin A sin A sin A
(As)s 2[2+A (cos A A )* — A(cos A A )\/4+A (cos A A ) }
Johannes Werner (1514):

Libellus de quatuor terrarum orbis in plano figurationibus, Nova translatio

primi libri geographiae El. Ptolemai: Neuenberg (Latin)

(im Text heifst es “nach Anleitung von Johann Stabius™)

erste publizierte Karte von Petrus Apianus, Weltkarte Ingolstadt 1530 (herzfor-

mig: cordiform) (deutscher Name: Bienewitz)

214




5.6.2 Bonne Abbildung

Postulat: Der Beriihrkreis des Kegels an die Kugel (“line-of-contact”) soll
aquidistant abgebildet werden.

Hauptpunkt/ Kegelspitze

Abbildung 5-23

Ansatz: R cos® =R sinA;=r cosA,—
—= 1(A,)=R tanA,

R cos®,=R sinA, "Parallelkreisradius"

r(A)=aA+b

r(Ag) = Rtan Ay, a:Rl — b= R(tan Ay — Ay)

Abbildungsgleichungen

sin A cos ®
A A) = A= A
Oé( ’ ) A—A0+tanA0 (DQ—(I)‘I— COt‘bQ

T(A) = R(A — Ao) + Rtan AO = R((I)O — (I)) + Rcot (I)(]

Notiz: T’(A = 0) = R(tan A(] — A())

d.h., dafd der Hauptpunkt (Nordpol) zwar als Punkt abgebildet wird,
aber nicht der Koordinatenursprung (z = 0,y = 0) ist !

cos
x cos( A)
:R((I)O—(I)+C0tq)0) (I)O_(I)_'_COt(I)O
y sin(—SBP
(bo — $ + cot q)Q

inverse I Abbildungsgleichungen

r
RO[

- cos(cot g + Py — %)

r
<I>:cot<I>0+<I>0—E
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Hauptstreckungen

—A(cos A —

1
(Ag)? = 3 [2 + A%*(cos A —
+A(cos A —
1
(Ag)3 = 3 [2 + A*(cos A —

sin A 12t
A‘Ft&ﬂAo —AO
sin A sin A
2 _ 2
A+tanA0—A0>\/4+A(COSA A+tanA0—A0”
sin A 12—
A—l—tanAo —AO
sin A sin A
2 _ 2
A+tanA0—A0)\/4+A(COSA A+tanA0—A0)}

Rigobert Bonne dhnlich “Ptolemaeus II” (2. Jahrhundert A. D.), e.g. Ptole-
maeus’ Geographia (Francesco Berlinghieri, Florenz 1482): &, = 50°N héufig

gewdhlt !
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R=6375km
M 1:250 000000

Abbildung 5-24: Stab-Werner Abbildung

R=6375km
M 1:250 000000

Abbildung 5-25: Bonne Abbildung



Diese Seite ist absichtlich leer
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6 Abbildungen des Rotationsellipsoides auf die Ku-
gel

Forderungen:

Die sphérische Lange ¢ soll linear von der rotationsellipsoidischen Lange L
abhédngen, d.h., daf8 Parallelkreise des Rotationsellipsoides in Parallelkreise

der Kugel tibergehen.

Die sphérische Breite b soll nur von der rotationsellipsoidischen Breite B abhédngen,
d.h., dafs Meridiane des Rotationsellipsoides (Ellipsen als Linien konstanter
Lange) in Meridiane der Kugel (Kreise als Linien konstanter Lange) tiberge-
hen.

Ansatz:
l:lo—l—a(L—LQ)

b= f(B)
L, ist die rotationsellipsoidische Lange eines ausgezeichneten Punktes Fy(Lg, By)
auf dem Rotationsellipsoid

X =o1(U):
X A cos L cos B
Y | = — sin L cos B
7 v1—E?sin" B (1— E?)sinB

grofse Halbachse des Rotationsellipsoides A
kleine Halbachse des Rotationsellipsoides B

erste numerische Exzentrizitit £ = v/ A? — B2/A = /1 — B2 /A2
zweite numerische Exzentrizitit £’ = \/A? — B?/B = /A?/B? — 1

rotationsellipsoidische Lange L und Breite B

U L arctan Y X !
1% B arctan —=(Z/VX? +Y?) =
Metriktensor
ox!T ox?!
GKL =<< GK|GL >= aUKW
oX Acos B
G =Gy, =— = —sin LE LE
{= G L S T prarp | B oL
0X A(l — E? ) . .
Gy =Gp = 3B = _(1 — é2 -~ g)s/z (cosLsm BE;+sin L sin BE,—cos BEg)
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A% cos® B

Egag =< GL|GL >=Gr =G = —— 55
Gauf tlGz LL U T el B

Rotationsellipsoid : | Feaus :=< GL|Gp >=Grp=G12=0

A2(1 — E2)?

Gaaus :=< Gp|Gp >= Gpp = Gay = 1-E? S B)?

Kriimmungstensor

2X 1
Hyp =< Gﬂ% > oder ﬁ[GK,Lv G1, G| “Determinantendarstellung”

G3 = cos L cos BE; + sin L cos BEs + sin BE3 “Flachennormalenvektor”
G1 A G2 82X o aC"K

Gs = =
PTG A Gyl OUKOUE T aUT
—  A’(1-FE*cosB
VG etGre (1 — E2%sin® B)?
0G, 0?°X! Acos B .
S0 - WEI = —\/m(cos LE; +sin LE2)
G, X! A(l1—FE? : : :
302 — 9L0B E; = (1= EZsin? B)2 (smLsm BE; — cos Lsin BEQ)
0G,  0*°X! A(1 - E?) 2 . 9
502 = 9B° E; = (1= cZsin? B)772 ( — cos L cos B(1 + 2E° sin” B)E;4

—sin L cos B(1 + 2E? sin® B)E, — sin B(1 + 2E?sin* B — 3E2)E3)

A(1 — E?)(1 + 2E?%sin® B)
(1 — E2sin® B)5/2

3E?
.(cochos BE; +sin L cos BE; + (1 — 252 e’ B) sin BEg)
0G, oGy
Hy=<G >=< G

11 3|8U1 3 oL

Acos B Acos* B

=— COS. > (cos2LcosB+sin2LcosB):— e —

1— E%sin’ B V1— E?sin’ B
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Hyp =< G3‘% >=< Gg\aacz; >
— T _A£(312 ;152)3/2 (sinLcosLsin Bcos B — sin L cos L sin B cos B)
=0

Hyy =< G3|g§22 >=< G3|88GBB >

A(1 — E?)(1 + 2E?sin® B) ) o
- (1 — E2 SiIl2 B)5/2 (COS B 4+ sin B

1+ 2E%sin’B — 3E2)
1+ 2E2sin?B
A(l — E?)

- (1 — E2sin® B)>/2 (Cos2 B + 2E?*sin® Bcos® B + sin® B + 2E?sin* B — 3E? sin® B)

A(l — E?
- _(1 é2 in? [;)5/2 (1 — E*(3sin* B — 2sin® B cos* B — 2sin* B))
— E2sin

A(l — E?
=0 éz — ;)5/2 (1 — E*(3sin® B — 2sin® Bcos® B — 2sin® B + 2sin® B cos® B))
— E?%sin
A= B _ AQL- B?)
=— 1-F B)=—-
(1 — E?sin® B)5/2 ( S ) (1 — E?sin? B)3/2
0G4 Acos’ B
b =< Golggn ==t = = = =55 5
G
Mcauwg =< Gs\a—U; >=Hyp=Hrp=0
0G Al - E?)
Ngawg :=< G3|—= >= Hyy = Hgp = — .

x = ¢ '(u)

T coslcosb

y | =r | sinlcosb

z sin b
Radius der Kugel r

sphérische Lange ¢ und Breite b

u 14 arctan yx
v b arctan z/v/22 + y?
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Metriktensor

< glg o= dx' Oz
it =< BRIBL 7 5k By
0x )
g =g = 5 r COS b( —sinle; + cosleg)
Ix : o
82 = 8 = 5 = T7COS [sin be; — rsinlsin bey + 1 cos bes

CGaus =< &€ >= gu = g1 = r’cos?b

faaus =< gilg >= g = g12 =0
9Gaus =< 8b|8h >= Gop = goz = 1
Kriimmungstensor

2

0°x 5gk 1
hkl =< gg‘auka 7 >= < ‘ —[gk,l7g17g2]

oul T g

g3 = coslcosbe; + sinl cos bey + sinbes “Flachennormalenvektor”

g1\ g2 Px  Ogy

R N S
Vg =r1%cosb
0
lGaus =< g3|£i >=hyy = hy = —7rcos’ b
ou
MGaus =< g3\— >=hig =hy =0
NGaug ‘=< g3|— >= hoy = hyp, =

Abbildungsgleichungen

l=1ly+a(L— Ly, b= f(B) unbekannt
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Deformationstensor erster Art

ouF ou!
2 _ kgl _ K gr7L
ds* = gpdu”du’ = gkl@UK —8ULdU dU

ouk ol
= 9kl 77777 OUK ol 7L
erste Fundamentalform der Bildfliche

I = ds® = cxdURdU*

ol ool
aul oL " au? ~ oB
ou?  0b ou?  ob ,
ot —or Vo —ap P
o o
Ouk oL 0B a 0
WEaw a | Lo B
oL 0B
ouF oul ol ob
cll—cLL—gkzauL azz = (8L) +g22(8L) falls g12 =0
c11 = e = a*r?cos®b

B ouF ou! (8)(8l)+ (86)( b)
Clg =CLB = gkl@L@B = J11 oL 0B 922 9L’ OB

ci2=crLp =10

ou® oul ol ob
Co2 = CBB = Gkl 8UB 82 gu(aB) +922(8B) falls g12 =0

Cog =CBB =T flz(B)

falls g1o =0

a*r? cos? b 0
CKL = )
0 r2f*(B)
Hauptstreckungen
W a*r? cos? b (1— E2sin? B)|/? ar cos b
M A2 Cos2 B N cos B

rf(B) r db

/ R 311/2 __ -
022/G22 ) (1 E~s B) ] = Vi = M dB
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Kriimmungstensor

Rotationsellipsoid

G, G,
Grad Gs = —HG™! =K
G G
2x1 2x2 2x1

K := —HG ™! heifit GauBlscher Kriimmungstensor, hier des Rotationsellip-
soides

A A(l — E?)
V1— E?sin’B’ " (1 - E2sin® B)3/2
Querkriimmungsradius Meridiankriimmungsradius
! 0
K HG™ N ! !
= — et K1 = — Ko — —
1 ) 1 N s 2 M
0
M
G1 IilGl
X X
GrangzK = ,Gl_g—L,GQ gB
G2 K,QGQ
Kugel
81 81
grad g3 = —hg™! =k
g2 g2

1
+= 0 1
r
1 T
0 +-
r

r ist gleichzeitig Kriimmungsradius der Kugel

g1 R1g1 Ox Ox
gradg?’:k = 7g1:avg2:%
g2 K282
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Deformationstensor zweiter Art

ot ou
oUL UK

11 .= hkldukdul = hkl

ouk oul

dKL._hkl&[]—KW’
Qul ol _ o Ol
out oL Y au? T 9B
o b o o,

ot oL Vaz o P

ool
OuF oL OB a
0 f'(B)

IT = dg dUKAU*

0

R V)
oL 0B

our o' ol ob

822 812 = hll(&L) + h22 (—)2 falls h12 =0

oL
diy = dy; = —a’rcos®b

dll = dLL hkl

ouF ou! ol . 0l ob . 0b
3L 9B hl(ﬁ_L)(a—B)+h (8L)(8B)faush12_0

dip =drp =0

dio = drp = hy——

our ouk al 0b
OB 83 hll(aB) + h22(8B> falls hlg—o

dyy = dpp = —7’f/(B)2

dys = dpp = hu—7

—a’rcos® b 0

dgr =
{ 0 —rf?(B)

Eigenwerte

a?r cos? b
A H 1— E2sin’B
a1 = \/di/Hyy = \/ACOSQBV sin

2
i\o = \/dos/Hzp = \l /&%(Z)z)(l — E?sin® B)*/2
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6.1 Konforme Abbildung des Rotationsellipsoides auf die Ku-
gel

Forderung der Konformitat:

A1:A2:>

db
arcosb\/—. "iB .
1— E2sin* B = —42 (1 — E?sin® B)*?
Acos B S A(l—E2)( sin” B =

db B 1— E? a
cosb 1— E2sin? Bcos B

Standardintegrale

(i)

db

=1Int n(z+é) =:
cosh A 4 2 — 4

sphiirische isometrische Breite

(i)

/ 1— E? dB
1 — E2sin® B cos B

Partialbruchzerlegung

1— E? 1 1 E FEcosB Ecos B

1—EzsinchosB:cosB_§(1+EsinB+1—EsinB)
/ 1 — E? dB Int (7T+B) E1 1+ EsinB
=Intan(—-+ =) - =In ————
1 — E2sin® Bcos B 4 2 2 1—FEsinB
1—FEsinB T~ B

=In |[(—=2")E2¢an(= + 2| =:

T ) Mg =

ellipsoidische isometrische Breite
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) A @2):

B aE1 1+ FEsinB

Int (W+b) Int (W+ ) n +alnc
an| — — ) = ntan(— — S ——— a In
pranty T/ =« 1 2 "1_EsnB

oder

g=a(Q+k), k=Inc, c= expk

¢, k sind Integrationskonstanten !

Festlegung der Integrationskonstanten

Die Unbekannten (a, ¢, ) sind noch festzulegen !

1. Alternative geméfs Vorschlag C.F. Gauf3 (1822):

Im ausgezeichneten Punkt (sog. Fundamentalpunkt) Py(Lo, By) soll r = N(By) =
Ny gleich dem Querkriimmungsradius sein, d.h.

A
\/ 1— E2 sin2 BQ

2. Alternative gemafs Vorschlag C.F. Gauf3 (1844):

T:N(]:

Das Vergrofierungsverhdltnis um einen ausgezeichneten Punkt (sog. Funda-
mentalpunkt) P (Lo, By) soll moglichst langsam wachsen:

1 d?InA

dIn A
bo< B 0>+§< db? )‘bo

InA=InAy+( 7 )

(b—bo)* +O((b—by)?)

Postulate:

(i) Ao = 1: Im ausgezeichneten Punkt, dem sog. Fundamentalpunkt,
soll die Abbildung lingentreu sein !

= In A(] =0
(i) (nA)(b) =0

(i) (InA)"(b) =0
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Die Postulate 1., 2., 3. fordern, daf$ In A im ausgezeichneten Punkt, dem sog.
Fundamentalpunkt, eine horizontale Wendetangente besitzt.

In A (In A)' (In A)"

A A

AN 4

Abbildung 6-1

Detailrechnung;:
ar cos b arcosb
Hauptstreckung A = Acos B - N (B) cos B
V1— E2sin’B

Querkriimmungsradius N (B)

(konforme Abbildung Rotationsellipsoid = Kugel)

Die Abbildungsgleichungen (L, B) — (I, b) lauten

I =lo+a(L — L)

+3) =" [tan(f + )] (FEEH)"”

| N
a = cos By ﬁ(;—l—tanzBo = \/1+E’2(:OS4BO

fban(Z + 20yp1/a

tan(7

. 19 _exp(qo/a)

o ]_—ESiIlBQ E/2 ™ BQ o eprO
- 0 tan(— + =2
(1+EsinBo) an(y + 5

1
Inc = —(qo —Qo
a
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| M,
tan by = FO tan By
0

Relativ zu dem langentreu abgebildeten Fundamentalpunkt Fy = P(Ly, By) —
po = p(lo, bo) erfiillen die drei Postulate an die Hauptstreckung A(By) im Fun-
damentalpunkt, namlich Ay = 1, A = 0, Aj = 0! Der Kugelradius betragt

r = \/M()N(]

Beweis:

1. Postulat: Ag = 1

ar cos by Ny cos By
0 Ny cos By " a cos by
A

2. Postulat: Aj = 0 < (InA); 0

=1,

InA =Inar +Incosb — In[N(B) cos B|

dlnA _ sinb  N'(B)cosB— N(B)sinBdB 1
db cosb N(B) cos B db
A AE?sin B cos B
NB - N’B =
(B) V1—E?sin’B’ (B) +(1—E2sin2B)3/2 —
dB _1-E’sin® BcosB  N(B) cosB
db  1—E? acosb M(B)acosbh ]
dln A __sinb_l_ sin B — tanb+ sin B
db~ cosb acosb acosb

(In A)'(by, By) = 0 <= asinby = sin By
3. Postulat: Aj =0 <= (InA)j =0

B
dQInA:_ 1 +acosbcosBOClZ—b+asinbsinB
db? cos? b a?cos?b
d?>In A 1 1 . . 1 dB
e __COS2b[1_ESIHb&nB_ECOSbCOSB%]
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d*In A 1 — E%sin® B
%(bo, By) =0 <= acosby = \/# cos By
Zwischenergebnisse
Ny cos By
l.r=——
a cos by

2. asin by = sin By

E? B | N,
3.acosby = ay/1 —sin?by = \/$COSB(): ﬁocosBo
0

I. Kombiniere 1. und 3. und finde

A cos By 1 _ AV1 - E? —\/ﬁ
a cos by /1_Ezsin2BO_1—E25in2Bo_ 0710

II. Kombiniere 2. und 3. und finde

1— E? | My
tan bo = \/TSHPBO tan BQ = FO tan BQ qed

III. Kombiniere 2. und 3. und finde

Ny / Ny
a= \/sm By + ﬁo cos? By = cos Byy/tan? By + ﬁo q.e.d.

Beispiel: falls Ny/My = 1,danna =1

q.e.d.

IV.Lose die Abbildungsgleichung am Fundamentalpunkt F, =
P(Ly, By) nach der Integrationskonstanten ¢ auf, um zu finden

b
o tan(% + %) N

(%)awz tan®(% + %)

[tan(§ + &))"/

C= T — q.e.d.
(o)™ tan( + 3)
Hauptstreckungen
MoNycosb
A=A =A= WOCOBS , a siehe oben
cos

T B 1—-FEsinB g T
o a o [ Y ¢ /2 _
b = 2arctan (c [tan(4 +—2 )] (1+EsinB) ) 5
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6.2 Fliachentreue Abbildung des Rotationsellipsoides auf die
Kugel

Forderung der Flachentreue:

A1A2: 1 -

db
ar cosb . "IB .
V1—E2sin? Bx —%B___ (1 — F?sin? B)%? =1
Acos B S A(l — Ez)( sin” B)

1 dB
% cos bdb = —
mes a (1 — E?sin® B)2

A%(1 — E*)cos B

Integral bei Kegel: Lambert konform (s. auch Kap. 5.4.3)

cos B
1 — E2%sin’ B)2

A?
2 2
rsmb—a(l E)/< dB +c¢

A:g—B:>—dA:dB

c:=0

—In

_/ sin A A cos A N 1 1+ EcosA
(1 — E%cos? A)? 2(1— E?cos?A)  4F 1 — EcosA

sin B L 1 | 1+ EsinB
JES— n -
2(1 — E?sin?B)  4F  1—EsinB

s. flichentreue Kegelabbildungen (s. auch Kap. 5.4.3)

sin B 1 1+ FEsinB
In

2sinb = A*(1 — E? 1E "1-EsnB
ar® sin ( ) 2(1—E25in23)+4E 1—-FEsinB
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A? sin B 1 1+ FEsinB
inb="_(1- E? Sl Pl it
o ( Jsa— s P IEM T Esn B

ar?

”authalic latitude b” (O.S. Adams (1921 p.65), J.P. Snyder (1962 p.19))

Casel:A=r, a=1

Case 2: gleiche Oberfldche

1 1—E? 1+ F
drr? = 47 A? | = + In *
2 4F 1-F
1 1-E? 1+FE
2= _A%1 1
==yt e Mo E
sin B n 1 1+FEsinB
o1 on 1— F?sin®>B | 2FE1— EsinB
smb—a(l E?) 1+1—E21 1T E
n
2F 1—-F
eg.a=1
db
ar cosb sy 3
A = V1= E2sin? B, Ay = —A4B___(1 — 24in? B)3
1= 1o B sin® B, A, A(l—EQ)( sin® B)2
db 1 1 A%(1 - E?
( ) cos B —

dB acosbr? (1 — E?sin® B)?

:ACOSBl(l—EQSiIPB)_%:lACOSB 1
acosbh r a rcosb v/1— E2?sin’ B

Ay
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8 Software

8.1 Freeware, Shareware

Microcam for Windows (PC): http:/ /www.ilstu.edu/microcam/

Amiglobe (PC): http:/ /www.uni-stuttgart.de/gi/education/kapro/amgb2001.zip
GMT (Unix, PC): http://gmt.soest.hawaii.edu
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8.2 Lizensiert

Matlab mit Mapping Toolbox (PC): CIP-Pool Studiengang Geodasie und Geo-
informatik
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