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0. Einleitung

Im Zeitalter der hochgenauen Satellitengeodasie miissen die geoditischen Mefloperatio-
nen relativistisch modelliert werden. Im Rahmen dieser Arbeit soll ein gingiges Verfah-
ren, die Phasendifferenzmessung, niher untersucht werden. Dabei besteht die klas-
sische Vorgehensweise im folgenden:

i) Ermittlung der Zeitdifferenz aus der gemessenen Phasendifferenz,
d.h. der Differenz zwischen dem empfangenen Signal u. dem im
Empfanger generierten Bezugssignal.

i. ) Ermittlung der 3—Koordinatendifferenz aus der Zeitdifferenz

Dagegen erfordert eine relativistische Vorgehensweise folgendes:

i) Die Bahn der Satelliten mufl hochgenau relativistisch modelliert
werden. Dabei wird der Satellit bei Abwesenheit von nicht
gravitativen Kriften als frei fallender Massenpunkt im
Gravitationsfeld der Erde und der anderen Himmelskorper
betrachtet.

ii. ) Das vom Satelliten gesendete bzw. das Empféngersignal werden
von Oszillatoren generiert, die sich sowohl im Bezugssystem
bewegen (speziell relativistischer Effekt), als auch dem Einflufl des
Gfrfavit)ationsfeldes unterworfen sind (allgemein relativistischer
Effekt).

iii.) Das vom Satelliten ausgesandte Signal ist sowohl dem Einfluf} des
Gravitationsfeldes als auch des Mediums unterworfen. Der Einfluf}
des Mediums kann dabei wiederum unterteilt werden in:

i) Materialeigenschaften des Mediums beziiglich Refraktion und
Dispersion
ii.) ortsabhingige Geschwindigkeit im Bezugssystem

Nachfolgend sollen die drei angesprochenen Effekte beschrieben und in ihrem Einfluf}
auf die Phasendifferenzmessung untersucht werden.

Wir starten dabei mit der Signalausbreitung im gravitationsfreien Raum, wozu wir die
Gesetze der klassischen Elektrodynamik (in den Maxwellschen Gleichungen zusammen-
gefaBt) bendtigen. Dabei modellieren wir die Signalausbreitung zunichst beziiglich des
Ruhesystems eines isotropen Mediums, um anschlieflend die Modellierung fiir dazu
bewegte Inertialsysteme anzugeben. In Kapitel drei beriicksichtigen wir den Einfluf} des
Gravitationsfeldes auf elektrodynamische Systeme, wobei wir davon ausgehen, daf die
dynamischen Variablen, die das elektromagnetische Feld beschreiben, nicht direkt an
das Gravitationsfeld ankoppeln. Diese Art der Kopplung wird auch als Prinzip der
minimalen Kopplung bezeichnet und hat zur Folge, dafl das elektromagnetische Feld
und das Gravitationsfeld lediglich iiber die kovariante Ableitung gekoppelt sind. Neben
der Signalausbreitung untersuchen wir das Verhalten von bewegten Oszillatoren im
Gravitationsfeld, das schlieflich als Uberleitung zu Kapitel vier, der relativistischen
Phasenmessung, dient. In diesem Kapitel vergleichen wir die Beobachtungsgleichung
fiir die Phasendifferenzmessung, wie sie aus einer relativistischen Betrachtungsweise
resultiert, mit der in der Satellitengeoddsie iiblichen Form, der eine Newtonsche Be-
trachtungsweise zugrundeliegt. Abschliefend geben wir in Kapitel fiinf numerische
Abschétzungen fiir die in ii.)-iii.) angesprochenen Effekte an. Wir beschrinken uns
dabei auf den Fall des Vakuums und verweisen zur Diskussion des Einflusses des
Mediums auf (Stécker—Meier 1988).



1. Definition der Bezugssysteme

1-1. Das Lokale Inertialsystem

Im Rahmen der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird das Lokale Inertialsystem einge-
fithrt, das wir dadurch definieren, daf in seinem Ursprung der Einflul des Gravitations-
feldes lokal wegtransformiert wird.
Der Ursprung des e—Systems wird
A emif nebenstehender Skizze in das

S frei fallende Geozentrum gelegt, wih-
rend wir die Basis dieses Systems
{ enengnes }
& fs \

wie folgt angeben:

Der erste Basisvektor zeigt in Rich-
tung des mittleren Friihlingsdquinok-
tiums, wihrend der dritte Basisvektor
in Richtung der Rotationsachse der
Erde zeigt. Der zweite Basisvektor
wird schliefllich so gew#hlt, dafl der
rdumliche Anteil der Basisvektoren
ein sog. Rechtssystem in dem Sinne
bildet, daf fiir die Skalarprodukte der
Einheitsvektoren

0

<ei | gj > = i,j =1,2,3
1

Abb. 1.1: Definition des e- und des
f* -Systems (L1)

gilt. Fiir die zeitliche Komponente der Basisvektoren vereinbaren wir, daf

< &4 l €4 > = [—1 ‘ (1.2)

erfiillt ist und erhalten somit fiir die Darstellung des 4—Ortsvektors beziiglich der
{ e1,€2,€3,84 }—Basis

= xl 2 3 4 '
x = xle; + x%e; + x3e3 + xteq. (1.3)

Das o. g. Bezugssystem ist bei der Berechnung von Satellitenbahnen von Bedeutung,
wahrend fiir die Zwecke der geoditischen Positionierung ein erdfestes, d.h. mitrotieren-
des Bezugssystem eingefithrt wird.

1-2. Das erdfeste f—System

Der Ubergang vom Lokalen Inertialsystem auf ein mitrotierendes Bezugssystem 1ifit sich
im Allgemeinfall folgendermafien darstellen
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wobei wir in g und £ die Basisvektoren {e; ,e3 ,g3} bzw. {f1,f2 ,f3} zusammengefafit

?aben, R bedeutet eine Rotationsmatrix. In Kapitel fiinf werden wir uns auf den Sonder-
all

R = Ra(uwt) (1.5)
beschrinken, der riumliche Anteil des Rotationsvektors nimmt dabei folgende Form
w=wi (1.6)

an. Aufgrund der in Gleichung (1.4) gemachten Vereinbarungen stellen wir fest, daB die

Koordinatenzeiten des e— und des f —Systems identisch sind. Fiir die Darstellung des
4—Ortsvektors vereinbaren wir

x=yif1 4y + y33 + (ct)fs. (1.7)

*
1-3. Das erdfeste f — System

Ein auf der Erdoberfliche ruhender Beobachter fithrt zur Beschreibung der
Raum—Zeit—Ereignisse folgendes
Bezugssystem ein:

Der dritte Basisvektor zeigt dabei in
Richtung der Lotlim’i, der erste Ba-

sisvektor steht auf £ 3 senkrecht und

liegt in der astronomischen Meridian-
ebene, d.h. er verliuft nach astrono-
misch Nord. Der zweite Basisvektor
wird so gewdhlt, dafl die rdumliche
Basis zu einem sog. Linkssystem ver-
vollstdndigt wird. Ein 4—Ortsvektor
138t sich beziiglich der

* k% % _
{f1,£2,£3,£4}—Basis folgendermafen

darstellen

* * * *
x = 241 + 2302t 235 + 2L
‘Abb. 1.2: Definition des topozentri- (1'8)

schen f*~Systems _ zlr{: n Zg£:+ z3£: + (‘,ngj ’

. - . 3 *
und wir bemerken dabei, dafi die Koordinatenzeit des f —Systems durch eine im Topo-
*
zentrum gelagerte Uhr definiert wird, dhes giltt = 7.



2. Spezielle Relativititstheorie

In Kapitel zwei beschreiben wir die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem
inhomogenen, refraktiven und dispersiven Medium. Wir vernachlédssigen dabei den Ein-
flufl des Gravitationsfeldes, den wir erst im dritten Kapitel berticksichtigen.

Wir schreiben sidmtliche 4—Vektoren beziiglich der in Abschnitt (1-1.) definierten
{e1,e2,€3,64}—Basis an und beschrinken uns auf kleine Raum—Zeit—Bereiche, fiir die wir

das Gravitationsfeld vernachlissigen kdnnen.

Die Beschreibung elektromagnetischer Phinomene erfolgt im Rahmen der Speziellen
Relativitdtstheorie im Pseudo—Euklidischen Raum oder dem Minkowski—Raum, dessen
Metrik wir am Anfang dieses Kapitels definieren. Darauf aufbauend fithren wir wichtige
Begriffe, wie die anholonome Eigenzeit, die holonome Koordinatenzeit und schliefllich
die Vierergeschwindigkeit, ein.

Im Abschnitt 2—2. formulieren wir mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen die soge-
nannte Eikonalgleichung der geometrischen Optik im Ruhesystem des Mediums, um
schliefllich eine kovariante Form dieser optischen Grundgleichung anzugeben.

2—1. Die Metrik des Minkowski Raumes

Im vierdimensionalen Raum, dem sog. Minkowski—Raum, definieren wir den infinitesi-
malen Raum—Zeit—Abstand

ds? = —(cdr)? = (dx1)2 + (dx?)? + (dx3)? —{cdt)? (2.1)

oder
ds? = nuydx”dxy = 6u;dxudxy, (2.2)

indem wir die Einsteinsche Summationskonvention iiber zwei gleichlaufende Summa-
tionsindices anwenden. Griechische Indices laufen von eins bis vier, lateinische von eins
bis drei. Diese Konventionen werden wir im Rahmen dieser Arbeit beibehalten. Fiir den
Fall, daf} diese keine Anwendung finden, werden wir darauf hinweisen.

Das oben auftretende 4—Skalar 7, die anholonome Koordinate bzw. Eigenzeit, stellt
nichts anderes dar, als die Zeitanzeige einer Uhr, die sich im Ruhesystem eines im Min-
kowski—Raum bewegten Beobachters befindet. Diese Uberlegung kénnen wir dadurch
nachvollziehen, indem wir bemerken, dafl ein bewegter Beobachter sich selbst als ruhend
betrachtet und lediglich die infinitesimale 4—Koordinateninderung —cdr, d.h. die Zeitan-
zeige seiner bewegten Uhr, feststellt. Die holonome Koordinate, die Koordinatenzeit f,
ist die Zeitanzeige eines Beobachters, der zur Beschreibung des 4—Ereignisses, der Uhr-
bewegung, das 4—Koordinatendifferential (dx!,dx2,dx3,cdt) einfiihrt.

Die Vakuumlichtgeschwindigkeit wird im Rahmen dieser Arbeit durchweg mit c bezeich-

net, 5015 bedeutet das Kroneckersymbol(dsq ist minus eins), womit sich die kovarianten
Komponenten des Metriktensors folgendermaflen anschreiben lassen,

1
My = { 11_1}. (2.3)



Das Raum—Zeit—Intervall wird iiblicherweise eingeteilt in

— raumartig: ds?z > 0
— lichtartig: ds2=0
— zeitartig: ds? < 0.

Die Komponenten der 4—Geschwindigkeit sind folgendermaBen definiert

u® = ((dx!/dr),(dx?/dr),(dx3/dr),(dx4/dT)), (2.4a)

womit wir unter Zuhilfenahme des Weg—Zeitelements den Betrag der 4—Geschwindig-
keit

1% = < ufe |uyg > =—c? (2.4Db)

unmittelbar ablesen konnen.

2—2. Elektromagnetismus

Dieser Abschnitt soll eine, in Bezug auf unsere Thematik, in sich konsistente Diskussion
ermoglichen. Zur Beschreibung der Ausbreitung einer elektromagnetischen Welle bens-
tigen wir die Maxwellschen Gleichungen, die wir zunichst in der Notation der Vektor-
rechnung und Vektoranalysis des dreidimensionalen Euklidischen Raumes angeben, um
anschlieflend diese Gleichungen in &dquivalente Tensorgesetze im vierdimensionalen,
Pseudo—Euklidischen Raum anzugeben.

Die Formulierung physikalischer Gesetze als Tensorgesetze im Pseudo—FEuklidischen
Raum bedeutet deren Vertrdglichkeit mit der Speziellen Relativitatstheorie. Diese Vor-
gehensweise, angewendet auf die Maxwellschen Gesetze, wird auch als kovariante
Formulierung der Elektrodynamik bezeichnet, und bedeutet, daf diese in allen Inertial-
systemen diesselbe Form annehmen. Wir werden den Begriff der kovarianten Formulier-
ung physikalischer Gesetze in Kapitel drei auf allgemeine Bezugssysteme erweitern und
halten zunichst folgende Definition fest:

Alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt, da in diesen die physikalischen Gesetze,
angeschrieben als Tensorgesetze im vierdimensionalen Pseudo—FEuklidischen Raum,
diesselbe Form haben.

2—21. Die Maxwellschen Gleichungen

Den angegebenen Gesetzen liegt das GauB—Finheitensysstem (vergl. Lehrbiicher zur
Elektrodynamik, wie z.B. Jackson 1975 p. 818, Tabelle 2) zugrunde, wobei wir die in
Abschnitt 2—1. eingefiihrten 4—Koordinaten (x!,x2,x3 bezeichnen den riumlichen Anteil,
x4=ct den zeitartigen Anteil des 4—Ortsvektors) beibehalten.

Die grundlegenden Gesetze der Elektrodynamik lassen sich in vier Gleichungen



zusammenfassen, wobei wir diese in differentieller Form anschreiben

d;1Di = 4mp ——<V | D>=4m (2.5)
€jx0jHyx = 47/cji+1/co:D; ——< Vx> =dr/cj+1/coD (2.6)
€i5x0iEx+1/coBi = 0 ——<VxE>+1/cHB=0 (2.7)
5iBi =0 —< 7| B>=0, O (29)

dabei haben wir zundchst den Levi—Civita—Tensor, hier mit ¢ bezeichnet, eingefiihrt.
Zur Definition verweisen wir auf Standardlehrbiicher zur Tensoranalysis (wie z.B. Kling-
beil 1966, p.68). Die in der obigen Gleichung auftretenden Intensititsgrofen (vergl. z.B.
Meetz—Engl 1980, p.199) haben wir mit E;, fiir das elektrische Feld, und mit Bj, fiir die
magnetische Induktion bezeichnet, wihrend die QuantitidtsgréBen durch Dj, fiir die elek-
trische Verschiebungsdichte, und Hj, fiir die magnetische Feldstirke, dargestellt werden.
Die felderzeugenden GroéBen werden durch die Ladungsdichte und die Stromdichte, je-
weils mit p und j; bezeichnet, repriasentiert, die sich wiederum fiir die weitere Diskussion
zu einem 4—Vektor

3o = (jipo) (2.9)

zusammenfassen lassen. ‘

Die Gleichungen (2.5)—(2.8) kénnen wir auch als Tensorgesetze im vierdimensionalen
Pseudo—Euklidischen Raum angeben, wobei wir zunichst den Faraday—Tensor (vergl.
z.B. Grafarend 1984)

0 B3 -By Ei]
Fog= | o0 0 Bu Bl (v =123,) (2.10)
Bz —B1 0 E3
—E; -E; —-E3 0
bzw. unter Ausnutzung seiner Tensoreigenschaften
0 B3z By —E;]
Faﬂz naﬂ'nﬁVF V= —Bg 0 B1 —Ez (211)
# B, -B; 0 -Ej
Eiy E; E; 0

einfiithren und damit die homogenen Maxwellgleichungen (2.7) und (2.8) folgendermafien
darstellen

F F = 0. .
aﬂ,7+ ﬂ'r,a+F7a,ﬂ 0 (2.12)

Das auftretende Komma stellt die partielle Ableitung nach der jeweiligen Komponente



dar, wobei obige Gleichung durch die Definition des 4—Potentials

Fo=A,,—4,, (2.13)
automatisch erfiillt ist.
Durch Definition des Maxwell-Tensors
0 H; —H, D]
g, = | M O Hi D (2.14i)
H H, —H; 0 Dj
—D; =Dy =D3 0
bzw.
0 H; —H; —D; ]
g = |~Hs O Hy-Dy (2.14ii)

Hy, —H; 0 -Dgj
+D; +D2 +D3 O

erhalten wir ein zu den inhomogenen Maxwellgleichungen (2.5) und (2.6) dquivalentes
Tensorgesetz

GH, = 4x/cit, (2.15)

wobei wir die Definition der 4—Stromdichte aus Gleichung (2.9) benutzt haben.

2—22. Die Materialgesetze

Um das gekoppelte Differentialgleichungssystem (2.5) bis (2.8) bzw. in seiner tensoriel-
len Formulierung (2.12) und (2.15) l6sen zu konnen, haben wir ferner den funktionalen

Zusammenhang zwischen den Intensitdtsgrofien und den Quantitétsgréfien zu beachten,
der im Allgemeinfall

G, = GW(FO‘ﬂ) (2.16)

lautet und verweisen auf Lehrbiicher zur Elektrodynamik (z.B. Jackson 1975, p.14).
Wir wollen uns im Rahmen dieser Arbeit auf linear reagierende Medien beschrinken und
erhalten somit folgenden Zusammenhang mit Gleichung (2.13)

— (470 = T0A -
Gap = (Xap Tyl = Xoplhs A0 92 = Xophsy (217)

die dabei auftretenden Koeffizienten ng bezeichnen eine Tensordichte vierter Stufe

(2—fach kovariant, 2—fach kontravariant) und beschreiben die Materialeigenschaften des
Mediums. Wir werden ‘deshalb die auftretenden Koeffizienten als Komponenten eines



antisymmetrischen Materialtensors auffassen. Diese Antisymmetrie erklart auch das
Auftreten des Faktors 1/2 in der obigen Gleichung.
Im Ruhesystem eines isotropen Mediums gilt der bekannte Zusammenhang zwischen der
jeweiligen Intensititsgrofe und der Quantititsgrofe

H; = —1— - By =1/uB;i bzw. D3 = eoer(xi)Ei = ¢E;, (2.18)

poptr(x?)

wobei wir mit ex(x") die relative Dielektrizitéit und mit pu(x') die relative Permeabilitit
bezeichen. Wir fassen unser Medium als inhomogen und stationir auf, das wir durch die
Abhéngigkeit der oben eingefiihrten Gr68en von den ridumlichen Komponenten des
4—Ortsvektors zum Ausdruck bringen. Die Gleichungen (2.18) kénnen aus (2.17) unter
Zuhilfenahme des Materialtensors hergeleitet werden, dessen Komponenten wir in Tab.
2.1 beziiglich des Ruhesystems eines isotropen Mediums zusammengefafit haben. Fir
diesen Sonderfall wollen wir die Maxwellschen Gleichungen auswerten, wobei wir voraus-
setzen, daB wir uns im gquellenfreien Raum befinden, d.h. die Komponenten der
4—Stromdichte verschwinden.

6 12 13 14 21 23 24 31 32 34 41 42 43

12 1/p ~1/n
13 1/p ~1/u

21 | -1/p 1/p
23 1/ —1/p

31 —1/p Yp
32 —1/u 1/

4] —€ €
42 —c €

Tab. 2.1 Komponenten des Materialtensors

2—23. Wellenausbreitung im inhomogenen und iﬁgtropen Medium

Mit den o.g. Vereinbarungen lassen sich unsere Maxwellgleichungen im ladungsfreien
und nicht leitenden Medium gem&8 den Gleichungen (2.18) und (2.5) bis (2.8) folgender-
mafen darstellen

<YxE>=-1/c ;B (2.19)
<VYxH>= 1/c 8(¢E) (2.20)
<V|D>= 0 (2.21)
<V|B>= 0, (2.22)

10



wobei wir zur weiteren Umformung das stationire Brechungsfeld gemi8

n=1n(x) = ey

einfithren. In Analogie zur Wellengleichung im homogenen Medium (vergl. z.B. J ackson
1975, p. 270) formulieren wir nun folgenden Ansatz fiir das elektrische Feld

F(x) = E(x)el (W 0)(L(x)—cat) (2.23)
bzw. fiir die magnetische Feldstirke

H(x) = é(ﬁ)ei(w/c)(L(;vc)—CAt)’ (2.24)

dabei bedeuten ,E::‘(?S)’ .}:I(?S) die von den rdumlichen Komponenten des 4—Ortsvektors
abhéngigen, komplexen Amplitudenfunktionen, wihrend die skalare Funktion gemi8

(x1)q
(w/c)L(x) = ky(xd)dx! (2.25)
(x1)B

definiert ist. Die dabei auftretenden rdumlichen, kovarianten Komponenten des 4—Wel-
lenzahlvektors

k= (i(xd) (o) (1) —u0/) (2.26)
stellen im Gegensatz zum homogenen Fall keine konstanten Groflen dar. Mit Hilfe der
Gleichungen Fz.z3) bis (2.25) konnen wir die Phase bzw. das Eikonal folgendermafen
angeben

ap

¢ = (w/c)(L(x)—cat) = f ki(xd)dx! — (w/c)cat =
(x1)B
® U
(x)a (x7)q 5 (2:27)
f k dx” = ——dx”

v v ® ox”

(x")B (x")B

und erhalten aufgrund der letzten Umformung folgende Beziehung zwischen dem Vierer-
gradienten der Phase und dem 4—Wellenzahlvektor

k i
paemd . 2'28
e — (2:29)

11



Indem wir unseren Ansatz (2.23) u. (2.24) in die Gleichungen (2.19) bis (2.22) einsetzen
und die Eigenschaften des Nabla—Operators ausnutzen (vergl. Lehrbiicher zur Vekorana-
lysis oder mathematischen Physik wie z.B. Arfken 1985, p.33), erhalten wir folgendes
Differentialgleichungssystem (Born u. Wolf 1967, p.111)

- - A -
<VLxE>—pH=i <VxE> (2.29)
2T
R - A -
<VWLxH>+ €eE=i <VxH> (2.30)
27 "
~ A - Ve -
<VWL|E> =i {<E| >+ <V |E>} (2.31)
27 €
. A . .
<JL|IH> =i {<H| >+ <V |H>}H (2.32)
27 7

Die Vakuumwellenlinge haben wir dabei mit Hilfe der Beziehung

(c/w) = A/(27) (2.33)

eingefiihrt, i stellt die komplexe Zahl y~1 dar.
Die rechten Seiten des obigen Differentialgleichungssystems kénnen wir unter den folgen-
den Voraussetzungen

I gell A Fye A
<<1 , <<1 (2.34)
€ 27 7 27
<y H> A <YU|E> A
<<1 <<1 (2.35)
" 2 - 2
g T IE I "

vernachldssigen. Obige Voraussetzungen treffen um so besser zu, je kleiner die Wellen-
linge, verglichen mit der relativen Anderung des Mediums bzw. der Amplitudenfunktion
ist und werden daher auch als die Voraussetzungen der geometrischen Optik bezeichnet.

Werden die obigen Forderungen erfiillt, so kénnen wir in Gleichung (2.30) mit Hilfe von

(2.29) die Amplitudenfunktion H eliminieren und erhalten zundchst durch Anwenden
bekannter Vektoridentititen

(UiH< TL | B> =< 1L | TL>E} + B =0,

woraus wir mit Hilfe der Gleichung (2.31) als nichttriviale LOsung unserer
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Bedingungsgleichung (ﬁ) = Nullvektor besitzt keine physikalische Signifikanz)

<VL|§L>=eu=n? (2.36)

erhalten. Obige Gleichung wird in den Lehrbiichern der Optik (Born, Wolf 1967 p.112)
als Eikonalgleichung der geometrischen Optik bezeichnet, deren Giiltigkeitsbereich wir
in den Gleichungen (2.34) und (2.35) zusammengefafit haben, und die wir mit Hilfe von
(2.27) umformen kdnnen

<YL | YL > = (c/w)’< 14 | Y4 > = (c/w)%kik; = n2 (2.37)

Zunichst bemerken wir, daf obige Gleichung eine partielle Differentialgleichung erster
Ordnung fiir die Phasenfliche darstellt. Des weiteren kdnnen wir die Gleichung physika-
lisch interpretieren, indem wir den 3—ortsabhingigen Wellenvektor in eine Reihe ent-
wickeln

ki(3d) = k'8 + (0kY/8x™)'B(x™ — x™8B) (2.38)
und in Gleichung (2.37) einsetzen. Dabei bezeichnen wir mit 'S den jeweiligen Entwick-

lungspunkt. Betragen sich die rdumlichen Komponenten des Verschiebungsvektors in der
Groflenordnung der Wellenldnge

Ax™ = x" —x™B e~ ) (2.39)
so erhalten wir unter der Bedingung, daf}
I kiw'® I kin'® |

Ax™ A<<1 (2.40)
Ikl I ki'®

gilt, die Eikonalgleichung fiir den homogenen Fall
kiB ky'B ~ n2(w/c)2. (2.41)

Dies 148t wiederum den Schluf zu, daf} sich unser Feld im Rahmen der Approximation
der geometrischen Optik lokal durch ebene Wellen beschreiben 14fit, wihrend die Pha-
senflichen zu einem vorgegebenen Zeitpunkt(t=const.) als Folge von Ebenen mit ortsab-
hingigem Normalenvektor dargestellt werden konnen. Wir verweisen an dieser Stelle auf
eine weitergehende physikalische und geometrische Interpretation in Abschnitt 3—41.
bzw. auf die Abb. 3—1..

Im nichsten Abschnitt wollen wir uns den mathematischen Eigenschaften der Eikonal-
gleichung zuwenden und dieses Gesetz in eine mit der Speziellen Relativitdtstheorie
konsistente Formulierung anschreiben.

2—24. Die Lorentzinvariante Formulierung der Eikonalgleichung

Am Anfang dieses Kapitels haben wir bemerkt, dal die physikalischen Gesetze mit der
Speziellen Relativitdtstheorie konsistent sind, falls sich diese als Tensorgesetze im Min
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kowski—Raum anschreiben lassen. Dies ist jedoch bei der im vorigen Abschnitt
erhaltenen Eikonalgleichung (2.37) nicht der Fall, wie wir durch eine Umformung leicht
zeigen kénnen

kiki — (ZJ/C)2 = kik; + kqkt = EBEB = (-(;)-/C)z(n2 -1), (2.42)

wobei wir die Definition (2.26) des 4—Wellenzahlvektors angewendet haben. Die quer-
gestrichenen Groflen in der obigen Gleichung haben wir zur Verdeutlichung eingefiihrt,
daB die Zusammenhinge des vorigen Abschnitts im Ruhesystem des Mediums hergeleitet
wurden. '

Die linke Seite der obigen Gleichung konnen wir als Skalarprodukt zweier 4—Vektoren
darstellen, wihrend die rechte Seite aufgrund der Eigenschaften von k4 keinen Lorentz-
skalar darstellt, d.h. unsere Eikonalgleichung ist aufgrund der Voraussetzungen (2.18)
nur im Ruhesystem des Mediums giiltig, wobei das Ruhesystem wiederum ein Inertial-
system darstellt. Das Ruhesystem des Mediums ist also gegeniiber den anderen Inertial-
systemen ausgezeichnet.

Um die rechte Seite der obigen Gleichung als Skalarprodukt zweier Vierervektoren an-
?chreiben zu konnen, definieren wir das Differential der Phase mit Hilfe der Gleichung
2.27

d¢ = Ryd¥B = kydxP (2.43)

und stellen zunichst fest, dal das Phasendifferential einen Lorentzskalar darstellt. Im
Ruhesystem des Mediums stellt ein Beobachter folgende Phaseninderung, bezogen auf
die Eigenzeit einer im Medium ruhenden Uhr (zu beachten ist die Minkowski—Metrik)

d/dr = — & = K4c = Keat (2.44)

fest. Die letzte Umformung haben wir aufgrund der Tatsache erhalten, dafl die Koor-

dinatenzeit des Mediumsystems € durch Uhren realisiert wird, die beziiglich des Me-
diums ruhen. Die Komponenten der 4—Geschwindigkeit bezeichnen wir gemafl Gleichung
(2.4a) mit uP. Fiir einen im Mediumsystem bewegten Beobachter erhalten wir folgende
Phaseninderung, bezogen auf seine Eigenzeit mit (2.43)

d¢/dr = ky(dxB/dr) = kgub = Kqud = —w. (2.45)
Die Kreisfrequenz w, wie sie im Ruhesystem des Mediums gemessen wird, 1afit sich als
Skalarprodukt zweier Vierervektoren darstellen, wobei die physikalische Signifikanz der
4—Geschwindigkeit darin besteht, dafl sie die 4—Geschwindigkeit des Mediums darstellt.

Dies kénnen wir anhand der Gleichung (2.45) nachvollziehen, indem wir beachten, daf
ein mit dem Medium mitbewegter Beobachter fiir die riumliche Komponente

ul = dxi/dr =0 (2.46)

einfithrt(er betrachtet sich und das Medium als ruhend). Wir kénnen daher das Phasen-
differential folgendermaflen darstellen
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Substitution der Kreisfrequenz in Gleichung (2.42) mit (2.45) ergibt die lorentzinvarian-
te Formulierung der Eikonalgleichung

kekB = (w/c)?(n? - 1) = (kgub/c)?(n? - 1), O (248)

dabei stellt der Faktor (n2-1) aufgrund der skalaren Eigenschaften von kgkB und kquP

ebenfalls einen Skalar dar. Die Bedeutung der obigen Gleichung liegt nun darin, dafl
diese ihre Form beim Ubergang auf ein zum Medium bewegtes Bezugssystem beibehilt
und ist somit konsistent mit den Gesetzen der Speziellen Relativititstheorie.

Mit der Formulierung der lorentzinvarianten Eikonalgleichung haben wir die Model-
lierung der Wellenausbreitung im Rahmen der Speziellen Relativititstheorie abgeschlos-
sen, wobei die Anwendbarkeit der geometrischen Optik auf die Fille beschrinkt ist, die
wir in den Gleichungen (2.34) und (2.35) zusammengefafit haben. Durch die Formulie-
rung der Bedingungsgleichung (2.48) haben wir letzten Endes erreicht, dafi simtliche
Inertialsysteme beziiglich der Wellenausbreitung gleichberechtigt sind, d.h. die im Rah-
men der nicht-relativistischen geometrischen Optik erfolgte Auszeichnung des Ruhe-
systems des Mediums besteht nicht mehr, und wir verweisen zu einer weiteren Diskus-
sion auf den Abschnitt 3—4..
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3. Allgemeine Relativititstheorie

In diesem Abschnitt wollen wir sowohl die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen als
auch das Verhalten von Uhren in Anwesenheit eines Gravitationsfeldes beschreiben. Dies
geschieht im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie, die wir auch als relativisti-
sche Verallgemeinerung der Newtonschen Gravitationstheorie auffassen k6nnen, und wir
verweisen dazu auf die Diskussion in Abschnitt 3—1..

Im Rahmen der Speziellen Relativitdtstheorie haben wir zur Modellierung der Wellen-
ausbreitung die Maxwellschen Gleichungen als Tensorgesetze im vierdimensionalen,
Pseudo—Euklidischen Raum formuliert, wodurch wir ziemlich elegant deren Vertraglich-
keit mit der Speziellen Relativitdtstheorie zeigen konnten, oder in anderen Worten aus-
gedriickt: Die Maxwellschen Gleichungen behalten unter Lorentztransformationen ihre
Form bei, d.h. alle Inertialsysteme sind gleichberechtigt.

Die Erweiterung der Allgemeinen Relativitdtstheorie besteht zunichst einmal darin, daf
die Auszeichnung der Inertialsysteme entfillt, d.h. wir miissen unsere physikalischen
Gesetze, wie z.B. die Bewegungsgleichungen fiir Punktmassen (Testkorper, die das um-
gebende Gravitationsfeld nicht beeinflussen) oder die Grundgleichungen der Elektro-
dynamik derart erweitern, dafl sie in allen Bezugssystemen diesselbe Form annehmen.
Wir geben in Abschnitt 3—1. zundchst einige wichtige Definitionen an, die wir im Rah-
men dieser Arbeit benétigen und zeigen am Schlufl dieses Abschnitts, dafi die
Newtonsche Gravitationstheorie als nichtrelativistischer Sonderfall aus der Allgemeinen
Relativititstheorie folgt. Im Anschlufl daran diskutieren wir die Struktur physikalischer
Gesetze in Anwesenheit von Gravitationsfeldern, wobei wir den Begriff des Lokalen
Inertialsystems einfithren und darauf aufbauend, das Aquivalenzprinzip und das allge-
meine Kovarianzprinzip definieren. Letzteres wenden wir auf die Tensorgesetze der
Elektrodynamik aus dem zweiten Kapitel an und erhalten Gesetze, die die Kopplung des
elektromagnetischen Feldes und des Gravitationsfeldes beriicksichtigen, wobei wir diese
allgemein kovariant formulierten Tensorgesetze aus einem Variationsprinzip herleiten.

In Abschnitt 3—3. werden die allgemein kovarianten Gleichungen der Elektrodynamik
zur Herleitung einer Wellengleichung im Ruhesystem eines isotropen Mediums verwen-
det, woraus wir im Rahmen der geometrischen Optik die allgemein kovariante Eikonal-
gleichung erhalten.

Indem wir die Analogien zwischen der klassischen Mechanik in der Hamilton—Jacobi—
Formulierung und der geometrischen Optik ausniitzen, leiten wir in Abschnitt 3—4. ein
Variationsprinzip zur Ausbreitung einer Phasenfliche her, das das bekannte Fermatsche
Prinzip der nicht relativistischen Optik als Sonderfall miteinschliefit. Aus diesem allge-
mein kovariant formulierten Variationsprinzip erhalten wir schliefllich unter Zuhilfenah-
me der allgemeinen Eikonalgleichung, die wir im Sinne der Variationsrechnung als Ne-
benbedingung einfiihren, ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem erster Ordnung
fiir den 4—Orts— und 4—Wellenzahlvektor, das wir schlielich im fiinften Kapitel auswer-
ten.

Abschliefiend diskutieren wir das Verhalten sogenannter Standardoszillatoren im Gravi-
tationsfeld. Dieser Abschnitt 3—5. dient als Uberleitung fiir das folgende Kapitel, der
relativistischen Phasenmessung.

3—1. Grundlagen der Alleemeinen Relativititstheori

Analog unserem Vorgehen in der Elektrodynamik wollen wir einen kurzen Abrif} der
Allgemeinen Relativititstheorie geben, wobei wir uns auf Definitionen und Grundprin-
zipien beschrdnken, die fiir spdtere algebraische Manipulationen oder Uberlegungen be-
nétigt werden. Dabei beginnen wir zundchst in Abschnitt 3—11. mit den geometrischen
Grundlagen der Allgemeinen Relativititstheorie, d.h. der Riemannschen Geometrie, um
anschlieflend die Einsteinschen Feldgleichungen in Abschnitt 3—12. zu diskutieren. Wir
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zeigen dabei, dafl die Newtonsche Gravitationstheorie als Sonderfall aus den Feldglei-
chungen der Allgemeinen Relativitdtstheorie hervorgeht.

3—11. Riemannsche Geometrie

In Abschnitt 2—1. haben wir fiir den Pseudo—Euklidischen Raum das infinitesimale
Weg—Zeit—Element angegeben, das in seiner Verallgemeinerung im vierdimensional
gekriimmten Raum

ds? = —(cdr)? = goa(x )dx"dx" (3.1)

lautet, wobei im Gegensatz zu den konstanten Komponenten des Minkowski—Metrikten-
sors in Gleichung (2.3) die Komponenten des Metriktensors, die wir mit g,g(x") bezeich-

nen, Funktionen des 4—Ortsvektors darstellen und die Eigenschaften des Gravitationsfel-
des beschreiben. Fiir die weitere Diskussion vereinbaren wir jedoch eine stationfre
Metrik, d.h. die Komponenten des Metriktensors stellen lediglich eine Funktion des
raumartigen Anteils des 4—Ortsvektors dar, was wir durch

8ap = goﬁ(xi) (3.2)

ausdriicken. Die physikalische Signifikanz der anholonomen Koordinate, der Eigenzeit 7,
wurde bereits in Abschnitt 2—1. diskutiert. Die Gleichung (3.1) bildet gemeinsam mit
dem Abschnitt (2—1.) die Basis, um das Verhalten von bewegten Uhren im Gravitations-
feld der Erde und anderer Himmelsk6rper zu beschreiben. Dabei miissen wir allerdings
auch die Bewegung unserer betrachteten Uhr kennen, wobei wir diese im Falle frei fal-
lender Uhren aus der Forderung, da das durchlaufene Weg—Zeit—Element extremal,
d.h.

[ a5 = 6f (gopaxax®) 1 = [ (goplax®/ap) (@ ap)) 200
| (33)

wird. Dabei haben wir p, den affinen Paramter eingefiihrt, fiir den wir folgende Bezie-
hung

B

(Cdp)? = ~(cdr)? = gopdx dx (3.4)

mit
C = konst.

anschreiben konnen. Daraus erhalten wir mit Hilfe der Standardmethoden der Varia-
tionsrechnung die Differentialgleichung der Geoditischen Linie im Falle eines frei fallen-
den Testkorpers (vergl. z.B. Stephani 1982, p.14) beziiglich des affinen Paramters

(d2x/dp?) + Ty, (dxB/dp)(dxv/dp) = 0, (3.5)
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wobei wir des weiteren zu beachten haben, dafl nur fiir zeitartige Weltlinien gem. Ab-
schnitt 2—1. die Eigenzeit einen affinen Parameter darstellt, wihrend wir fiir lichtartige
Weltlinien Gleichung (3.5) beziiglich der Koordinatenzeit parametrisieren und
erhalten(vergl. z.B. Heitz u. Stocker—Meier 1990, p.51)

(d2x?/dt?)+( T4, — 1/cT§,(dx'/dt))(dxB/dt)(dxv/dt) = o. (3.6)

Wir haben bei der Formulierung der Gleichungen (3.5) und §3.6) die Christoffelsymbole
zweiter Art benutzt, die gemif (z.B. Weinberg 1972, p.74) folgendermafien

a1
Lay = 988 T Bupry —Bpyu) (3.7)

definiert sind, woraus sich unter Ausnutzung der Symmetrie des Metriktensors die Um-
kehrung

n n
8oy = Ta8Ban  T3yBon (38)

angeben 138t.
Indem wir die kovariante Ableitung zun#chst allgemein fiir einen Tensor m—fach ko-
varianter und n—fach kontravarainter Stufe (vergl. z.B. Heitz u. Stécker—Meier 1990, p.
43) definieren

JBib2fn _ B1Po...fn

Qa1Qs.... QY Q109....0, Y

_rh JPibefn_pb Bife.fu_ _ph ,PiB2..fa

o1y pag....op QY ... T T oy Q... (3.9)
B1 wh2...fa . B2 B b Bu  B1Ba.t '
T I‘u,")/ aalag...am + I‘I,L’)’ aalag....am t + rpf)’ a‘alag....am !
erhalten wir fiir den Metriktensor zunichst
m m 4
8op.y = Bopry ~ TaryBup ~ TpyBap (3.10)

und mit Gleichung (3.8)
Bopy =0 (3.11)

woraus unmittelbar

ggﬁ'h‘ =0 (3.12)
)
folgt.
Die Bedeutung der kovarianten Ableitung besteht nun darin, daB diese Gréfie eine ten-
sorielle Grofle darstellt, deren Transformationsverhalten durch das
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Transformationsgesetz fiir einen m—fach kovarianten und n—fach kontravarianten Ten-
sor

Bibrfo_ 0 oM P &P & 6.6

Q... 0y ai—oq &Ch "ak—am 81{51 axbz “axﬁn Y1Y2-+ - Tm

(3.13)

erkldrt ist. Des weiteren k6nnen wir mit Hilfe von Gleichung (3.9) die Absolute Ablei-
tung eines Tangentenvektors, hier mit (dx®/dp) bezeichnet, definieren

D ,dxo dxo dxp d2xa a dxpe dxv
_—( )=(X),H(X)= = +Fuu__:
dp dp dp " dp dp? dp dp

(3.14)

wobei wir bei Anwendung der Gleichung £3.9) beachtet haben, dafi der Tangentenvektor
einen kontravarianten Tensor erster Stufe darstellt. Wie wir in Anschluf} an die Glei-
chung (3.5) bemerken, stellt fiir zeitartige Weltlinien die Eigenzeit eine affine Koordina-
te dar, d.h. wir setzen

dr = dp.

Wir erhalten mit Hilfe der Definition des 4—Impuslvektors unter Einfithrung der Ruhe-
masse, die wir mit mg bezeichnen,

po = mg j"“ , | (3.15)
T

folgende verallgemeinerte Bewegungsgleichung aus (3.14)

Dpe _ pa'u(ﬂ) g 470 pe dxrdxy (3.16)
dr ©odr dr? dr dr

die nichts anderes besagt, als dafi sich eine Punktmasse bei Abwesenheit von nicht—
gravitativen Kréften auf einer geoditischen Linie im Riemannschen Raum bewegt. Tre-
ten zusdtzlich nicht gravitative Krifte auf, wie z.B. Oberflichenkrifte, elektromagne-
tische Krifte, so mufl die rechte Seite durch einen 4—Vektor, der sog. 4—Kraft, ersetzt
werden

Dpe _ g d2xe  po _dxkdxvy g (3.17)

dr - dr? Wodr dr

wobei die auftretende 4—Kraft eine Abweichung von der geoditischen Linie (3.5) ver-
ursacht.

Dabei handelt es sich aufgrund der tensoriellen Eigenschaften der kovarianten Ableitung
und des Tangentenvektors wiederum um ein Tensorgesetz im Riemannschen Raum, d.h.
die obigen Bewegungsgleichungen (3.16) und (3.17) gelten in jedem Bezugssystem.

An dieser Stelle wollen wir noch anfiihren, dafl die obige Bewegungsgleichung eine Ver-
allgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichung

(3.18)
dt? ox1 r
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darstellt und verweisen zur Verifizierung auf gingige Lehrbiicher zur Allgemeinen Rela-
tivititstheorie (z.B. Weinberg 1972, p.77). In der obigen Gleichung haben wir das ska-
lare Newton Potential U im geoditischen Sinne (positives Vorzeichen) definiert, die

trage Masse und die schwere Masse des Testkorpers haben wir mit m§ bzw. m§ bezeich-
net, wihrend G die Gravitationskonstante darstellt.

Nach der Verallgemeinerung der Newtonschen Bewegungsgleichung durch ein Tensorge-
setz wollen wir die bekannte Poisson—Gleichung

V2U = 47Gp (3.19)

verallgemeinern. Dabei haben wir mit p die Massendichte bezeichnet, die im Rahmen der
Newtonschen Gravitationstheorie die Quelle des Gravitationsfeldes darstellt.

Zur Verallgemeinerung der Newtonschen Feldgleichungen fiihren wir zunichst den
Riemannschen Kriimmungstensor

0 0

IN DN

R = 0x FW——-B;——-F:;R+F
K v

n A LD
T = Tl (3.20)

ein, woraus wir durch Kontraktion zundchst den Ricci—Tensor (z.B. Weinberg 1972,
p.141)

., ,
an = Rp.un = gv> R)\pun (3'21)
erhalten, wihrend das Kriimmungsskalar durch

R= R: =g R, =gwg Ry 0 (3.22)

definiert ist. Auflerdem erfiillt der Ricci—Tensor die folgenden Symmetrieeigenschaften
Rywr = Ruon (3.23)
bzw. Antisymmetrieeigenschaften
Ry = —Rugn = —Bypw = R (3.24)
und die Bianchi—Identititen

RBywin + Ry + By = 0 (3.25)

3—12. Die Einsteinschen Feldgleichungen
Unter Ausnutzung der Bianchi—Identitdten konnen wir einen Tensoroperator zweiter

Stufe herleiten, dessen Divergenz in krummlinigen Koordinaten verschwindet. Indem wir
Gleichung (3.25) mit g™ und gr+ kontrahieren, erhalten wir unter Ausnutzung der
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Antisymmetrieeigenschaften (3.24) zunichst

(Ry = 48,4R).,, = 0, (3.26)
das wir durch erneute Kontraktion mit gvn auf die bekannte Form

(R™ - 1gR),, =0 (3.27)

bringen. Der Term in Klammern stellt dabei die Verallgemeinerung der linken Seite der
Poissongleichung (3.19) dar, wihrend die rechte Seite ebenfalls durch einen Tensor zwei-
ter Stufe, den sog. Energie-Impuls—Tensor, verallgemeinert wird. Wir erhalten mit die-
sen Uberlegungen die Einsteinschen Feldgleichungen

R" — jgwR = £T", (3.28)

wobei ein Vergleich mit Gleichung (3.27)
™ =0 (3.29)

ergibt, das wir als Energie— und Impulserhaltung fiir geschlossene Systeme bzw. als
Integrabilitdtsbedingungen

g
{0

)

®R"Y -4 gR),,, = AT (3.30)

interpretieren kénnen.

Der in Gleichung (3.28) auftretende Energie—Impulstensor reprisentiert die Quelle des
Gravitationsfeldes, wobei im Gegensatz zur Newtonschen Gravitationstheorie neben den
felderzeugenden Massen simtliche Energieformen zugelassen sind. In Anwesenheit von
geladener Materie schreibt sich der Energie—Impulstensor beispielsweise

T = That + Tom.

Die linke Seite der Gleichung (3.28) reprisentiert das Gravitationsfeld, das durch die
Koeffizienten des Metriktensors beschrieben wird, die auf der rechten Seite auftretende
Konstante muf} durch zusétzliche Vorgaben bestimmt werden. Fordern wir, dafl in Glei-
chung (3.28) die Newtonsche Gravitationstheorie als Sonderfall mit enthalten ist, so
erhalten wir

871G

= 3.31
% (331
und somit die Einsteinschen Feldgleichungen gem. (3.28)
R" - jgwRr = 87G ¥ (3.32)
ct
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Mit der Formulierung der Feldgleichungen (3.32), der Bewegungsgleichungen (3.16)
bzw. (3.17) und dem Linienelement (3.1{ haben wir simtliche Gleichungen ?ormuliert,
die wir im Rahmen der Allgemeinen Relativititstheorie zur Modellierung geoditischer
Mefloperationen bendtigen. Im néchsten Abschnitt wollen wir die Grundgleichungen der
Elektrodynamik aus Kapitel zwei verallgemeinern.

3—2. Formulierung der elektrodynamischen Grundgleichungen in Anwesenheit
yvon Gravitationsfeldern

3—21. Das Aquivalenzprinzip

In Abschnitt 3—1. untersuchen wir den Einfluf} eines Gravitationsfeldes auf Punktmas-
sen(vergl. Gl. (3.16)), wiahrend wir in diesem Abschnitt die Auswirkung eines Gravita-
tionsfeldes auf allgemeine physikalische, insbesondere elektrodynamische, Systeme unter-
suchen. Dabei kommt dem Allgemeinen Aquivalenzprinzip fundamentale Bedeutung zu,
wobei wir es in seiner allgemeinsten Form folgendermaflen angeben und verweisen auf
Lehrbﬁcher)zur Allgemeinen Relativititstheorie (Weinberg 1972, p.68 oder Misner et. al.
1973, p.386

Beschrinken wir uns auf geniigend kleine Raum—Zeit—Bereiche, so kdnnen wir in
jedem Punkt des vierdimensionalen Riemannschen Raums die physikalischen Ge-
setze so formulieren, daf} sie ihre aus der Speziellen Relativititstheorie bekannte
Form annehmen.

Diese Form des Aquivalenzprinzips wird auch das starke Aquivalenzprinzip genannt, da
es im Gegensatz zum schwachen Aquivalenzprinzip, das nur auf die freie Fallbewegung
von Testkérpern Anwendung findet, alle Naturgesetze umfafit.

Mit dem oben formulierten Prinzip kOnnen wir unsere Tensorgesetze beziiglich eines
Lokalen Inertialsystems anschreiben und erhalten daher fiir kleine Raum—Zeit—Bereiche
unsere bekannte Form der Maxwellschen Gleichungen

Fapy T FpratFrap=?0
(3.33)

o, = (4rfc)¥,

wobei sich die quergestrichenen Gi68en auf das Lokale Inertialsystem beziehen. Dabei
gehen wir davon aus, dafl die elektromagnetischen Feldgro8en nicht direkt an die Kriim-
mung des Raumes ankoppeln, da wir ansonsten die Gleichungen nicht in der Form (3.33)
erhalten wiirden.

Um die obigen Gleichungen allgemein kovariant zu formulieren, miissen sie als Tensor-
gestze im Riemannschen Raum dargestellt werden, wobei wir die nicht tensoriellen
Groflen, die partiellen Ableitungen, durch die kovarianten Ableitungen gem. der Defini-
tion (3.9) zu ersetzen haben und erhalten

F F F = )
by T prat T yap 0 (3.34)

GH,, = (4r/c)I". (3.35)
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Dabei gilt aufgrund der Definition des Faraday—Tensors (2.13) und der Symmetrie der
Christoffelsymbole in den beiden unteren Indices

Fop= A0 Rap= AgaAap | (8:30)

wodurch Gleichung (3—34) automatisch erfiillt wird. Die Komponenten des 4—Potentials
werden daher aus den inhomogenen Maxwellschen Gleichungen berechnet.

Die Gleichungen (3.32) und (3.35) werden gem. (Schmidt 1990, p.9) auch als die mini-
mal gekoppelten Einstein—Maxwell-Gleichungen bezeichnet, die wir nun aus einem
Variationsprinzip herleiten wollen, wobei wir uns im Falle von Gleichung (3.35) auf den
Sonderfall Jp=0 beschrinken, da nur dieser fiir die weitere Diskussion interessant ist
(vergl. Abschnitt 3—3.).

Wir definieren zunichst folgende Grofien

Ip=——¢ fd4x,{ggwa (3.37)
167G
1 Ap 1 Ap W

to= - [ n, 6 = -4 [z e, e (339

und beachten, dafl es sich bei den jeweiligen Integranden um Skalare im Sinne der Ten-

sorrechnung handelt. Dabei haben wir zunichst d4x{g, das invariante Volumenelement,
mit Iz das Wirkungsintegral des Gravitationsfeldes und schlieflich mit In, das Wir-
kungsintegral des elektro—magnetischen Feldes, eingefiihrt. Daraus kdnnen wir die
Einstein—Maxwell—-Gleichungen herleiten, indem wir folgendes Variationsprinzip

fInin = 6(Ig + In) = 0 (stationdre Wirkung) (3.39)

ansetzen und die skalaren Integranden in (3.37,38) als Funktionale der Felder g,5 und
F\, auffassen. Der Maxwell-Tensor wird mit Hilfe der Materialgleichungen (2.17) sub-

stituiert.
Durch Anschreiben folgender Identititen (z.B. Weinberg 1972, Ch.12)

i, = ——< 5[ aoxlg R, = — [ dsefg [ R 4goBR [y
167G 167G
(3.40)
und
1 e
m 4 AP (3.41)

PN
Jamig &, aa, -] (g (16,7500 - 6,°F )ty
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konnen wir Gleichung (3.39) umformen. Wir erhalten nach Zusammenfassen der
entsprechenden Terme

4

c
167G

off uB
= [ 4o [ £ (0 oo ) - 16,7500 - 6, g

X (3.42)
+fd4x4§G P A, =0

und der Definition des Energie—Impulstensors des elektromagnetischen Feldes in Materie

Tol = [ 4G, F"gb — G “F* | (3.43)

die Einstein—Maxwell-Gleichungen. Wir fassen dabei die Komponenten des elektro-
magnetischen Feldes und des Metriktensors als unabhingige Grofien auf, so dafl Glei-
chung (3.42) nur erfiillt ist, wenn die jeweiligen Koeffizienten von 0gop und 6A, ver-

schwinden. Ferner bemerken wir, dafl in dem Wirkungsintegral

Ap

Inin = fd4x4§ [ ~ <% _gwr, -1 F,,G (3.44)
4

167G

keine skalaren Groflen auftreten, die eine direkte Kopplung des Gravitationsfeldes und
des elektromagnetischen Feldes zur Folge haben ,wie es z.B. bei F ,FwR der Fall wire.

Die Konsequenz einer solchen Kopplung wére allerdings, daB wir beziiglich eines Lokalen
Inertialsystems fiir kleine Raum—Zeit—Bereiche die Tensorgleichungen der Speziellen
Relativitdtstheorie nicht mehr erhalten wiirden. Dies haben wir jedoch bei der Formu-
lierung des Starken Aquivalenzprinzips gefordert. Wir kdnnen des weiteren auch physi-
kalische Argumente, wie die Ladungserhaltung gegen eine solche direkte Ankopplung
anfithren, da wir dann elektrische und magnetische Felder als Folge der Raumkriimmung
bei Abwesenheit von Ladungen zu verzeichnen hitten. Dies spricht jedoch gegen die
bisherigen experimentellen Befunde.

Mit der Formulierung der Gleichungen (3.34) und (3.35), die wir in diesem Abschnitt
aus einem Variationsprinzip hergeleitet haben, besitzen wir nun die Grundgleichungen,
um die Wellenausbreitung in Anwesenheit eines Gravitationsfeldes zu untersuchen. Wir
beschrinken uns dabei auf den Fall des quellenfreien Raums, d.h. die Komponenten des
Viererstroms sind null.

3—3. Die allgmein kovariante Eikonalgleichung

In Abschnitt 3-2. zeigen wir, wie Tensorgesetze des Minkowski—Raums mit Hilfe des
starken Aquivalenzprinzips auf den gekriimmten Riemannschen Raum verallgemeinert
werden, um anschlieflend die so erhaltenen Gesetze aus einem Variationsprinzip, dem
Prinzip der minimalen Kopplung, herzuleiten. Fordern wir die Giiltigkeit des starken
Aquivalenzprinzips, so besitzen wir ein eindeutiges Verfahren, um die physikalischen
Gesetze des Minkowski—Raums auf den gekrimmten Riemannschen Raum zu iiber-
tragen. Ein solches Gesetz, das wir verallgemeinern wollen, ist die lorentzinvariante
Form der Eikonalgleichung (2.48%. Dieses Gesetz koénnen wir in einem Lokalen Inertial-
system (quergestrichene GroBen) unter Beachtung des Metriktensors des
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Minkowski—Raums folgendermaflen anschreiben
1K g = (02 — 1)(70PE T/ 0)3, (3.45)

woraus wir unter Anwendung des starken Aquivalenzprinzips die allgemein kovariante
Form der Eikonalgleichung

gfk kg = (n2 — 1)(gePk,ug/c)? = (n2 — 1)(k,ue/c)? (3.46)

erhalten. Diese Gleichung ist aufgrund der Tatsache, daf es sich um ein Tensorgesetz im
gekrimmten Riemannschen Raum handelt, in jedem Bezugssystem giiltig. Dies haben
wir durch zwei Stufen erreicht, wobei die erste darin besteht, dafl es uns gelungen ist, die
Eikonalgleichung zundchst lorentzinvariant zu formulieren, um schliefllich mit Hilfe des
in Abschnitt 3—2. Gesagten, auf die Anwesenheit von Gravitationsfeldern zu verallge-
meinern. Die Anwendbarkeit der obigen Gleichung wird beziiglich eines Lokalen Inertial-
systems durch die Gleichungen (2.34) und (2.35) festgelegt, d.h. obige Gleichung stellt
nichts anderes dar, als ein Grundgesetz der geometrischen Optik in Anwesenheit von
Gravitationsfeldern. Dieses Gesetz machen wir uns bei der Aufstellung der Bewegungs-
gleichung fiir elektromagnetische Wellen zunutze.

3—4. Bewegungsgleichung einer elektromagnetischen Welle im inhomogenen

Medium

In diesem Abschnitt werden wir die Bewegungsgleichung einer elektromagnetischen
Welle in einem dispersiven und refraktiven Medium aufstellen. Wir leiten dabei zu-
nichst ein Variationsprinzip ab, indem wir die Analogien zwischen der Hamilton—
Jacobi—Formulierung der klassischen Mechanik und der geometrischen Optik ausnutzen.
Im Anschlul daran zeigen wir, daB unser erhaltenes Variationsprinzip die kovariante
Verallgemeinerung des aus der geometrischen Optik bekannten Fermatschen Prinzips
darstellt.

Zur Beschreibung der Wellenausbreitung haben wir im Rahmen der Approximation der
geometrischen Optik die allgemeine Eikonalgleichung aufgestellt, die wir als Bedingungs-
gleichung in das Variationsprinzip einfithren. Das bekannte Prinzip der Variation des
optischen Lichtwegs im dreidimensionalen Euklidischen Raum kénnen wir als Sonderfall
unseres Variationsprinzips unter Beriicksichtigung der Eikonalgleichung herleiten,
schliefilich geben wir eine differentialgeometrische Deutung unserer Vorgehensweise an.
In Abschnitt 3—42. geben wir die Bewegungsgleichung der elektromagnetischen Welle
an, wobei wir zunichst ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen erster Ord-
nung fiir den Orts— und Wellenvektor herleiten, das wir auf ein System von Differential-
gleichungen zweiter Ordnung fiir den 4—Ortsvektor zuriickfithren. Die erhaltene Differen-
tialgleichung wird abschlieflend eingehend diskutiert, indem wir die Analogie zur Dif-
ferentialgleichung der Geodétische Linie herleiten. -
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3—41. Herleitung ein riationsprinzi

Wir starten zunichst mit der Gleichung (2.27), wobei wir fordern, daf
¢ = c; = const. (3.47)

erfiillt ist. Diese Gleichung definiert
fiir einen vorgegebenen Phasenwert,
den wir mit c; bezeichnen, und fir
den jeweiligen Zeitpunkt eine zwei-
dimensionale Mannigfaltigkeit, die
wir im Rahmen der geometrischen
Optik durch eine Ebene mit 3—orts-
abhingigen Normalenvektor approxi-
mieren kdnnen.
Abb. 3.1: Ausbreitung der Phasen- Die Gleichung fiir eine Phasenfliche
fliche ) 1afit sich wiederum in einen nur von
den rdumlichen Komponenten und
einen nur von der zeitartigen Komponente des 4—Ortsvektors abhingigen Anteil
aufspalten, das wir mathematisch mit Gleichung (2.27) folgendermafien ausdriicken
kénnen

d(x1,x2,x3,ct) fk (dxe/dt)dt = i)ﬁfh(xj)dxl —~w/c)e(t—tB) =

W(x!x%x3) — Et, (348)

wobei wir den rdumlichen Anteil in Anlehnung an die Hamilton—Jacobi—Theorie mit W
bezeichnen, E bedeutet eine zeitunabhingige Konstante, da

ksc = —(w/c)c = const.

gem. Gleichung (2.27) gilt.

Die obige Gleichung dhnelt in ihrer Struktur dem Zusammenhang zwischen der Prinzi-
palfunktion und der charakteristischen Funktion in der klassischen Mechanik, wobei fiir
die betrachteten mechanischen Systeme die Forderungen

i. der Geschwindigkeitsunabhingigkeit des Potentials
ii. die Hamiltonfunktion ist zeitlich konstant und gleich der Gesamtenergie
des Systems

erfilllt sein miissen. Wir verweisen zu einer tiefergehenden Diskussion des
Hamilton—Jacobi—Formalismus auf Lehrbiicher der klassischen Mechanik wie z.B.
(Goldstein 1980, Ch. 10).

Der Zusammenhang zwischen der Prinzipalfunktion und der charakteristischen Funktion
lautet

S(x1,x2,x3,ct) = W(x!) — Et, (3.49)

wobei W die charakterische Funktion, E die Gesamtenergie des Systems bezeichnet.
Die obige Gleichung beschreibt im Rahmen der Hamilton—Jacobi—Theorie die Wellen
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front S, die sich im dreidimensionalen Konfigurationsraum ausbreitet.

Bei der Diskussion der Analogien mechanischer und optischer Systeme haben wir jedoch
zu beachten, daBl im Rahmen der Newtonschen Theorie die Zeit—Koordinate als absolute
Grofie behandelt wird, wihrend die Zeit im Rahmen der Relativitdtstheorie als 4—Koor-
dinate in einem vierdimensionalen , gekriimmten Raum aufgefaft wird. Wir fiihren da-
her einen sogenannten generalisierten 4—Impuls ein, der sich aus der Phasenfunktion
folgendermafien berechnet

py =20 (3.50)
oxa

Zur eigentlichen Formulierung des Variationsprinzps wenden wir die Beziehung zwischen
der Prinzipalfunktion und der Lagrangefunktion (z.B. Arnol’d 1988, p.255)

¢
S(t) =th Ldt (3.51)

an, wobei wir durch Vergleich mit Gleichung (3.48) sofort die Lagrangefunktion
L =k (dx»/dt)

erhalten. Das Variationsprinzip lautet mit dem bekannten Formalismus der Variations-
rechnung

t t
§ f Ldt = 6 f k,(dxe/dt)dt = & fkadxa =0, (3.52)
t8 tB C

das wiederum in jedem Bezugssystem giiltig ist, da es sich bei dem Integranden um ein
Skalarprodukt zweier Vierervektoren, dem Wellenvektor und dem Koordinatendifferen-
tial des 4—Ortsvektors, handelt. Bei der letzten Umformung haben wir die in der
Raum—Zeit durchlaufene Kurve mit C bezeichnet.

Durch Ausnutzen der formalen Analogie zwischen dem Ausbreiten unserer Phasenfliche
in der vierdimensionalen Raum—Zeit und der Hamilton—Jacobi—Gleichung ist es uns
gelungen, ein kovariantes Variationsprinzip zu formulieren. Die Koordinatenzeit wird
dabei formal als generalisierte Koordinate behandelt, wihrend die Zeit im Rahmen der
klassischen Mechanik als absolute Gréfie behandelt wird.

Die Anwendbarkeit unserer Vorgehensweise wollen wir nun an einigen Beispielen demon-
strieren, indem wir fordern, daf§ die bisherigen physikalischen Gesetze mit unserem Prin-
zip aus Gleichung (3.52) konsistent sind.

Das fiir die geometrische Optik entscheidende Prinzip ist das Fermatsche Prinzip, wel-
ches besagt, dafl das Licht zwischen zwei vorgegebenen Punkten P und PP immer den

Weg zuriicklegt, fiir den die benstigte Laufzeit extremal wird, d.h.

¢c6 Jdt= 6 f n(x)ds = 0. (3.53)
8 8
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Zur weiteren Diskussion betrachten wir die nebenstehende Skizze. P, PP seien zwei

g beziiglich dem Ruhesystem des nicht
P dispersiven Mediums, dem e—System,
g\ ruhende Beobachter, wobei sich P,

im Ursprung des Bezugssystems be-
findet. Die in P gelagerte Uhr defi-

— niert die Koordinatenzeit, d.h.

P .
? " ~ dt = dr, (3.54)

das Eigenzeitintervall der obigen Uhr
e ‘ entspricht dem Koordinatenzeitinter-
~2 vall. In PB befindet sich ein Standard-

~ oszillator, der beziiglich seines Ruhe-
systems mit der Kreisfrequenz w

Abb. 3.2: Gedankenexperiment zur Herlei-  schwingt. Das von P, empfangene

Prinzips . . . .
tung des Fermatschen Prinzip Signal besitzt diesselbe Kreisfrequenz,

da fiir zwei beziiglich des Mediums
ruhende Beobachter die empfangene bzw. gesendete Frequenz identisch sind.
Ferner gilt fiir die differentielle Phase mit den Gleichungen (2.43) und (3.54)

d¢ = k,dxt = —wdt = —(w/c)cdt, (3.55)

womit sich die Komponenten des 4—Wellenzahlvektors folgendermafien

k, = (0,0,0,~w/c)

ergeben. Setzen wir die Komponenten des obigen 4—Wellenzahlvektors in das Variations-
prinzip (3.52) ein, so erhalten wir
t(].
wé Jdt=0, (3.56)
tB

das zum Fermatschen Prinzip (3.53) d4quivalente Variationsprinzip.

Im nichsten Schritt wenden wir die im vorigen Abschnitt 3—3. hergeleitete Eikonalglei-
chung auf die obige Meflanordnung an, wobei wir die 4—Geschwindigkeit des Mediums
bendtigen, die in unserem Fall ,

o = & _ (chj-=6(:c

dr dr

lautet. Die letzte Umformung haben wir aufgrund des in Anschlufl an die Gleichung
(3.53) Gesagten ausgefiihrt. Verfolgen wir eine Phasenfliche von P8 nach P, d.h. for-

dern wir

¢ = const.,
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so erhalten wir mit Gleichung (2.43)
d¢ = kidx! + kedx4 = kridx! + kyedt = 0, (3.57)
wobei 1! die rdumlichen Komponenten des Ausbreitungsvektors mit der Eigenschaft
Icigsf =1, (3.58)

bezeichnen. Die Komponenten des riumlichen Anteils unseres 4—Wellenzahlvekors sind
noch zu bestimmen, die wir aus der Eikonalgleichung (2.48), angewendet auf oben be-
schriebenes Experiment, unter Beachtung von (3.57) u. (3.58) erhalten

k; = w/cnr;. (3.59)

Indem wir die rdumlichen Komponenten des 4—Ortsvektordifferentials mit Hilfe der
folgenden Definition unter Beachtung von Gleichung (3.58)

dg =1k /| k|| d§ = rlg; ds (3.60)

in Gleichung (3.57) substituieren, erhalten wir die aus der geometrischen Optik bekann-
ten Beziehungen

cdt = n(x)ds, (3.61)

und durch Integration der obigen Identitit die Variationsprinzipe gem. Gleichung

(3.53). Aus Gleichung (3.60) sehen wir unmittelbar, dafl d$ das riumliche Wegelement
entlang des Lichtstrahls darstellt. Die Integration der Gleichung (3.61) erfolgt unter
Annahme eines stationiren Brechungsfeldes, das wir in Abschnitt 3—42. beriicksichtigen
(Verschwinden der zeitlichen Ableitungen fiir n).

Wir wollen an dieser Stelle bemerken, dafl die Auswertung des Variationsprinzips auf
der rechten Seite von (3.53) auf die Differentialgleichung einer geoditischen Linie im
dreidimensionalen, i.a. nicht Euklidischen Raum (auch als der Refraktionsraum bezeich-
net, vergl. Heitz 1991, p.91) fithrt, wobei die Komponenten des Metriktensors durch die
Brechzahl gemif

gij = bij n%(x) (i,i=1,2,3) (3.62)

definiert werden. Die 3—Koordinaten stellen isotherme, nicht Euklidische Koordinaten
dar.

Zusammenfassend kdnnen wir an dieser Stelle sagen, daB wir durch das kovariant formu-
lierte Variationsprinzip (3.52) und die Eikonalgleichung (3.46) Prinzipe bzw. physikali-
sche Gesetze gefunden haben, die in jedem Bezugssystem gelten und die die bekannten
Gesetze der nicht—relativistischen geometrischen Optik als Sonderfall einschliefen. Dies
haben wir an dem oben diskutierten Beispiel gezeigt, woraus wir schlieflen kénnen, dafl
die bisher bekannten Gesetze, wie z.B. das Fermatsche Prinzip, nur im Ruhesystem des
Mediums gelten. In der Terminologie der Allgemeinen Relativitdtstheorie konnen wir
auch sagen, das Ruhesystem des Mediums ist in der nicht—relativistischen geometrischen
Optik gegeniiber den anderen Bezugssystem ausgezeichnet.
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Abschlieflend schreiben wir das auszuwertende Variationsprinzip noch einmal an

éfkadxﬂ =0, (3.63)

das wir unter der zusétzlichen Bedingung, der Giiltigkeit der allgemeinen Eikonalglei-
chung, die das Ausbreitungsverhalten der elektromagnetischen Welle beschreibt

Q: [ goBk kg — (koue/c)¥(n2-1) /2 = 0, (3.64)

zu extremieren haben.

3—42. Wellenausbreitung in einem inhomogenen Medium

3—421. Differentialgleichungssystem fiir den 4—Ortsvektor und 4—Wellenvektor

Die Auswertung des Variationsprinzips (3.63) unter Einhaltung der Bedingungsglei-
chung (3.64) geschieht mit denselben Methoden, wie sie auch in der klassischen Mecha-
nik Anwendung finden und verweisen auf Lehrwerke zur klassischen Mechanik
(Goldstein 1980, p.45). Wir wenden dabei die Methode der Lagrange’schen Multiplika-
toren an, indem wir zunichst unter Einfiihrung einer unabhingigen Kurvenkoordinate
das Variationsprinzip folgendermaflen anschreiben

I= fka-‘l"—"dp, (3.65)
c d

und die Eikonalgleichung als vom physikalischen System einzuhaltende Bedingungsglei-
chung (3.64)

Q: [ g°Fk kg — (kque/c)*(n2-1) }/2 =

[ ko,ka —Kg(n2 — 1) ]/2 = O, (366)

einfithren. Dabei stellt im Sinne der Variationsrechnung die Kurvenkoordinate , mit p
bezeichnet, die unabhingige Grofle dar, wihrend die Komponenten des 4—Ortsvektors
und des 4—Wellenzahlvektors als die abhingigen Grofen

x = x*(p)

ko = ko(p)
aufgefalit werden, C stellt den Signalweg dar. Fiir die weitere Berechnung haben wir

Ko = urk /c

in die obige Bedingungsgleichung eingefiihrt. :
Die Auswertung der Gleichungen (3.65) und (3.66) fithrt mit den Methoden der Varia
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tionsrechnung (z. Bsp. Arfken 1985, p.952) auf die Eulerschen Differentialgleichungen

dxa oSl

= A(p) — (3.67)
dp ok
dk,, )

= =A(p)— (3.68)
dp 0xo

wobei wir beachten, daB es sich bei Gleichung (3.66) um eine holonome Zwangsbeding-
ung (z.B. Heitz 1980, p. 54)

Q = Ok,x) = 0

handelt. Die Gleichungen (3.67) und (3.68) stellen ein gekoppeltes Differentialglei-
chungssystem dar, woraus wir durch Bilden der partiellen Ableitungen folgende gewdhn-
liche Differentialgleichungen

dxa
= M ke — (we/c)Ko(n2+Komm,, —1)] (3.69)
dp
dk, o
— = —A[ (1/2)g", ok, k,— Ko(ut, k,/c)(n2+Konn,, —1) — Kindin, ]
dp °

(3.70)

erhalten. Bei der Bildung der Ableitungen haben wir die 4—Geschwindigkeit als Orts-
funktion

uk = uk(xv) (3.71)

betrachtet, des weiteren den Brechungsindex als Funktion der rdumlichen Komponenten
des 4—Ortsvektors und der skalaren Grofle Ky

n = n(x},K). (3.72)

Dadurch wird auch die Funktion des Kroneckersymbols deutlich, da die zeitlichen Ablei-
tungen des stationiren Brechungsindexes zu Null werden. Wir verweisen an dieser Stelle
noch einmal auf die Giiltigkeit des Fermatschen Prinzips, das wir in Abschnitt (3—41)
diskutieren.

Der in den Gleichungen (3.69) und (3.70) auftretende Lagrangefaktor ist vorldufig un-
bestimmt. Beriicksichtigen wir zunichst, daB es sich bei dem in Gleichung (3.65) einge-
fithrten Kurvenparameter um einen affinen Paramter handelt, so gilt

ds? = g,gdxdxP = C2dp?,

in Anlehnung an die Definition der Eigenzeit, die jedoch in unserem Problem zur
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}’arametrisierung ungeeignet ist. Obige Gleichung wird zunichst folgendermaflen umge-
ormt

C? = gyg(dx*/dp)(dxB/dp) = const., (3.73)

und wir erhalten damit folgende Bestimmungsgleichung aus den Gleichungen (3.73) und
(3.69), indem wir des weiteren (3.46) und (2.4b) anwenden

C

A=

= : (3.74)
Kon((n+Kon,, )? — 1)"2
(¢}

Uber die auftretende Konstante konnen wir frei verfiigen. Zur weiteren Diskussion der
Gleichungen (3.69) und (3.70) haben wir ferner zu beachten, daf es sich bei (dxo/dp)
um einen Tangentenvektor an die Weltlinie des Lichtstrahls handelt, wihrend die
Grofe (dk,/ dp§ keine tensorielle Grofie darstellt. Um diese zu bekommen, fithren wir die

absolute Differentiation beziiglich des affinen Parameters durch und erhalten mit den
Gleichungen (3.9) und (3.70)

Dk, dk dxn
_e__°_ I‘Zuk'x(—) -
dp dp dp
=\ (1 /2)guv,akukv—Ko(uu,aku/c)(n2+Konn,KO—l)—Kgna‘i’n,a]
(3.75)
—AI‘ZP_k,‘[ kn — (uu/c)Ko(n2+Konn,K -1) ],
o]

womit sich unter Anwendung der Gleichungen (3.12) und (3.9) das Absolute Differential
des 4—Wellenzahlvektors folgendermaflen anschreiben 1a8t

Dk, o
—_—= /\Ko(uu,akpjc)(n2+Konn,K —1) + AK?%né;n,,,. (3.76)
dp ’ 0

Anhand dieser Formel koénnen wir unmittelbar nachvollziehen, dafi der 4—Wellenvektor
im Vakuum (n=1,n, =n,,=0) parallel transportiert wird
s]

Dk, dk, dxh

a \
—=—-T_ k (—) =0, (3.77)
dp dp e dp v
woraus fiir die kontravarianten Komponenten mit Gleichung (3.12)

Dko
—= (3.78)
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Mit diesen Uberlegungen zum Sonderfall des Vakuums kénnen wir folgendes Differential-
gleichungssystem

dxo
= A ke - (u/c)Ko(nt+Konn,, —1)] (3.79)
dk, o N
, E__ = )\[Ko(uu,aku/c)(n2+K0nn,K0—1) + Kinéin, ] + I‘Gukﬁ(:l_)
P ’ P
(3.80)

angeben, das wir zur numerischen Auswertung beziiglich der Koordinatenzeit parametri-
sieren wollen.
Zundchst erhalten wir aus der zeitlichen Komponente von Gleichung (3.79)

d
at— = ()\/c)[k4—(u4/c)Ko(n2+Konn,K0 —1)], (3.81)
D

womit wir die rdumlichen Komponenten von (3.79) folgendermafien darstellen kénnen
dxi
= c[ki—(ui/c)Ko(n2+K0nn,K —-1)]/[k‘*—(u'*/c)K0(112+K0nn,K -1)].

. 0 0

dt
(3.82)

Die Komponenten von Gleichung (3.80) nehmen folgende Form an

g-ltfg = C[Ko(u“;aku/c)(n2+Konn:Ko—1) + K3n5?n»a]/[k4_(u4/c)K°(n2+K°nn’Ko —1)]
(3.83)
+ Tk (ﬂ) :
W g

Mit der Formulierung der Differentialgleichungen(3.79) und (3.80), die ein gekoppeltes
System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung darstellen, konnen wir
sowohl den 4—Ortsvektor, als auch den 4—Wellenvektor, in Abhingigkeit des affinen
Parameters 10sen. Wir miissen dabei zur eindeutigen Bestimmung acht
Integrationskonstanten, z.B.

x#(PPB) und kr(PB) Anfangswertaufgabe
x#(P ) und xu(PB) Randwertaufgabe

vorgeben. Wir gehen darauf in Kapitel fiinf niher ein und wollen zunichst die Glei-
chungen (3.79) und (3.80) weiter diskutieren, wobei wir, analog unserer bisherigen Vor-
gehensweise, die Betrachtungen zunichst fiir den affinen Parameter anstellen und erst
danach die Koordinatenzeit als unabhingigen Paramter einfiihren.
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3—422. Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir den 4—Qrtsvektor

Bevor wir eine erneute Differentiation der Gleichung (3.79) durchfihren, stellen wir
zunichst fest, dafi die Grofle (dx®/dp) einen Tangentenvektor an die Weltlinie darstellt
und dessen kovariante Ableitung wir mit Gleichung (3.14) angegeben haben

D (dxy_dfxe, po dxtde (3.84)
dp dp dp? dp dp

Die linke Seite der obigen Gleichung kdnnen wir durch Differentiation von Gleichung
(3.69) explizit anschreiben

i %ﬁ )= M(Dke/dp)~{(Due/dp)K (a2 Konn,, —1)/c
- (ua/c)D[Ko(n2+Konn,Ko—l)]/dp} (3.85)
+ {ko — (ua/c)Ko(n2+Konn,KO—l)}(dA/dp),

wobei wir den 4—Wellenvektor mit Hilfe der Gleichungen (3.69) u. (3.76) unter Anwen-
den seines Transformationsverhaltens eliminieren und erhalten somit die Bewegungsglei-
chung einer elektromagnetischen Welle in einem dispersiven und refraktiven Medium

D dxo 6'6 '
:1_;( ;1_1_)__ )= A{+AgoPKin in,ﬁ-}-gaﬁ(Ko/c)(n2+Konn,K0—1)(uu;ﬁ_ uﬁ;v)(

dxv

)
dp

— (u>/c)[(n242K onn,Ko—l)(DK o/dp)+Ko(2n+K on,KO)(dn/dp)

+ K%n(Dn,KO/dp)]} (3.86)

+ (dx/dp)(dA/dp)/A.
Bei der obigen Umformung benutzen wir die Identitat

uVuV;B =0,

die wir anhand Gleichung (2.4b) sofort nachvollziehen kénnen. Die Darstellung des letz-
ten Summanden erhalten wir aus Gleichung (3.74) durch Differentiation nach dem Kur-
venparamter und einigen algebraischen Umformungen
(d/\/dp)//\ = — [Kon2((n+Kon,Ko)2+K0n,K0(n+Kon,K0)—-1)(dKo/dp) +

+ K%n((n+Kon,K0)2+n(n+Kon,KO)'——l)(dn/dp) + (3.87)

+ K#n2(n+K on,Ko)(dn,Ko/dp)]/[K8n2((n+Kon,Ko)2 -1)],
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wahrend wir die Ableitung des Skalars K, unter Anwendung der Gleichungen (3.69) und
(3.70) folgendermafien angeben kénnen

(DKo/dp) = (uu;u/c)/\[(dxu/dp)//\-{—(uu/c)K o(n2+K onn,KO——l)] .

-[(de/dp)/A+(uV/c)Kg(n2+Konn,K0——l)] + (3.88)

+A(uu/c)Kﬁné‘LiLn,u.

In der an Gleichung (3.75) anschlieBenden Diskussion haben wir festgestellt, daB wir im
Falle des Vakuums die Differentialgleichung der Geoditischen Linie erhalten, das wir
wiederum an der Bewegungsgleichung (3.86) verifizieren koénnen, da simtliche Terme
auf der rechten Seite im Falle des Vakuums verschwinden. Die rechte Seite der Glei-
chung (3.86) stellt somit die Abweichung des Lichtstrahls von der Geoditischen Linie
dar, die sowohl von den dispersiven und refraktiven Eigenschaften des Mediums, als
auch von dessen 4—Geschwindigkeit im jeweiligen Bezugssystem beeinflufit wird, so daf
wir schliefllich folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung

D_ i}ﬁ] = d3xe ry, 2 A _ p%40 (3-89)

dpl dp dp? dp dp

anschreiben kénnen. Mit R bezeichnen wir die rechte Seite von Gleichung (3.86), also
die durch das Medium verursachte Abweichung von der Geodéitischen Linie.

Im nichsten Schritt wollen wir den affinen Paramter durch die Koordinatenzeit er-
setzen. Dies erreichen wir durch Umschreiben der auftretenden Ableitungen, wobei zu-
néchst

dp? dpdt

d2xe  dtd ,dt dxo dtysd2xe dxod2t
=) —+—— (3.90)
dt2 dt dp?

dp dt dp

gilt, das wir wiederum in Gleichung (3.89) einsetzen, und wir erhalten

d2x(]. a XmJ‘ dx" [dp 2Ru d 2 t dx(" [dp] 2

dt dpzdt \dt

dt2 Wodar dt

Indem wir den zweiten Term durch die zeitliche Komponente von Gleichung (3.91) aus-
driicken und nach dem unterstrichenen Term aufldsen, kénnen wir folgende Differential-
gleichung zweiter Ordnung fiir die riumlichen Komponenten angeben

daxi (dp]z[ - dxi] (T - Ips dxi] dxB dx (5.82)
— = |—| R~ zR4—] - [T}, - T4, —] —— 3.92
dt 2 dt ¢ gt YR T at ay

Medium Gravitation — Rotation

dabei verursachen die Terme auf der rechten Seite die Abweichung von der
Geradengleichung im dreidimensionalen Euklidischen Raum, die jedoch unterschiedliche

physikalische Ursachen haben.

35



Der erste Summand reprisentiert den Einflul des Mediums, d.h. der Term ist abhéngig
sowohl von den materiellen Eigenschaften beziiglich Refraktion und Dispersion, als auch
von der 4—Geschwindigkeit des Mediums im jeweiligen Bezugssystem, in unserem Fall
also beziiglich eines erdfesten, geozentrischen Systems.

Der Einflufl der Gravitation als auch der Rotation wird durch die Christoffelsymbole
bzw. durch die Komponenten des Metriktensors reprisentiert.

3—5. Uhren im Gravitationsfeld

In Kapitel vier geben wir die Beobachtungsgleichungen fiir die relativistische Phasen-
messung an, wobei wir sowohl die Signalausbreitung als auch das Verhalten des signaler-
zeugenden QOszillators zu beriicksichtigen haben. In diesem Abschnitt wird daher das
Verhalten eines Oszillators untersucht, der sich beziiglich eines Bezugssystems in Anwe-
senheit eines Gravitationsfeldes bewegt.

Der Begriff Oszillator ist dann mit der in Abschnitt 2—1. eingefithrten Standarduhr iden-
tisch, falls seine Phasenlage gleich der Eigenzeit, also

¢(r)=r (3.93)

ist. Im Allgemeinfall konnen wir die Phase als Funktion der Eigenzeit fiir einen im Satel-
liten befindlichen Oszillator

B(0) = B(rog) + U7—709), (3.94)

bzw. fiir einen Oszillator im Empfinger
¢Q(Ta) = ¢a(T°|a) + wa(To[—ToloL)’ (3.95)

anschreiben. Die Eigenzeit bezieht sich dabei auf das Ruhesystem der jeweiligen Uhr,
was wir durch die Indizierung der jeweiligen Eigenzeit 7., 70 zum Ausdruck bringen,

wihrend sich die Phase auf den jeweils generierenden Oszillator bezieht. Die Phasenkon-
stanten @ (70,4), g(folﬁ) beriicksichtigen die Tatsache, daB zum Synchronisationszeit-

punkt die Phasenlagen der einzelnen Oszillatoren nicht identisch sind.

Zur weiteren Betrachtung gehen wir davon aus, daf ein mit dem Oszillator mitbewegter
Beobachter kein Driften des Frequenznormals feststellt, d.h. die jeweilige Frequenz wird
im Ruhesystem als konstant angenommen, was sich im Falle des Satelliten durch

b= g(r) = const. (3.96)

darstellen 1a88t, woraus wir das Differential der Phase
d(n) =50t =Bar (3.97)
bzw.

A (7,) = wydry = wydr | (3.98)
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erhalten. Die Festlegung, dafl die Eigenzeitintervalle der Satelliten— bzw. Empfangeruhr
identisch sind, bedeutet nichts anderes, als dafl im jeweiligen Ruhesystem das Zeit-
normal physikalisch dquivalent definiert wird.

Aufgrund der Gleichungen (3.97) u. (3.98) konnen wir die Phase als Funktion der Koor-
dinatenzeit ausdriicken und geben zunichst das Weg—Zeit—Element im vierdimensiona-
len Raum ausfiihrlich an

ds? = —(cd7)2 = gaﬁdxudxﬂ = gijdxidxj + 2g4jcdtdxj + gaa(cdt)?,
(3.99)

wobei die anholonome Koordinate, die Eigenzeit 7, gemif dem Abschnitt (2—1.) die
Zeitanzeige einer bewegten Uhr darstellt. Die Erweiterung gegeniiber der Speziellen
Relativitatstheorie besteht darin, dafl in der obigen Gleichung der Einflufl des Gravita-
tionsfeldes, représentiert durch die kovarianten Komponenten des Metriktensors, be-
schrieben wird.

Indem wir die raumartigen Komponenten der Koordinatengeschwindigkeit in die obige
Gleichung gem.

vi= dxi/dt (3.100)

einfithren, erhalten wir folgenden integralen Zusammenhang zwischen der Eigenzeit und
der Koordinatenzeit

T t
fdr =% t f«/ — (gsj(vi/c)(vi/c)+2g4j(vi/c)+gus) dt. (3.101)
To 0

Die Synchronisationszeitpunkte im jeweiligen Ruhesystem bezeichnen wir mit 7o, im
Bezugssystem mit to. Zum Raum—Zeit—Ereignis der Synchronisation fordern wir, daf
die Identitdt der jeweiligen Eigenzeit mit der Koordinatenzeit gilt (beide Uhren werden
auf Null gesetzt). Des weiteren vereinbaren wir, da die Eigenzeit positiv ist, womit
obige Gleichung eindeutig wird. Die Komponenten des stationiren Metriktensors kdnnen
wir nach erfolgter Bahnberechnung als bekannte Grofen betrachten. Wiahrend die linke
Seite die beobachtbare Grofie darstellt (die Eigenzeit konnen wir ablesen), kénnen wir
das Integral auf der rechten Seite in nur einigen wenigen Fillen, wie z.B. bei Annahme
einer kreisformigen oder elliptischen Satellitenbahn, analytisch auswerten. Zur
allgemeinen Auswertung sind wir jedoch auf numerische Integrationsverfahren
angewiesen, die im Kapitel fiinf angewendet werden.

Die Bedeutung der Gleichung (3.101) besteht darin, daB sie den Zusammenhang zwi-
schen der beobachtbaren Grofle, der Eigenzeit, und der fiir die Bestimmung des 3—Orts-
vektors benstigten Koordinatenzeit darstellt. Die Schwierigkeit besteht jedoch darin,
dafl der Zusammenhang lediglich in integraler Form vorliegt. Dieses Problem kdnnen wir
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jedoch dadurch 16sen, indem wir die rechte Seite der Gleichung (3.101) folgendermafien
aufspalten

T

tn-i
de:t f‘/ —(gij(vi/c)(vjlc)+2g4j(Vj/C)+g44) dt +

To

(3.102)

tn
. f J ~(g(v/)(v}/c)+2g45(v [c)+gas) dt,

und die Koordinatenzeitpunkte t,-; und t, derart wihlen, dafl die Forderung
tn—i < t(T) < tn

erfiillt ist. Das unterstrichene Integral in Gleichung (3.102) kann daher mit Hilfe eines
geeigneten numerischen Integrationsverfahrens berechnet werden. Dagegen kénnen wir
das zweite Integral auf der rechten Seite fiir geniigend kleine Integrationsbereiche durch
ein Polynom niederen Grades anndhern und direkt nach der Koordinatenzeit aufldsen.
Eine andere Moglichkeit ergibt sich mit Hilfe des Gaufischen Quadraturverfahrens, das
in Hinblick auf die Auswertung der Gleichung (3.101) in z.B. (Schwarze 1990, p.39f.)
beschrieben ist.

Eine andere Moglichkeit, die Koordinatenzeit als Funktion der Eigenzeit zu berechnen,
erhalten wir, indem wir die Bewegungsgleichung (3.16) integrieren. Die Koordinatenzeit
erhalten wir aus der zeitartigen Komponente. Im Falle einer Anfangswertaufgabe haben
wir die Komponenten des 4—Ortsvektors und des 4—Geschwindigkeitsvektors im An-
fangspunkt vorzugeben, wobei letztere die Bedingung im Anfangspunkt

gaﬁ,ﬁl WP PP (3.103)

erfiillen miissen (vergl. Abschnitt 5-2.).

Mit der Formulierung der Bewegungsgleichungen einer elektromagnetischen Welle im
dispersiven und refraktiven Medium (3.79) und (3.80) und des funktionalen Zusammen-
hangs zwischen der Eigenzeit und der Koordinatenzeit gem. der Gleichung (3.101) haben
wir simtliche Grundlagen bereitgestellt, um die Beobachtungsgleichung fiir die relativi-
stische Phasenmessung anzugeben. An welcher Stelle nun die Terme auftreten, die aus
einer relativistischen Betrachtungsweise resultieren, soll im nichsten Kapitel deutlich
werden.
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4. Phasendifferenzmessungen

. Ubergang von der nichtrelativistischen zur allgemein relativistischen
Phasenmessung

In diesem Kapitel soll das in der Satellitengeodisie gingige Verfahren der Phasendiffe-

renzmessung eingehend untersucht werden. Dieses Verfahren besteht darin, dafl die

Phase eines vom Satelliten ankommenden Signals mit der Phase eines vom Receiver

generierten Bezugssignals verglichen wird. Dieser Sachverhalt 148t sich mathematisch
folgendermafien ausdriicken

8l = do(ra) — & (72), (4.1)

wobei sich ein obengestellter Index auf den jeweiligen Satelliten, ein untenstehender auf
den Empfinger bezieht. Das vom Satelliten eintreffende Signal, das wir mit ¢B bezeich-
nen, wird vom Empfinger zum Zeitpunkt 7., d.h. bezogen auf seine Eigenzeitskala, mit

dem Referenzsignal ¢, verglichen.

Um aus der beobachteten Grofe die eigentliche Unbekannte schitzen zu konnen, finden
wir in der Literatur (z.B. Seeber 1989, S.275ff.) folgenden Ansatz

a b = dofte) — 8(te) + wlty — 1) + 27N, (4.2)

dabei haben wir beriicksichtigt, dal aus beobachtungstechnischen Griinden unsere Pha-
sendifferenz bis auf ein Vielfaches Nf von 27 unbestimmt bleibt. Die unbekannte

3—Koordinatendifferenz wird durch die in der Newtonschen Mechanik bekannte
Beziehung

g
OO w3)

c

erhalten.

Der Zusammenhang zwischen der beobachteten GrofSe und der unbekannten Grofle, den
raumlichen Komponenten des 4—Ortsvektors, wie er in den Gleichungen (4.2) und (4.3)
formuliert wurde, ist nur im Rahmen der Newtonschen Mechanik giiltig. Dabei weisen
wir jedoch darauf hin, daB die obige Gleichung (4.3) fiir rotierende Bezugssysteme, wie

dem geozentrisch gelagerten f —System aus Abschnitt 1-2., auch im Rahmen der
Newtonschen Mechanik nicht giiltig ist. Wir verweisen zur Struktur der Newtonschen
Raum—Zeit auf (z.B. Heitz u. Stocker—Meier 1990, p.83 ff). In diesem Kapitel leiten wir
eine mit der Allgemeinen Relativititstheorie konsistente Beobachtungsgleichung ab,
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wobei wir auf die unterschiedlichen Differenzenverfahren, wie sie z.B. in (Wells et al.
1987, Ch.8) beschrieben sind, eingehen. Wie wir an dem nebenstehendem
Kommutativen Diagramm sehen, besitzen wir,
aufgrund des  Differentialgleichungssystems
(3.79) u.  (3.80), einen funktionalen
Zusammenhang zwischen der Signallaufzeit in
Koordinatenzeit und der 3—Koordinatendifferenz.
Durch Anwenden der Gleichung (3.101) kdnnen
wir die Koordinatenzeit in die jeweilige Eigenzeit
umrechnen, die wiederum im  jeweiligen
Abb. 4.1: Relativistische Ruhesystem des Oszillators gemifi den

Phasenmessung Gleichungen (3.97) u. (3.98) mit der Phase ver-

t th)e

X

TOL'TB <

kniipft ist.

4—1. Einfache Phasendifferenzmessun gen

*
Beziiglich eines erdfesten Beobachtungssystems, dem f —System aus Abschnitt (1-3.),
wird folgende Phasendifferenz

B, . * * . % * B, . % * 8
A¢a(zl£i+C7‘£4) = ¢Q(Z1£i+CT£4) —¢ (ZI£i+CT£4) + 22N, (4.4)

*
beobachtet. Die Eigenzeit des Empfingers stellt dabei die Koordinatenzeit des f —Sy-
stems dar (vergl. Abschnitt 1-3.), ¢, ist das im Empfinger generierte Referenzsignal, ¢8

ist das Signal des Satelliten, das im Receiver empfangen wird. Unter Ausnutzen der
Tatsache, dafl die Phase einen 4—Skalar gemi8 Gleichung (2.43) darstellt, kénnen wir

*
folgende Identitdten im Ursprung des f —Systems anschreiben

Balerie) = bl (xV)a &1 + (ct)oes)
. (4.5)
#3(crfe) = 3B((x)q &1 + (ct)ags),

dabei beziehen sich die auf der rechten Seite der Gleichungen (4.5) eingefiithrten 4—Koor-
dinaten auf das e—System, das wir in Abschnitt (1-1.) eingefiihrt haben. Die 3—Koor-

dinaten der Receiverstation bezeichnen wir mit (x%),, (t), beschreibt den Zeitpunkt des

Signalempfangs in Koordinatenzeit. Die folgenden Betrachtungen werden weiterhin im
e—System angeschrieben, sie gelten aber auch aufgrund der skalaren Eigenschaften der

Phase im rotierenden f"—System.
Mit den Gleichungen (4.5) nimmt unsere Beobachtungsgleichung folgende Form an

BGa(CTL8)=da(X)agirH(ct)gs) — B((x) g1t (ct) ca) +27N', (4.6)

die wir im néchsten Schritt umformen, indem wir das Satellitensignal vom Zeitpunkt der
Emission, in Koordinatenzeit mit tB bezeichnet, zum Empfinger verfolgen. Durch An-
wendung der Gleichung (2.27), die aufgrund ihrer tensoriellen Eigenschaften gemif
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Abschnitt (3—2.) auch im Riemannschen Raum gilt, erhalten wir

t o]
(<)o (et)age)= (0 i+ (ct)Pe )+ | K (dxn/at)at, (&)
tB

‘womit sich die Beobachtungsgleichung (4.6) folgendermafBien darstellen 148t

BPu(erfe) = Gol(x1)q girH(ct)q c)—gB(()P giH(ct)P e4)
t

a

- f k (dxn/dt)dt + 2aN°.
g

(4.8)

Die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite der obigen Gleichung miissen wir
noch als Funktion der Koordinatenzeit darstellen, um einen funktionalen Zusammen-
hang zwischen der beobachteten GroSe und der unbekannten Grofe, der Signallaufzeit in
Koordinatenzeit, angeben zu kénnen. Dies gelingt, indem wir unter Anwendung der
Gleichungen (3.97), ?3.98) und (3.101) die obige Gleichung umformen

aa(cris) = falto) — & (ko) +

ty
[wcxt f\/ _(gij la(vi/c)l'a(vj/c)|a+2g4j|a(vj/.c)|a+g44|a) dt
0

4.9
18 (49)
—i8 [P IOP]) P28 N geeP) ] -
ty ’
_ Bfku(dxu/dt)dt +2nN°,
t
die wir zur weiteren Diskussion durch Einfiihren von
'Yg. = \/ - (gij rg(vi/c)l'g(vj/c)rg+2g4jlg(vj/c)rg+g44rg)
(4.10)

0
w = w, = uB = const.
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auf folgende Gestalt bringen

. £, 8
sdalerfo) = dultal-d () +3f [+ t [ raa-Byar 1+
0 a
(4.11)

t8

g

+ fku(dxu/dt)dt + 27N,
t

a

Den Bezugszeitpunkt haben wir mit to bezeichnet, wihrend die Phasenkonstanten ¢(to)
und ¢B(to) die unterschiedliche Phasenlage der Oszillatoren zum Bezugszeitpunkt be-
riicksichtigen, mit ,, und '8 bezeichnen wir, dafi die auftretenden Gréfien g, und viam

jeweiligen Weltpunkt des Empfangers bzw. Satelliten zu bilden sind. Die Integrale in
den eckigen Klammern beschreiben den physikalischen Sachverhalt, daf} die korrespon-
dierenden Koordinatenzeit— und Eigenzeitintervalle nicht {ibereinstimmen. Im Sinne der

Newtonschen Mechanik, d.h. unter Annahme einer absoluten Zeit, lassen sich diese Inte-
grale auf die Form der Gleichung (4.2) bringen, indem wir 7, und 18 gleich eins setzen.

Zur Integration des unterstrichenen Integrals substituieren wir den Term (dxr/dt) mit
den Gleichungen (3.79), (3.81) und ersetzen den auftretenden Betrag des 4—Wellenzahl-
vektors mit Gleichung (3.46) und erhalten schliefilich folgende Identitat

tB

tB
fku(dxu/dt)dt =— f cK Snn,KO/[k4—(u4/c)K o(n2+Konn,K0-1)] dt.
t t

a a

(4.12)

Obige Gleichung schreiben wir im Ruhesystem eines stationdren und isotropen Mediums
mit lokal Minkowskischer Metrik an

tB8 B
f f Vg = Vp
k(dxw/dt)dt = +w | ————dt, (4.13)

v
ty p

indem wir zunichst die Phasengeschwindigkeit (z.B Jackson 1975, p.302)
Vp = —— (4.14)

und die fiir die Signalausbreitung relevante Gruppengeschwindigkeit mit Hilfe unserer
Bewegungsgleichung (3.82), angewendet auf den oben beschriebenen Fall, einfithren

dx c
I | = =vg. (4.15)
dt n + wn,,
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Fiir die Eigenschaften der Brechzahl gilt das in Abschnitt 3—421. Gesagte entsprechend,
und mit n, bezeichnen wir dessen partielle Ableitung nach der Kreisfrequenz.

Setzen wir Gleichung (4.13) in die Beobachtungsgleichung (4.11) ein und betrachten wir
nur zwei ruhende Oszillatoren im Medium, d.h. v, und 7% sind eins, so stellt Gleichung

4.12g eine durch die Dispersion verursachte Korrektur derart dar, dafl die aus Gleichung
4.11) erhaltene Koordinatenzeitdifferenz als Signallaufzeit beziiglich des e—Systems
interpretiert werden kann. Die Signallaufzeit ist aber die gesuchte Gréfle, um die Bewe-
gungsgleichungen (3.82) u. (3.83) auszuwerten, da wir Gleichung (4.15) durch Anwen-
dung von (3.82) fiir den oben beschriebenen Fall erhalten haben.

Mit der Gleichung (4.11) haben wir eine Beobachtungsgleichung fiir die Signallaufzeit
gefunden, wobei wir die Koeffizienten -y, u. 7P fiir den jeweiligen Koordinatenzeitpunkt

als bekannt voraussetzen. Dies ist dann gerechtfertigt, falls wir die Bodenstation als
stationdr (Niherungskoordinaten) und die Erdrotation und Satellitenbahn als bekannt
voraussetzen. Die auftretenden Integrale sind nur in Ausnahmefillen, wie z.B. bei An-
nahme einer kreisférmigen Satellitenbahn analytisch auswertbar, wiahrend wir im All-
gemeinfall das Integral durch einen geeigneten Ansatz zu approximiern haben und ver-
weisen dabei auf die Diskussion im Anschluff an die Gleichung (3.101). Zur Berechnung
des Integrals (4.12) miissen wir die durchlaufene Bahn des Signals kennen, um den je-
weiligen Brechungsindex zu erhalten. Jedoch ist es gem. (Stocker—Meier 1988, p.59)
vollkommen ausreichend, die benstigte Strahlrichtung aus Niherungskoordinaten zu
berechnen.

Die ](Beobz)xchtungsgleichung fiir die Signallaufzeit lautet schlieBlich mit Gleichung (4.11)
und (4.12

. £, 8
sallort) = dlior-Siapel frave [r,0-Bhark
0 a
(4.16)

th
p
- fcKSnn,Ko/[k4—(u4/c)Ko(n2+Kgnn,Ko—l)] dt + 27N,
t

a

wobei wir an dieser Stelle bemerken, dafl statt des Synchronisationszeitpunktes jeder
beliebige Zeitpunkt, wie z. B. der erste Zeitpunkt der Meflkampagne, als Bezugszeit-
punkt denkbar ist. Der Beitrag der Uhrenkorrekur vom Synchronisationszeitpunkt bis
zum Zeitpunkt der ersten Messung wirkt sich ebenfalls als konstanter Phasenfehler aus,
die jedoch eine andere physikalische Ursache besitzt als die Konstanten @ (to) u. ¢8(to)

in der obigen Gleichung, die ebenfalls (bzw. deren Differenz) mit Hilfe der obigen
Gleichung zu ermittlen sind.

Mit der Formulierung der Beobachtungsgleichung (4.16) kénnen wir einen funktionalen
Zusammenhang zwischen der beobachteten Grofle, der Phasendifferenz a¢f , und der

Signallaufzeit angeben. Durch Auswertung der Bewegungsgleichungen (3.82) u. (3.83)
sind wir auflerdem in der Lage, die 3—Koordinaten aus einer geoditischen Anfangswert-
aufgabe mit der zuvor bestimmten Signallaufzeit zu bestimmen. Im nichsten Abschnitt
untersuchen wir, inwieweit wir die relativistischen Einfliisse in der Beobachtungs-
gleichung (4.16) reduzieren konnen.
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4—2. Diskussion weiterer Beobachtungverfahren

In der Satellitengeodisie werden sog. Differenzenverfahren angewendet, um den Einfluf
systematischer Fehler, wie Uhren— oder Atmosphiren—Bias, zu reduzieren. Wir verwei-
sen auf eine detaillierte Diskussion der unterschiedlichen Verfahren in (z.B. Wells et al.
1987, Ch.8). Wir betrachten die durch eine ’klassische’, d.h. nicht relativistische Vor-
gehensweise verursachten Fehler als relativistisch bedingte, systematische Fehler. Wir
untersuchen in diesem Abschnitt, welche Fehleranteile sich minimieren bzw. eliminieren
lassen, wobei wir zunichst das Differenzenverfahren zwischen zwei darauffolgenden Mef-
epochen §(a@), das Differenzenverfahren zwischen zwei Bodenstationen A(a¢), zwischen
zwei Satelliten V(a¢) und schlieflich das Doppeldifferenzenverfahren Va(a¢) angeben.

4—21. Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden

Im Empfinger wurde das vom Satelliten ankommende Signal zu den Zeitpunkten 7; und
Ti+1, bezogen auf seine Eigenzeitskala, mit dem vom Referenzoszillator generierten Sig-
nal vergleichen. Mit Gleichung (4.16), angewandt auf die Eigenzeitpunkte 73 und 74,
erhalten wir

toei tB+1 tB+1 t8
5adl) = & f 7o dt — f Rdt) + fku(dxu/dt)dt —~ f k,(dxi/dt)dt.
ty t8 byt t

» a
(4.17)
Dabei bezeichnen wir mit t, und t,4 die Empfangszeitpunkte, mit t® und tB+! die Sende-

ereignisse. Wir stellen fest, daB in der obigen Gleichung fiir die Zeitdifferenz, sowohl die
Anzahl der ganzzahligen Perioden (‘cycles’) und die unbekannten Phasenwerte zum
Bezugszeitpunkt nicht mehr auftreten.

4-22. Differenz zwischen zwei Bodenstationen

Ein Satellitensignal, das zum Koordinatenzeitpunkt t8 ausgesandt wurde, wird von zwei
Bodenstationen zu den Koordinatenzeitpunkten t, und t,.; empfangen. Der dabei auf-

tretende Index des Empfangszeitpunktes bezieht sich auf die jeweilige Bodenstation.
Durch Anwendung von Gleichung (4.16) auf die jeweilige Bodenstation und
anschlieBende Differenzenbildung erhalten wir schlieflich

B B B B B
A(A¢a) = A¢a+1 - A¢(1 = ¢a+1(t0) - ¢a(t0) + QWNQ*I - 27rN(1 +
| (4.18)
tai'l t(l tﬁ tﬁ
g/
o] f'yaq dt+ f»/anu— —)dt)+ fku(dxu/dt)dt—- fku(dxu/dt)dt.
7(1"1
t, to bo+1 to

Im Gegensatz zum einfachen Differenzverfahren (4.16) treten hier als weitere Unbekann-
te Nf,; und ¢,.i(to) auf. Des weiteren bemerken wir, daB wir den Einflul des

relativistischen Fehlers des Satellitenoszillators eliminieren konnen, was immer dann von
Vorteil ist, wenn die 3—Koordinaten und 3—Koordinatengeschwindigkeiten des Satelliten
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nicht vorliegen, da diese zur Berechnung des Integrals (3.101) benétigt werden. Fir den
Fall, daB8 die Stationsuhren im stationiren Fall derselben Schwere unterworfen sind,
kann das unterstrichene Integral in der obigen Gleichung vernachlissigt werden.

4-23. Differenz zwischen zwei Satelliten ¥(a"), Doppeldifferenz aV(a 4

Eine Bodenstation fithrt zum Koordinatenzeitpunkt einen Phasenvergleich mit zwei
empfangenen Satellitensignalen ¢8 und ¢B+t durch, wobei wir voraussetzen, dal der
Receiver eine Moglichkeit zum Mehrkanalempfang und damit zum gleichzeitigen
Phasenvergleich der beiden ankommenden Signale besitzt. Indem wir die Gleichung
(4.16) auf die beiden Satelliten anwenden, erhalten wir durch anschlielende Differenz-
bildung

g B+t B B B+ B+ <}
V(agy) = 8dy —8¢y=¢ (to)—¢ (o) + 22N, — 27N, +

(4.19)
£8 £B+1 £8+1 £6

8 fwdt_ f 7ﬁ+1(1_%)dt]+ fku(dxu/dt)dt— f k (dxi/dt)dt,
’y ' t(l t(l

tB+1 to

und stellen das zusitzliche Auftreten der zu schitzenden Unbekannten ¢B+! und NB*!

fest. Wie aus obiger Gleichung leicht ersichtlich ist, kann der Einfluf des relativistischen
Effektes auf die Stationsuhr beseitigt werden, falls der Empfinger die Voraussetungen
besitzt, mehrere Satellitensignale gleichzeitig zu empfangen. Dabei bemerken wir, daf}
diesselben Satellitensignale von einer anderen Bodenstation nicht gleichzeitig empfangen
werden. Dies ist auch der Grund, warum das Doppeldifferenzenverfahren Va(a¢g) keine

vollstindige Beseitigung der relativistischen Effekte ergibt.

Mit der Formulierung der Beobachtungsgleichung fiir das jeweilige Differenzenverfahren
ist die theoretische Diskussion der relativistischen Phasenmessung abgeschlossen.

Wir haben im Anschluf an die Gleichung (4.12) eine ausfithrliche Diskussion der
physikalischen Signifikanz der auftretenden Terme angegeben, wobei wir aus Griinden
der Anschaulichkeit auf ein Lokales Inertialsystem iibergegangen sind, beziiglich dessen
das Medium ruht. Wir bemerken jedoch, daB die fir die unterschiedlichen
Differenzenverfahren hergeleiteten Beobachtungsgleichungen in jedem Bezugssystem
gelten. AbschlieBend bemerken wir zu diesem Kapitel, da die eigentliche schitzbare
Unbekannte die Signallaufzeit darstellt, da wir diese zur Auswertung der
Bewegungsgleichungen (3.82) u. (3.83) bendtigen, um die riumliche Komponente des
4—Ortsvektors der Bodenstation zu erhalten.
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5. Numerische Untersuchungen

In diesem Abschnitt geben wir Abschitzungen fir die GroBenordnung der relativisti-
schen Effekte bei der Modellierung der Phasenmessung an, die sich im Falle des
Vakuums folgendermaflen zusammensetzen

i) ein relativ zum Bezugssystem bewegter Oszillator ist dem Einflufl des Gravita-
tionsfeldes ausgesetzt

ii.) die Signalausbreitung im Vakuum wird von der Anwesenheit eines Gravita-
tionsfeldes beieinfluft

Zur Auswertung der bendtigten Differentialgleichungen wenden wir ein numensches
Integratwnsver ahren an. In unserem Fall wurde ein Ein; ch. rfahren, das sog.
j Ibe: rfahren achter Qrdnung und zwélfter tufe gewihlt. Dieses
Verfahren Wll‘d in den Lehrbiichern der Numerischen Mathematik (Grigorieff 1972, p.24
u. p.25 Tab.1) beschrieben. Die fiir die Programmierung benétigten Koeffizienten wur-
den der oben angefiihrten Literatur entnommen.
Im ersten Abschnitt geben wir die Komponenten der kovarianten und kontravarianten
Metriktensoren an, die wir im nichsten Abschnitt auf die Bewegungsgleichung einer frei
fallenden Uhr anwenden. Im dritten Abschnitt untersuchen wir schlieflich die Signalaus-
breitung im Vakuum in Anwesenheit eines Gravitationsfeldes, wobei wir sowohl das e—

als auch das f —System diskutieren.

u

5—1. Raum—Zeit—Metrik

Die Grundlage fiir simtliche Berechnungen ist eine Raum—Zeit—Metrik, die (Anderson
1974, p.212) folgendermafien angibt

2U
gij = &ij(1 + —) +o(c™)
C

4W1
gui=— + o(c?) (1)
c3d
2U 1
g4a = —1 + ——(2U2— 43 + x,u1) + 0(c73) .
c2 c4

Das Kopplungspotential wird dabei unter Vernachldssigung des Drucks durch folgende
Poisson—Differentialgleichung definiert

V23 = — 47Gp(v2 + U) (5.2)
wihrend das auftretende Vektorpotential durch
ViW! = — 47Gpvi (5.3)

definiert wird. Das Newton—Potential haben wir wie in Kapitel drei mit U bezeichnet, v
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bzw. v ! stellen den rdumlichen Betrag bzw. die Komponenten der Koordinatengeschwin-
digkeit dar. Das auftretende Potential y geht lediglich mit der zweiten zeitlichen Ableit-
ung in die Komponenten der Metrik ein und wird im Falle einer stationdren Metrik
nicht weiter benétigt.

Die Poisson—Gleichungen (5.2) und (5.3) lassen sich mit Hilfe des Standard—Ansatzes
der Greenschen Funktionen durch folgende Volumenintegrale

d =G fp’ v’z 4+ U dsx’ | (5.4)

V)

Wi=aG fp’ — Vi g3x, (5.5)

angeben. Die gestrichenen Grofen bedeuten, dafl die jeweilige Grofle fiir den jeweiligen
Korperpunkt P(x’) genommen werden muf. Im Falle des Newton—Potentials bedeutet

dies, dafl wir die Innenraumldsung bendtigen.
Unter Annahme einer homogenen, kugeliérmigen Erde erhalten wir fiir die Komponen-
ten des Vektorpotentials (vergl. z.B. Joos 1990, p.16)

le_lmzﬂy W2=+lm1(_}_M_EE W3 =0 (5.6)
5 I r2 5 r r2
und fiir das Kopplungspotential
_2GM 6 GM GM

Die Winkelgeschwindigkeit der Erde betrachten wir als konstant, wobei wir im Rahmen
dieser Arbeit den Zahlenwert

w="7.292115-1075 rad st

verwenden, wdhrend wir fiir die geozentrische Gravitationskonstante den Zahlenwert
GM = 398600.5-10%m3s2

und fiir den mittleren Erdradius

R = 6371.024km

einfithren. Die zur Berechnung der Christoffelsymbole benétigten kontravarianten Kom-
ponenten des Metriktensors erhalten wir, indem wir zunichst den kovarianten Metrik-
tensor auf folgende Form bringen

Buw = Mw + Iy, Ihwl <<1 (5.8)
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um aglschheﬁend mit Hilfe einer Neumannschen Reihe (z.B. Meschkowski et al. 1972,
p.767

g = (1 b) = (1, + )1 =

. (5.9)
= Ny — (hw) + (hw)2 + =1y, —hy,
die Komponenten des kontravarianten Metriktensors zu bilden
. 2U
gl = Gij(1——) + o(c™
c2
_ 4W1
gt = + o(c®) (5.10)
c 3
2U 1
git=—-1— + — (2U2 —48) + o(c™) .
c?2 - c4

Durch Bilden der Ableitungen erhalten wir fiir eine stationire Metrik die Christoffel-
symbole

I‘44 0 + o(c™)

rp =L GM i [1+ _-(sz2 +3GM ] + o(c)
c2r3 R
T ; ]
Ly == (W + Wi,1) + o(c™)
C
ryy=L1 GM s [1 _4 GM —432 2 4 3 )]] + o(c) (5.11)
c2r3 c?r

i . .
o= =2 (Why = Wi) + ofe™)
C

1 .
Ty=-L(1-26MG —-[ 6ix* + Sodd — Giegxt | + o(c).
c? cir T

Die auftretenden partiellen Ableitungen des Vektorpotentials lauten fiir den Sonderfall
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der Rotation um die ¢3—Achse gem. Gleichung (5.6)

Wl,lz.:ing.R_'lexz
5 13 r2
Wi,zz_lw.G_MB‘E(r2_3x2x2)
5 13 r2
5 13 r2
, (5.12)
W2,1 = + _1_ wg.M_B_?_ (I2 —_ 3x1x1)
5 13 r2
W2)2=_§wg_M_B_E 1x 2
5 13 r?
W2,3=_§WG+MR 1y 3
5 13 r?

Mit der Formulierung der Gleichungen (5.11) und (5.12) k6nnen wir die Bewegungsglei-
chungen (3.16) zur Beschreibung des Uhrenverhaltens und die Bewegungsgleichung
(3.92% zur Beschreibung der Wellenausbreitung auswerten.

5—2. Bewegte Uhren im Gravitationsfeld

Zur Anwendung der numerischen Intergrationsverfahren bemerken wir zunéchst, dafl es
sich bei den Differentialgleichungen der Geoditischen Linie (35} um gewdhnliche Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung handelt. Dieses Differentialgleichungssystem kon-
nen wir unter Einfithrung der 4—Geschwindigkeit in ein &quivalentes Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung, bestehend aus acht Komponenten, iiberfithren. Diese
Vorgehensweise wird in Lehrbiichern der Numerischen Mathematik oder Biichern zur
Himmelsmechanik (z.B. Danby 1988, p.296) ausfithrlich beschrieben.

Zur Losung der acht gekoppelten Differentialgleichungen benétigen wir ebenfalls acht
Anfangswerte, d.h. den 4—Ortsvektor und die 4—Geschwindigkeit (2.4a). Dabei haben
wir jedoch zu beachten, dafl die Komponenten des 4—Geschwindigkeitsvektors die Be-
dingungsgleichung (3.103) zu erfiillen haben (vergl. zur weiteren Diskussion Abschnitt
3—5.). Das Programm ’Clock’ zur Berechnung der Koordinatenzeit in Abhingigkeit der
Eigenzeit benttigt die Komponenten des 4—Ortsvektors und die rdumlichen Komponen-
ten der Koordinatengeschwindigkeit im Anfangspunkt (beziiglich des e—Systems). Mit
diesen Werten wird dann das Verhdltnis von Koordinatenzeit zu Eigenzeit gem. Glei-
chung (3.101)

dt _ 1
a7~ (33 8(v'/c) B(v/c), P+2g4; B(vI/<) B+g44 )

(5.13)

gebildet und anschliefend die Komponenten der Vierergeschwindigkeit aus den
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vorgegebenen Anfangswerten gem.

o = = = 82 BA (5.14)

berechnet, womit Gleichung (3.103) automatisch erfiilllt wird. Anschliefend wird das
folgende Differentialgleichungssystem erster Ordnung

dxo

ue (5.15)
dr
due )
— = fo(unrx?) (5.16)
dr

ausgewertet. Die rechten Seiten der Gleichungen (5.16) geben wir dabei mit Hilfe von
(3.16), (5.11) und (5.12) an zu :

+ L[4 SM (SN _L (Raua 1 3 SM yyi(usfo)2 + (5.17)
5 R
AWy — Wj,i)(u‘i/c)? + GM (gykykyi _ yiya) } + o(c)
A T rs

f=_2 GM

xlvi(ut/c)? + o(cd). (5.18)

c r3d
Das Ergebnis haben wir in den beiden Schaubildern (5.1) u. (5.2) aufgetragen. Es wurde
dabei eine Integrationsschrittweite von sechs Sekunden gewdhlt, die wir mit dem Ergeb-
nis mit doppelter Integrationsschrittweite verglichen haben. Die Abweichung belief sich
in der GroBenordnung mehrerer Millimeter nach einer Stunde Integrationszeit.
Um den nicht linearen Term zu erhalten, haben wir parallel zu (5.17) eine weitere Satel-
litenbahn integriert, deren rdumliche Komponenten nicht relativistisch berechnet wur-
den. Die Anfangswerte fiir die 3—Koordinatengeschwindigkeit wurden so gewihlt, dafl
der Satellit eine Kreisbahn mit derselben Umlaufdauer durchliuft. Das Bilden der Dif-
ferenz in den zeitlichen Komponenten liefert den nichtlinearen Anteil des Streckenfeh-
lers, den wir in Abbildung 5.2 aufgetragen haben.
Zur Verdeutlichung bemerken wir, dafl die nichtlineare Korrektur dann angebracht wer-
den muf}, wenn wir die Satellitenbahn als kreisformig, d.h. ein konstantes Eigenzeit— zu
Koordinatenzeitverhalinis, annehmen. Dies ist bei der derzeitigen Systemkorrektur von
GPS der Fall (vergl. Ashby 1986), die darin besteht, dal das Frequenznormal um einen
bestimmten Betrag verindert wird. Wir konnen die Verbesserungen aus Abbildung (5.2)
als diejenigen Korrekturen auffassen, die wir an eine Laufzeitmessung zu GPS aufgrund
der Bahnexzentrizitit anzubringen haben.
Das Ergebnis aus Abbildung (5.2) wurde schon in einer fritheren Arbeit erhalten (z.B.
Schwarze 1990, p.32), jedoch wurde im Rahmen dieser Arbeit eine relativistische Satelli-
tenbahn berechnet, wihrend wir in der o.g. Arbeit die Satellitenbahn als Kepler—Ellipse
angenommen haben. Diese Annahme verursacht in der Zeitkoordinate einen Fehler, der
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im Submillimeterbereich liegt, was wir dadurch zeigen koénnen, indem wir zwei Satelliten
vergleichen, deren rdumliche Komponenten jeweils relativistisch bzw. nicht relativistisch
ermittelt werden. Die Anfangswerte sind fiir die beiden Satelliten identisch zu nehmen.
Ferner bemerken wir, da die von uns eingefiithrte Kreisbahn nicht der Referenzbahn von
GPS entspricht. Dies verursacht einen zeitproportionalen Fehler, der im obigen Fall
vierzehn Zentimeter nach zwolf Stunden betrigt.

5—3. Signalausbreitung im Gravitationsfeld
5—31. Signalausbreitung im e-System

Den zweiten Effekt, den wir in diesem Kapitel untersuchen wollen, ist die Ablenkung
eines Lichtstrahls. Wir wenden dabei die Bewegungsgleichung (3.92) auf den Fall des
Vakuums an und erhalten mit den Christoffelsymbolen (5.11) folgendes Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung

S (5.19)
dt '
Q'.Yl = _-Q_M-xi + 1_ [ G_M (4kakvi — xiv2) +
dt r3d ci2lr3
(5.20)
+4 GM (GM 1 (pan 4 3 GM )i 4 ogwi; - Wj,i)vj] +o(c) .
r3d T 5 R

Wir koénnen die unterstrichenen Terme vernachldssigen, da wir aufgrund der Gréfienord-
nung des Effekts (nur wenige Zentimeter, vergl. Abbildung 5.3 u. 5.4) nur Terme der

GroBenordnung o(c™) in Gleichung (5.20) zu beriicksichtigen haben. Dabei gilt fiir die
Komponenten der 3—Koordinatengeschwindigkeit

Iyl =v o). (5.21)

Die Gleichungen (5.19) u. (5.20) werden wiederum numerisch ausgewertet, das Pro-
gramm verlangt im Anfangspunkt die Vorgabe der rdumlichen Komponenten des
4—Ortsvektors und der 3—Koordinatengeschwindigkeit des Lichtstrahls bezfiglich des
e—Systems. Durch Festlegung der Signallaufzeit haben wir das obige Differentialglei-
chungssystem (5.19) u. (5.20) auf eine Anfangswertaufgabe zuriickgefithrt. Die Integra-
tionszeit von 0.001s erwies sich hier als vollkommen ausreichend, eine Verdopplung der
Schrittweite ergab Abweichungen im Submillimeterbereich fiir einen GPS—Satelliten. In
den unteren Abbildungen wurde die Differenz

ds = x— ¢t (5.22)

~

aufgetragen. Dabei bezeichnen wir mit x! die riumlichen Komponenten des 4—Orts-
vektors, mit c!,, die riumlichen Komponenten der Lichtgeschwindigkeit im Punkt P,.
In der Abbildung 5.4 haben wir die Richtung des Lichtstrahls variiert, wobei wir die
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Signallaufzeit so gewédhlt haben, daB sie der Signallaufzeit zu einem GPS—Satelliten
entspricht. Der angegebene Winkel entspricht demjenigen gegeniiber der Flichen-
normalen (kugelformige Modellerde).

Wir bemerken, dafl im Falle eines GPS—Satelliten die Abweichung gegeniiber der Eukli-
dischen Geradengleichung, von ca. zwei Zentimetern fiir horizontnahe Zielungen, bis ca.
1.5 Zentimeter im Zenit, variiert.

5-—32. Signalausbreitung im f —System
In diesem Abschnitt untersuchen wir die Lichtausbreitung beziiglich eines erdfesten

Bezugssystems, dem f —System aus Abschnitt 1-2.. Wir schreiben zunichst die Metrik
(5.1) unter Anwendung des Transformationsverhaltens (3.13) fiir kovariante Tensoren
zwelter Stufe an

2U )
gij= 0 (1+ =) + o(c™)

c 2

gai=(1+ 2—2 SM) k(Wi fc)y™ — (4/cH)WE + ofc”?)
Csr

gu=—(1+2GMywo 4 (1, EMparn) 4 o(c)

c?r c cd 5 13
goo=+ (1 + 2 GM ) Ey1_§_( 1 wG—MR2y1) + o(c™®)

cr c cd 5 13

(5.23)
ga3=0
2
g =2 ((r)2 + )1 + 20 + (- 1+ 22 -1 (2u2 - 49))
c2 : c? c? ct

~ S22 OM Bya((y12 + (32)2) + o(c™)
S5ctr T
indem wir die Transformation gem. den Gleichungen (1.4) u. (1.5) anwenden. Wir stel-

len dabei das Auftreten von Termen der Grofienordnung o(c™) in den Nebendiagonal-
elementen fest, die wir ebenfalls fir eine Newton—Raum—Zeit (vergl. z.B. Heitz u.
Stocker—Meier 1990, p. 83ff.) erhalten. Die zur Berechnung der Christoffelsymbole bend-
tigten Komponenten des kontravarianten Metriktensors werden mit Hilfe einer

Neumannschen Reihe (5.9) vom Programm berechnet, die wir aufgrund der Terme o(c™)
nach der vierten Potenz in h,g abbrechen. Des weiteren bendtigen wir die partiellen
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Ableitungen der kovarianten Metrik

2 GM ]
8ijrk = bij (——=="—y*) + o(c™)
c2r3

goin = (1+ 2 M ) eiiy(wifc) - 2 M

esji(w/c)y*y! — (4/c)Wi1 + o(c™d)
c2r c2r3

gy = 20CM o, 120 GM R
cdr3 5¢3r3 r

gan2=—(1+ 2 GM )H +92 iG_Myzyz _4w GM (B;)z (3(y2)2 — 12) + o(c™)

c?r c c3r3 5c¢3rd r
g“’a___GM 2 3_1_?_“’_91\.4(5)2},2},3_}_0((;-5)
cdr3 5¢3rd r
a1 = +(1 + 2 GM M2 ¥ _Gﬂy1y1+ 4w GM E)z (3(y1)2 —r2) + o(c™)
c?r c cd3r 3 5¢3r3d r
(5.24)
g42’2 = _gﬂgMylyz + lg_‘g__.(;_l\{_ (_B'_)2 y1y2 + 0(C'5)
c3dr3 5¢3r3 r
g42’3 —_ _..2..9_)@}71}73 + Eﬂ.g_M B'_)2 y1y3 + O(C-s)
¢33 5¢3rid r
g44,i=_2_..g_M_ [1_2_@+L§.(sz2+3§1\£)] yi
: c2r3 c?r c?2b R
2GM , 24 R2
¢ 2 CM (2R o) (y02+ (r9)7) v +
ctr3 5 r2
2 2
+2@ 1+ 2U_BRIGM yig o1t 6,092) + o(c)
c2 c2 b5c¢2r3

um die Christoffelsymbole anschreiben zu kdnnen, wobei wir mit den Gleichungen (5.8)
u. (5.9) unter Annahme einer stationiren Metrik folgende numerisch giinstige Form
erhalten

i .
Tjx = (1/2)(hici,j + hijok = hjk1) + (1/2)h"(hax,j + hajik)

+ (1/2)h*(hyy,j + hijx — hjk,1)
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i . .
T4j = (1/2)(higyj — hajo1) + (1/2)h¥(hig,j — hajp1) + (1/2)hihyy,;

i .
Tgq = — (1/2)has,i — (1/2)h hyy,)
(5.25)

4
Tij = (1/2)h*(hy1,i + higj — hijo1) — (1/2)(hjari + haiyj)

+ (1/2)b*(hja,i + haiyg)
4 .
T4 = (1/2)h*(h14,5 — hai1) — (1/2)hag,i + (1/2)h % hag,s

4
I'jg = — (1/2)h41h44,1.

Die Christoffelsymbole wurden im Programm mit den obigen Gleichungen berechnet.

Analog unserer Vorgehensweise im e—System wurde die Differenz gem. Gleichung (5.22)
aufgetragen, wobei sich eine Integrationsschrittweite von 0.001s als ausreichend erwies
(vergl. Abschnitt 5—31). Ein in Richtung der jeweiligen Flichennormalen ausgesandter
Lichtstrahl weicht in mittleren Breiten (489) in der Gro8enordnung von ca. sechzig Me-
ter von der Geraden im Euklidischen Raum ab, wihrend ein in der Aquatorebene ent-
sandter) Lichtstrahl um ca. hundert Meter (97.550m) abweicht (im Falle eines GPS—Sa-
telliten).
In den beiden Abbildungen 5.5 und 5.6 haben wir fiir eine Bodenstation sowohl die Ent-
fernungs— als auch die Richtungsabhéngigkeit untersucht. Bemerkenswert dabei ist die
ausgepragte Richtungsabhingigkeit, die von dem unterschiedlichen Winkel des jeweili-
gen Lichtstrahls gegeniiber der Drehachse der Erde herriihrt. Dies kdnnen wir sofort
nachvollziehen, indem wir beachten, da8 ein Lichtstrahl in dem o.g. terrestrischen Punkt
(¢ = 480) fiir den Zenitwinkel —420 bzw. 4489 parallel zur Drechachse der Erde bzw.
parallel zur Aquatorebene verlauft.

Mit der numerischen Untersuchung der Signalausbreitung im f —System ist die Diskus-
sion der relativistischen Phasenmessung abgeschlossen, wobei wir zur numerischen Un-
tersuchung des Einflusses des Mediums auf die Arbeit von (Stocker—Meier 1988, p.51f)
verweisen. Zusammenfassend kénnen wir sagen, dafl die betreiberseits angebrachte rela-
tivistische Korrektur (vergl.” Abschnitt 5—2.) nicht ausreicht, da wir immer noch einen
periodischen Term mit einer Amplitude von ca. sieben Metern zu verzeichnen haben.
Des weiteren kénnen wir festhalten, da8 der Einflu8 des Gravitationsfeldes auf die Sig-
nalausbreitung eine Gréfenordnung von mehreren Zentimetern annimmt, wihrend der
kinematische Anteil der Rotation einen Effekt verursacht, der, je nach dem Winkel zwi-
schen dem Lichtstrahl im Anfangspunkt und der Rotationsachse der Erde, einen Wert
bis zu hundert Metern annehmen kann. Damit haben wir gezeigt, daB wir fiir Zwecke der

Positionsbestimmung im { —System den Zusammenhang zwischen der Signallaufzeit und
der 3—Koordinatendifferenz nicht mehr in der Form (4.3) anschreiben kénnen, wie dies
in der Literatur oft der Fall ist (z.B. Seeber 1989, p. 276).
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Abb. 5.3: Abweichung von der Geraden im Euklidischen Raum in Abhingigkeit von
der Entfernung (Breite der Bodenstation: 48°)
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6. Abstract

The main aim of this work is to discuss an important observation technique in satellite
geodesy, namely the phase difference measurement, within the framework of general
relativity. A relativistic approach to this observation technique consists of three steps.
Firstly the orbit of the satellite has to be considered as a geodesic in curved space—time
with gravitational forces being present, secondly we have to consider the influence of the
gravitational field on a moving oscillator and finally we have to model the propagation
of an electromagnetic wave in a refractive medium.

Starting from the propagation of an electromagnetic wave we derive the well-known
eikonal equation, which is valid only under certain assumptions (i.e. high frequency
limit). It is also shown that this equation is only valid in the rest frame of the medium
and thus it is not consistent with the laws of special relativity. In order to obtain a co-
variant formulation in Minkowski~space, we introduce the four—velocity of the medium.
The influence of the gravitational field on electrodynamic systems is considered in the
subsequent chapter, where we have to generalize the basic laws of electrodynamics to
curved space—time. This is achieved by applying the principle of minimal coupling which
means that there is no direct coupling between the dynamical variables describing the
electromagnetic field and the gravitational field. As a consequence of this principle we
obtain the basic laws of classical electrodynamics in a so—called Local Inertial Frame
(the influence of the gravitational field vanishes for small space—time distances), which
enables us to derive the general covariant eikonal equation by applying the strong
equivalence principle. This is an important result and means a generalization of the’
non—relativistic geometrical optics to four—dimensional curved space—time.

The analogy between geometrical optics and mechanical gystems in the
Hamilton—Jacobi formalism is used to derive a covariant variational principle. It is
shown in the subsequent discussion, that this general covariant principle contains the
well-known Fermat principle. A system of ordinary differential equations of first order
for the four—position vector and the four—wave vector is derived with the help of
calculus of variation, while the eikonal equation is considered as a holonomic constraint.
By eliminating the four—wave vector we obtain a system of differential equations of
second order %or the four—position vector, which is nothing other than a geodesic,
disturbed by the influence of the medium. After having discussed the wave propagation
in four dimensional space—time, we consider the behaviour of so—called standard
oscillators moving in a gravitational field.

The chapter dealing with phase difference measurement starts with a brief overview of
the common approach to phase measurement techniques. The observation equation for
the phase difference measurement is derived, which is consistent within the framework
of general relativity. We also discuss the physical significance of each component
appearing in the observation equation.

In order to eliminate or minimize systematic errors several differencing techniques are
used in satellite geodesy. We also apply these differencing techniques and discuss them
from a relativistic point of view and show that no complete elimination of systematic
errors, due to the neglection of relativistic effects, can be achieved. '
Finally we give some numerical values for the systematic errors caused by effects which
are not taken into account by the usual non—relativistic approach. The first effect is that
the proper time of a satellite or receiver clock does not coincide with the corresponding
coordinate time interval. In the case of a GPS—satellite we obtain a linear increasing
systematic error with respect to coordinate time of the order of several thousands of
meters per day. In the case of a Kepler type orbiting satellite we obtain a periodic error
of the amount of seven meters (amplitude). These results are derived with the help of
numerical methods. In our case the Runge—Kutta—Fehlberg method (8th order) has been
applied.
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The second effect considers the signal propagation (vacuum case) in a non-rotating
reference frame and in a rotating, earth fixed reference frame. One can clearly distin-
guish the influence of the gravitational field (a few centimeters in the case of a GPS
satellite) from the kinematic influence of the rotation (it can reach 100m in the case of a
GPS satellite, depending upon the angle between the earth’s rotation axis and the direc-
tion of the light ray).

These effects mentioned above clearly show, that a relativistic treatment of the phase
measurement is necessary.
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