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1 EINLEITUNG 4
1 Einleitung

Die Abbildung der Erde oder eines anderen Himmelskérpers in einer ebenen Karte er-
fordert eine Referenzfigur, die sich einerseits der abzubildenden Fliche moglichst gut
anpassen, andererseits eine analytisch méglichst gut beherrschbare Geometrie aufweisen
sollte. Bisher wurde die Figur der Himmelskérper, insbesondere der Erde, in der Regel
durch eine Kugel oder ein Rotationsellipsoid angenihert; kompliziertere Flichen schieden
bis vor kurzem aus Griinden des Rechenaufwands aus.

Nachdem heute sehr leistungsfihige Computer zur Verfiigung stehen, so dafi der numeri-
sche Aufwand kaum noch eine wesentliche Rolle spielt, kénnen auch andere Flichen als
Referenzflichen in Betracht gezogen werden. Insbesondere eignet sich hierfiir das dreiach-
sige FEllipsoid, das die tatsichliche Figur der Himmelskorper teilweise betrichtlich besser
approximiert als ein Rotationsellipsoid.

In der vorliegenden Arbeit wird das dreiachsige Ellipsoid auf seine differentialgeometri-
schen Eigenschaften hin untersucht; es werden verschiedene Parametrisierungen dieser
Figur und deren Eigenschaften vorgestellt sowie einige Abbildungsgleichungen der Abbil-
dung des Fllipsoids auf eine Tangentialebene herausgearbeitet.
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2 Geometrische Eigenschaften des dreiachsigen Ellipsoids

Die Mannigfaltigkeit eines dreiachsigen Ellipsoids 148t sich wie folgt definieren

2
b2

22

xeX = {x€B3|—+ +5 5 =1} (1)

Die Lingen der Hauptachsen des Ellipsoids seien mit a,b,c (¢ > b > c) bezeichnet. Fiir

die Schnittellipse in der x,y-Ebene lassen sich die dquatoriale Abplattung fi2 = #, die

.. . a? — b2 . . .
absolute Exzentrizitit €12 = Va2 — b2, die erste e;3 = o und die zweite relative
a? — b2
Exzentrizitit e}, = — berechnen.

Analog folgen daraus fiir die Schnittellipse in der x,z-Ebene die Berechnungen der polaren

a—c e
Abplattung fi3 = , der absoluten Exzentrizitit €13 = Va? — 2, der ersten e;3 =
a?—c? o . R =
5— und der zweiten relativen Exzentrizitdt e;3 = 5

2.1 Hauptschnitte

Die Fliche eines dreiachsigen Ellipsoids ist symmetrisch beziiglich dreier Ebenen z = 0,
y =0, z = 0 und wird von diesen in Ellipsen geschnitten, wobei die ‘Hauptachsen dieser
Schmtt_e].hpsen in je zwei Koordinatenachsen liegen. Diese sogenannten Hauptschnitte
besitzen die Gleichungen :

y2 22 22 22 P

35‘*'—— ;54-;5:1 -"l-i,-i-ﬁ:l (2)

Die Ebenén t=k-a, y=k-b, z=k-cmit -1 < k < 1 schneiden das Ellipso-
id ebenfalls in Ellipsen, die denen des Hauptschnittes dhnlich sind. Die Ellipsenschnitte
erfiillen die Gleichungen :

z2 N y2 z2 22

_02(14—k2)+b2(14k2)=1 az(l_—-k2)+c2(1—k2)=1‘ (3)

Das Verhaltnis der Hauptachsen betragt
21—k : b2 (1 k%) : (1 -k =a:0%:

Die beliebig festlegbaren Koordinatenachsen z' und y' spannen eine Schnittebene Eo auf

(vgl.Abb. 1). Es kann gezeigt werden, daf§ auch dieser Schnitt sowie alle durch parallele
Ebenen zu Ey erzeugten Schnitte Ellipsen darstellen. [Smli]
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X', y' beliebig

Abbildung 1: Ebene Fy
2.2 Kreisschnitte

Es stellt sich nun die Frage, ob diese Schnittellipsen zu Kreisen ausarten kénnen. Tatsich-
lich wurde bewiesen [Smll], daB sogenannte Kreisschnitte existieren; sie liegen in Ebenen
parallel zur y-Achse und bilden den Winkel o mit der x,y-Ebene.

a [b2—c?
COSOZ=:{:E m (4)

Es existieren demnach zwei Scharen paralleler Ebenen, die das Ellipsoid in Kreisen schnei-
den. Punkte des Ellipsoids, deren Tangentialebenen den Ebenenscharen angehoren, heifien
Kreispunkte und besitzen folgende Koordinaten:

a2 — b2 b2 — ¢2

=t a v =0, z=%c

(5)

a2 —¢2’ a2 — ¢2

Alle Kreispunkte sind Nabelpunkte; also Punkte, in denen alle Normalschnitte der Flache
dieselbe Kriimmung haben (vgl. Kap.2.3). Eine Kugel besteht z.B. aus lauter Nabelpunk-
ten.

Die beiden durch den Mittelpunkt des Ellipsoids gehenden Verbindungsgeraden der Kreis-
punkte (vgl. Abb.2) enthalten die Mittelpunkte simtlicher Kreisschnitte. [Sml1]
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Abbildung 2: Kreispunkte K, K3, K3, K4 des dreiachsigen Ellipsoids

2.3 Vertikalschnitte

Die Flichennormalen einer Kugel schneiden sich im Kugelmittelpunkt. Liegt der Punkt
P; in der Vertikalebene des Kugelaufpunkts Pj, so enthilt diese auch die Flichennormale
von P,. :

Im Falle des Rotationsellipsoids schneiden sich die Flichennormalen nur dann, wenn deren
Schnittpunkte mit dem Ellipsoid entweder auf demselben Meridian oder auf demselben
Parallelkreis liegen. Ansonsten verlaufen sie windschief zueinander.

Beim dreiachsigen Ellipsoid schneiden sich die Flichennormalen nur, wenn sie auf demsel-
ben Meridian errichtet werden (vgl. Anhang B.1). In allen anderen Fillen sind die in zwei
verschiedenen Punkten P; und P, erzeugten Vertikalebenen, die den jeweiligen anderen
Punkt P, bzw. P; enthalten, gegeneinander geneigt. »

2.4 Kriimmungslinien

Die Anderung des Normalenvektors bzw. Kriimmung einer Kurve x(s) berechnet sich aus
der zweiten Ableitung der Kurvenfunktion z(s).

x"(s) = k(s)'n

In einem Punkt einer Fliche ist die Kriimmung stets richtungsabhéngig, wobei die Haupt-
krimmungsrichtungen, d.h. die Richtungen der maximalen bzw. der minimalen Kriim-
mung, orthogonal sind. Parameterlinien sind genau dann Kriimmungslinien, wenn fiir die
Nebendiagonalelemente des Metrik- (I) und des Kriimmungstensors (II) G2 = Hi2 = 0
gilt.

Die Kriimmungslinien des dreiachsigen Ellipsoids werden erzeugt, indem das Ellipsoid
mit allen konfokalen ein- (vgl. Abb. 3) und zweischaligen (vgl. Abb. 4) Hyperboloiden
geschnitten wird [Sml1].
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a, b reelle Halbachsen
¢  imaginire Halbachse

Abbildung 3: Einschaliges Hyperboloid

Allgemein sei

$2 y2 22

Dies entspricht der Ellipsoid-Gleichung (1) fiir

F(0)=0.

Die dazu konfokalen einschaligen Hyperboloide werden durch

fw) = 0
2> u > ¢

b

die zu (1) konfokalen zweischaligen Hyperboloide durch

flv) =

0
a2 > v > b

(6)

(™

()

(9)

festgelegt. Bei Ubereinstimmung von v bzw. v mit dem Quadrat einer der Halbachsen

des Ellipsoids arten diese Hyperboloide zu Ebenen aus.

Es ergeben sich aus den Gleichungen (7), (8) und (9) die Quadrate der Koordinaten
z,vy, z eines Punktes P des Ellipsoids in Abhangigkeit von u und v, wobei fiir ein vorgege-
benes Parameterpaar (up,vp) jeweils zwei, im Vorzeichen unterschiedliche Lésungen fiir
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z Y 2 _
@ » o
a b, ¢ imaginire Halbachsen

a reelle Halbachse

Abbildung 4: Zweischaliges Hyperboloid

zp, yp bzw. zp existieren. Die Kbordina_ten des Punktes P(zp,yp,2p) konnen aus 16
verschiedenen Kombinationen bestehen, so dafl dessen Lésung nicht eindeutig ist. (Diese
Mehrdeutigkeit kann durch die Transformation in elliptisch-trigonometrische Koordinaten
beseitigt werden, vgl. Anhang B.5.)

22 = a2 (a® = u)(a® - v)
(a? — b2)(a? - ¢?)
b2 — u)(b% —v
v o= bz, ((62 - czg((b2 - ag) : (10)
2 = 2 (c? = u)(c® — v)

(- a)(@ - )

Die Umkehrfunktion stellt sich wie folgt dar :
Die Gleichungen (7), (8) und (9) sind vom Typ

Wt awr+pwty=0
22+ y2 + 22 — a? — b2 = ¢?

a2b2 + b2c2 + a2c2 _ 222(1)2 + 02) — ,y2(a2 + 62) - 22((12 + b2)
¥y = .’B2b262 +y2a262 + z2a2b2 _a2b2c2

=)
n
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Die drei Losungen der kubischen Gleichung (w — w; )(w — w; )(w — w3) = 0 ergeben sich fiir

wi=0 falls 0<c?2<b?<a?
we =u falls 2<u<b?
ws=1v falls b2 < v < a?

Als Parameterdarstellung des Ellipsoids in elliptischen Flichenkoordinaten wird meist das
Gleichungssystem

(a2 — u)(a? — v)

R AR R

_ (% — u)(b2 - v)
A CRr) w
. = (cz2—u)(c?-v)

(&= a)(@ - )

verwendet, wobei mit (11) nur Punkte im 1.Quadranten des kartesischen Koordinatensy-
stems beschrieben werden kénnen.

Nach GL.(10) existieren also zwei Scharen von Kriimmungslinien, welche man als Kriim-
mungslinien 1.Art und Kriimmungslinien 2.Art bezeichnet. Die u-Parameterlinien v =
const € ]b®,a?[ werden durch die Schnitte des Ellipsoids mit der Schar der zweischaligen
Hyperboloide, die v-Parameterlinien u = const € |¢2,b?[ durch die Schnitte des Ellipsoids
mit der Schar der einschaligen Hyperboloide erzeugt. Die Kriimmungslinien werden durch
folgende Eigenschaften charakterisiert [Smll]:

e Zwei Kriimmungslinien derselben Schar haben keinen gemeinsamen Punkt.

¢ Es schneiden sich je zwei Linien, die nicht zur selben Schar gehéren, in zwei Punkten
unter rechten Winkeln.

¢ Durch jeden Punkt der Fliche, mit Ausnahme der Nabelpunkte, gehen genau zwei
Kriimmungslinien.

e Jede Schnittlinie des zweischaligen Hyperboloides zerlegt die Fliche in zwei Teile,
so daB ein Teil die oberen zwei Kreispunkte, der andere Teil die unteren zwei Kreis-
punkte enthilt.

e Die Projektionen der Kriimmungslinien auf die Hauptschnittebenen des Ellipsoids
sind Kegelschnitte in Form von Ellipsen und Hyperbelbsgen.

e Der Aquator ist eine Kriimmungslinie 1.Art.
Die Parameterdarstellung der Oberfliche des dreiachsigen Ellipsoids, bei der die Para-

meterlinien den Kriimmungslinien entsprechen, wird in elliptischen Flichenkoordinaten
angegeben. Es gilt : v = p und v = v. (Vgl. Anhang B.4)
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- Abbildung 5: Kriimmungslinien des dreiachsigen Ellipso
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3 Das dreiachsige Ellipsoid als Referenzellipsoid

Noch genauer als es mit der Kugel oder dem Rotationsellipsoid als Referenzfliche moglich
ist, kann die Erdfigur, die festgelegt wird durch die Aquipotentialfliche der Schwere im
mittleren Meeresniveau, durch ein dreiachsiges Ellipsoid angenihert werden. Die Entfer-
nung zwischen dem Massenmittelpunkt der Erde und dem Mittelpunkt eines bestangepafl-
ten dreiachsigen Ellipsoids betrigt ungefihr 11 - 15 m, und die Achsen des Ellipsoids liegen
relativ genau in den Richtungen der Haupttrigheitsachsen. Gegeniiber dem Rotationsel-
lipsoid wird eine um 65% bessere Anpassung erreicht [Eits].

Unter Verwendung von zahlreichen geoditischen, astronomisch-geoditischen und gravi-
metrischen Messungen von F.N. Krassowskij, Struve und A.A. Isotow konnte M.S.Zverev
schon 1940 Zahlenwerte fiir ein dreiachsiges Referenzellipsoid angeben [SIh1], welche schon
relativ nahe bei den von Eitschberger (1975) berechneten Zahlen liegen. Auch andere
Himmelskérper wie z.B. der Mond der Erde, der Planet Mars oder Satelliten anderer Pla-
neten lassen sich durch dreiachsige Ellipsoide approximieren. Einige Zahlenwerte wurden
in Tabelle 1 zuammengestellt.

l i a [km] | bfkm] | clkm] | Ao | Quelle |
Erde 6 378,245 6 378,0324 | 6 356,8630 + 15° Schliephake 1955
Erde 6 378,173435 | 6 378,1039 | 6 356,7544 | — 14°53'42" | Eitschberger 1975
Mond 1 738,30 1 738,18 1 737,65 Wu 1981
Mars 3394,6 3 393,3 3 376,3 — 105° Wu 1981
Phobos 12,908 11,410 9,122 Bursa 1989
Phobos 13,5 10,7 9,6 Bursa 1988
Amalthea 135 82 75 Bursa 1988
Io 1833 1822 1819 Bursa 1988
Mimas 209,1 | 196,1 191,3 , Bursa 1988

Tabelle 1: Zahlenwerte fiir das dreiachsige Ellipsoid als Referenzellipsoid

a, b und c stellen die Lingen der Hauptachsen des bestangepaBten Ellipsoids dar. Ag
entspricht der Richtung der 1. Hauptachse a beziiglich des 0°-Meridians. (Im Falle der
Erde der 0°-Meridian von Greenwich.)

Bei der Verwendung des dreiachsigen Ellipsoids als Referenzfigur der Erde stellt sich
das Problem der Zuordnung der Topologie der Erde zur Ellipsoidoberfliche. In Kapitel
3.1 werden die kartesischen Koordinaten eines Punktes der topographischen Oberfliche
(X,Y,Z) in kartesische Koordinaten auf dem Rotationsellipsoid (z,y,z) transformiert,
unter der Bedingung, daB der Abstand zwischen P(X,Y, Z) und p(z,y, 2) minimal wird
(minimal distance mapping [GrLo]). )

In Kapitel 3.2 wird ein vollstindiger Atlas der Erde in lokalen (kartesischen) Koordinaten
hergeleitet, von denen ausgehend die verschiedenen Parametrisierungen des dreiachsigen
Ellipsoids entwickelt werden kénnen.

Ein minimaler Atlas in ellipsoidnormalen Koordinaten wird in Kapitel 3.3 berechnet.
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3.1 Abbildung der topographischen Oberfliche auf das dreiachsige Re-
ferenzellipsoid

Die topographische Oberfliche der Erde, die in einem dreidimensionalen euklidischen
Raum IR 3 eingebettet ist, soll Punkt fiir Punkt auf das Referenzellipsoid projiziert wer-
den. Bei dieser Abbildung muf} die Bedingung der eindeutigen Umkehrbarkeit erfiillt sein,
so daf jedem Punkt der sternférmigen Topographie der Erde genau ein Punkt auf dem
Ellipsoid zugeordnet wird, sowie umgekehrt jeweils genau ein zu einem Ellipsoidpunkt
zugehoriger Punkt auf der Erdoberfliche existiert. Zur Berechnung einer solchen Abbil-

Erdoberfliche

Referenzellipsoid

Abbildung 6: Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten eines Punktes auf
der Erdoberfliche (X,Y, Z) und auf dem Referenzellipsoid (z,y, 2)

dung kann folgende Extremwertaufgabe mit Nebenbedingung definiert werden : Es wird
der Punkt p(z,y,z) des Ellipsoids gesucht, zu dem ein Punkt P(X,Y, Z) auf der Erdo-
berfliche minimalen Abstand hat, unter der Bedingung, daf8 p auf der Oberfliche des
Referenzellipsoids liegt.

2 2

. 2 z2 y z .
L(x9yaz’A) = “X - X“ + A{}l—g + ?)3 + 25} =7 min (12)

Mit X wird der Ortsvektor vom Ursprung des IR 3 zu einem Punkt P auf der topographi-
schen Oberfliche der Erdfigur bezeichnet, wihrend x dem Ortsvektor des Punktes p auf
dem Ellipsoid entspricht. p ist der Schnittpunkt des Normalenvektors durch P mit dem
Ellipsoid. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden die Unbekannten (z,y, Z,A) mit
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(21,22, 3,24) bezeichnet.

Bekannt sind die Koordinaten (X, Y, Z) von Punkten auf der Erdoberfliche (z.B. durch Sa-
tellitenbeobachtungen), sowie die Ellipsoidhauptachsen a, b und c. Die Lagrange-Funktion
L ist also abhingig von den vier Unbekannten z,Z3,z3 und z4, welche den Koordinaten
z,vy, z des auf das Ellipsoid projizierten Punktes P und dem Lagrange-Faktor A entspre-
chen.

Zu priifen ist nun, ob die notwendige und die hinreichende Bedingung fiir die Existenz ei-
ner Losung erfiillt ist. Die notwendige Bedingung beinhaltet, daB die ersten Ableitungen,

die den Normalgleichungen entsprechen, gleich Null sein sollen; die hinreichende Bedin-
2

v 92 iy 2; Vi,7=1,2,3

positiv-semi-definit sein muf, was der Fall ist, wenn die drei Elgenwerte A;Vi=1,2,3
des charakteristischen Polynoms |H — AIl = 0 nicht negativ sind. Vgl. G1.(17) [GrLo).

gung verlangt, daB die Hesse-Matriz der 2.Ableitungen H3 =

¢ Notwendige Bedingung (1.Ableitungen)
oL

-5—((1)1, T2, $3, (I)4) = -2(X - 521) + 25"74 6262571 =0 (13)
oL - A 2024
6—(3:1, &9, %3,%4) = —2(Y — 23) + 284 a%c*2, =0 (14)
aL ~ ~ ~ ~ ~ -~ 2 2 ~
a—(.’tl, Z2,T3, $4) = —-2(Z - 333) + 2:2’?4 a®b T3 =0 (15)
—gi(zl,:cg, E3,%4) = 02?3} + a?c?33 + a?b?33 — a?b%c® =0 (16)

Durch Auflssen der Gleichungen (13), (14) und (15) nach £, £, und &3 und Ein-
setzen in Gleichung (16) erhilt man eine algebraische Gleichung 6.Grades fiir die
Losung des Lagrange-Faktors A (= z4)-

e Hinreichende Bedingung (2.Ableitungen)

BL 1+.§74b2c2 0 0
\Hs| = |5 = I =1 0 1+ 3402 0 | >0 (17
Ti 0 0 14 £4 a2b2

ri,z; Vi,j=1,2,3

Die Eigenwerte der H3-Matrix lassen sich sofort ablesen :
A=1+12y4 bzcz, Ap=1+4+34 a?c? und As=1+24 a?b?.

3.2 Ein vollstandiger Atlas des dreiachsigen Ellipsoids

Die abzubildende Mannigfaltigkeit I 3 , . wird definiert durch
y?
b2

Bei der Wahl! von lokalen Koordinaten benétigt man genau sechs Karten, um alle Punkte
des dreiachsigen Ellipsoids zu iiberdecken (vgl. Abb.7). [GrLo]

22

x€X Eabc.—{x€R3|—+ +— =1, a,b,ceR*, a >b> c}
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) T\G
l
Abbildung 7: Vollstandiger Atlas des dreiachsigen Ellipsoids
2

. 2
Uy = {(@9,2) €EESl> + 35 < 1,2 > 0}

Abbildungsgleichungen

) A u
= [;]- 2]
)‘12 "02
xi(x) = &'(x) = (w,v,+¢ 1—(a—;+3§))
_ 1 u | v
x(u,v1) = ulél + vex + ¢ —(§+32—) e3

2

2
Mit der Einschrankung -z—i +

v
b2
Aquator abgebildet, um somit jede mégliche Singularitat zu umgehen.

. 22 y?
Uy = {(zvyvz)EEz,b,cl;zi + ﬁ <1lz2< 0}
Abbildungsgleichungen

. Tl _ | %2

-1 ud vl
xab) = &0 = (e -GG +g))
ud  v?
x(uz,vz) = 1uze; + vez — ¢ 1—(?+b_2) es

< 1, z > 0 wurde das nordliche Halbellipsoid ohne

1




3 DAS DREIACHSIGE ELLIPSOID ALS REFERENZELLIPSOID 16

Die zweite Karte iiberdeckt das siidliche Halbellipsoid ohne den Aquator.

. 2 2
Us = {(&0,2) €E plm + 5 < 1,4 >0}
Abbildungsgleichungen

z U
60 = 2] = | %]
2 2
o) = &0 = (st by1-(5+3),0)
2 .
X(U3,’t)3) = uge; + b\/l—(%+-§1)e2+ v3es

Die dritte Karte iiberdeckt das 6stliche Halbellipsoid ohne den Null- bzw. 180°-Meridian.

22 22
Us = {29, 2) €EE = - 5 < 1,y <0}

Abbildungsgleichungen
’ o VT, _ U4
oo = [2] =[]
-1 | u v}
ax) = &) = (un=by[1- G+ )

u | v}
x(ug,v4) = ugey — b 1—(E+§)e2+ v4 €3

Die vierte Karte iiberdeckt das westliche Halbellipsoid ohne den Null- bzw. 180°-Meridian.

2

2
Y z
5.Karte Us := {(:l:,g,;,z)EEZ,,,,CI-I)—2 - = < 1,z >0}

Abbildungsgleichungen
. yip _ | U
w0 = [2] =[]

5
-1 u§ 'v§
xs(x) = & (x) = (+b41- 35'!"55),"5,”5)
u? v
x(us,v5) = +b - §+§)e1+ usez + vses

Die fiinfte Karte iiberdeckt die vordere Hilfte des Ellipsoids ohne den +90°-Meridian.

2 22
Us = {(x,y7z)eEg,b,c‘% - 2'2- <Lz< 0}

Abbildungsgleichungen

s o= 2] =[]
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1 uf | ¢
x6(x) &G(x) = (-0 1-(54';5),“6,”6)
“?s 6
x(ug,v6) = =—by/l— p )e1+ ugey + vges

Die sechste Karte iiberdeckt die hintere Hilfte des Ellipsoids ohne den +90°-Meridian.

3.3 Ein minimaler Atlas des dreiachsigen Ellipsoids

Ein minimaler Atlas mit zwei Karten kann in ellipsoidnormalen Koordinaten (vgl. Anhang
B.1) angegeben werden.

!Bijektive Abbildung des Ellipsoids in die erste Ka,rtel

WRANE

x1(x) = ¢71(x) = (f1(L, B) cos L cos B, f(L, B) sin L cos B, fs(L, B)sin B)
x1(L,B) = ey fi(L, B) cos-L cos B + e; fo(L, B)sin L cos B + e3 f3(L,B)sin B
Eingesetzt in die Ellipsoid-Gleichung

xreX Eabc.—{x€R3|—+b2+ —1, a,b,ceR’+,a>b>c}

kann mit fo(L, B) = (1 — e%,) fi(L, B) und fs(L, B) = (1 - e33) fu(L, B)

a

AL, B) = —
W \/7—62 sin? B — €2, smchoszB

berechnet werden. Es ergibt sich bei Einsetzen von fi(L, B) in xI(L,B) die Parametri-
sierung des dreiachsigen Ellipsoids in flichennormalen Koordinaten L und B.

acosLcos B
V1-€Z;sin B-—en sin? L cos? B

:t a(1—e?,)sin Lcos B
yi1= \/1 —e2, sin? B—e}, sin? L cos2 B (18)
z . a(1—e2,)sinB

\,/l—e13 sin? B—e?, sin? L cos? B

Die Umkehrfunktion kann dem Anhang B.1 entnommen werden.
Der gewahlte Definitionsbereich 0 < L < 27 und -5 < B < +7% schliefit die beiden
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Pole und den 0°-Meridian aus, um jeder méglichen Singularitét zu entgehen.

Eine zweite Karte, die diese Bereiche iiberdeckt, komplettiert den minimalen Atlas. Durch
zwei Drehungen des Koordinatensystems (z, y, z) mit den Einheitsvektoren (e;, ez, e3) in
(z*,y*, z*) mit (e}, e}, e}) und die Einfihrung der Metakoordinaten (a, 3) 148t sich eine
zweite bijektive Abbildung herleiten. '

LB

Abbildung 8: Zusammenhang der Koordinatensysteme (z,y, z) und (z*, y*, 2*).
In Abbildung 8 wird der Ubergang von (z, y, 2) iiber (z/, ¥/, 2') in (z*, y*, z*) verdeutlicht.

1. Drehung : [e],e),e5] = [e1, ez, €] R%(Ao)
2. Drehung : [e],e3,e3] = [e'pe;,efs] Rf(%)

T
= [e],e},e3] = [e1, €2, €3] Rg(Ao)RlT(g) (19)
T

s [w*’ y*’ 2*] = ['Taya Z] Rg'(AO)R{(i) (20)
e} cosAge; +sinAge;

= e}, = e3 : (21)
e} = sinApe; —cosApe;
z* = cosAgz+sinAoy

= yvo= 2z (22)
2* = sinAgz —cosAgy

Wird Ag im Bereich 90° < Ag < 180° gewihlt, haben beide Abbildungen keinen gemein-
samen singuliren Punkt (vgl. Abb. 9).

Wird die Transformation (20) auf die quadratische Form des Ellipsoids angewandt, ergibt
sich :
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vA
A
[} . g C
0- Meridian o
: \/{ Meta-Meridian
S E—— == >y

b

Abbildung 9: Singulire Punkte beider Abbildungen (mit Ag = 180°)

2 in2 *2 02 2
«2,C082Ag  sin®Ag, ¥ «2,8i0° Ag | cos® Ag
gt et T )t
. 1 1
$*2*2SIDA0COSA0(E—*b—2) =1 (23)

Theoretisch sollte Ag im oben definierten Bereich frei wihlbar sein; da aber nur im Fall
Ag = 180° die Ellipsoidhalbachsen in Richtung der Koordinatenachsen verlaufen und
somit keine gemischten Glieder wie in G1.(23) auftreten, wurde dieser spezielle Fall wei-
terverfolgt.

+"‘§"+—=1 (24)

Eiijektive Abbildung des Ellipsoids in die zweite Ka,rtel

wo=[3]-[%]

x11(x) = ¢71(x) = (fi (e, B) cos acos B, f3(e, B) sinacos 3, f3(a, B) sin §)
xr1(e, B) = €} fi(a,B) cosacos f + € f3(a,B)sinacos B + e} f3(a,8)sin B
Eingesetzt in die Ellipsoid-Gleichung

- 3 L 3 117*2 y*2 z*? _ +
xi€X SE ;. ={x€R IE—?-_‘—F_*"};?‘_I’ a,b,celR", a>b>c}

kann mit fi(e,8) = (1 — e23) fi(a, B) und f3(a,8) = (1 - e},) fi(a, B)
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f;(a’ﬂ) =

= 4/1 - e2,5in? B — €2, sin? & cos?
12 13

a
W=
berechnet werden. Es ergibt sich bei Einsetzen von f}(a, ) in xr1(a, §) die Parametri-
sierung des dreiachsigen Ellipsoids in flichennormalen Metakoordinaten a und 3.

acosacosfS
T V/1-¢€2, sin’ ﬁ—efs sin® arcos2 3
_ a(l—ela)smacosﬁ
¥y = \/1-€2, sin ﬂ-—e%s sin? o cos? (25)
z a(l—eu)smﬁ
\/1 612 sin? B-e2, sin? a cos?2 8

Definitionsbereich: 0 < & < 27, —-% < B < -!-%
Umkehrfunktion :
a = arctan [ﬁ— g—:] fir z*>0
13
= (arctan [ 1 3'1,—]) + 7 fiir 2*<0
= sgny* % fir 2*=0Ay*#0
nicht definiert fir z*=0Ay*=0
_ 1- 813 z* 00 * *
B = arctan [1 = w/(l—ela)z“"*'y"] fir z*#£0Vy*#0
= sgnz*3 fiir (z*=0Ay*=0)A2*#0

nicht definiert fir zx=0Ay*=0A2*=0
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4 Geoditische Parallel- und Polarkoordinaten auf dem
dreiachsigen Ellipsoid

In diesem Kapitel werden allgemeine Kenntnisse {iber die geometnschen und analytischen
Eigenschaften der geoditischen Linie vorausgesetzt. Es wird ein Uberblick iiber die Exi-
stenz von geoditischen Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoid gegeben, um die daraus
entwickelbaren geoditischen Parallel- und Polarkoordinaten ableiten zu kénnen.

4.1 Geoditische Linien des dreiachsigen Ellipsoids

Geoditische Linien sind alle stetig gekriimmten Flichenkurven mit verschwindender geo-
dstischer Kriimmung x, = 0 (vgl. Anhang A.4). Sie kénnen einfach geschlossen, geschlos-
sen oder nicht geschlossen sein. Ihre Schmiegebene steht in jedem Punkt orthogonal zur
Tangentialebene der Fliche und enthilt den lokalen Flichennormalenvektor, der dem
Hauptnormalenvektor der Kurve (je nach Kriimmung der Fliche) entweder entspricht
oder genau entgegengesetzt ist. [Heck]

Das Bogenelement jeder beliebigen Kurve und somit auch der geodétischen Linie 18t sich
in elliptischen Flichenkoordinaten beschreiben mit (vgl.Anhang B.4)

2 _ Lo, pdp? _ vdv?
18 = (- pE-nE-n @oE-nE-n O

Nach H.Schmehl [Sml1] ist fiir die geodatische Linie das Produkt des Abstands A des Ellip-

soidmittelpunkts von der Horizontalebene eines Punktes P und des halben Durchmessers
d, der dem Bogenelement d s parallel ist, konstant.

A-d = const. - - (27)

In einem Netz elliptischer Flichenkoordinaten (u,v) berechnen sich die quadratischen
Kehrwerte von A und d mit

1 22 22 Iz
- aAtwta = apa

—}— _ (d:z 2 ( )2 d§)2 _ sin2€') + cos?2 ®
d? a? b2 c? v 7

Analog der G1.(27) gilt -[% . -;—2 = const., und nach Eliminieren des Nenners ergibt sich
die Gleichung [Viel], [Smi1], [Klil]
posin? © + v cos? ® = vy = const. ,

welche fiir die geoditische Linie erfiillt ist, die von Po(po, o) ausgeht und mit der Para-
meterlinie ¥ = vy = const. den Winkel O bildet (vgl. Abb. 10) 7 ist der Parameter der
geoditischen Linie.

Nach [Viel], [Sml1] und [K1i1] gelten fiir die geodétische Linie und deren Bogenlinge die
Gleichungen (28) und (29),

pdp + vdv
VE(,1)  VR(7,v)

0 (28)
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(mit B(7,2) = —z(a? - 2)(6* - z)(c? —2)(v - 2) (v <y < w))

, — — _
= \/4(a2 Gl o e R ‘/4(02 NE =@ =)= °

r-# 4,.1 =¥ 4,

1
2 VEGW "2 VG )

_ 1 —u(y — 1) 1 —v(y-v)
= ds = 5\/ TE—pe-wE - **t3 \/ B -n@=7) *
die durch Integration in die Jacobischen Gleichungen

pdp vdv

\/R("/ u5 \/Riv,ﬂ =0 (30)

= 4,01 [ (=7
/ VR, 1) ity \/R(%) (3D

iibergehen. P;(p1,v1) und Po(pu2,v2) beschreiben die Endpunkte der geoditischen Linie.

Zum Verlauf der geoditischen Linien sei folgendes angemerkt :

Mit Ausnahme der Hauptschnitte sind weder die Kriimmungslinien 1. bzw. 2.Art noch
die Breiten- bzw. Lingengleichen der geographischen (ellipsoidnormalen) Koordinaten
geoditische Linien. Jede Geoditische schneidet den 0°-Meridian [Smll], der in Richtung
der 1.Halbachse des Ellipsoids definiert ist.

Die geoditischen Linien des dreiachsigen Ellipsoids werden in drei Falle unterteilt, je
nachdem, ob sie den 0°-Meridian

e Fall 1: im Aquator oder zwischen dem Aquator und einem Kreispunkt,

¢ Fall 2 : in einem der Kreispunkte oder

e Fall 3 : in einem Pol oder zwischen einem Pol und einem Kreispunkt
schneiden. Die drei Hauptschnitte (Kap.2.1) schneiden aus dem Ellipsoid drei einfach
geschlossene geodétische Linien heraus, wobei die des 1. Hauptschnittes 2 = 0 dem Fall
1, die des 2. Hauptschnittes y = 0 allen drei Fillen und die des 3. Hauptschnittes z = 0

dem Fall 3 angeh6ren. Letztere ist gleichzeitig die kiirzeste aller Geoditischen auf dem
dreiachsigen Ellipsoid.

Es 148t sich die Gleichung(27) auch in ellipsoidnormalen Koordinaten (L, B) und dem
Azimut o der geoditischen Linie schreiben (vgl. Abb. 10).

1 1 1 |
A2 a?W? " g2(1 — e2;sin? B — €2, cos? Bsin? L)
1  (sinBcosLcosa+ sin Lsina)? + (sin B sin L cos @ — cos L sin @)? i cos? B cos? o

d2 a? b2 c2
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geodaetische Linie

u=const.

v=const.
Abbildung 10: Geoditische Linie

Fiir die geoditische Linie auf dem dreiachsigen Ellipsoid gilt somit

1 — e23)(1 — e?,sin? L) sin® a
13
(1—e},)W?
(- €%5)e2, sin Bsin L cos L sin 20 (32)
C (I—e)W?
(W2 — e3y(1 — €}535in? B) cos? L) cos?
(1—ef)W?

S(a,L,B) =

+

= (C = const.

Im Gegensatz zum Rotationsellipsoid schneidet die geodatische Linie des dreiachsigen
Ellipsoids ein und denselben Breitenkreis nicht mehr unter gleichem Winkel. Wird der 0°-
Meridian von einer geoditischen Linie in der Breite B unter dem Azimut ag geschnitten,
ergibt sich aus (32)

; (1—efs) : . ,
0,Bp) = 1 -1 = C = const.
S(e0.0, Bo) +[(1—e§2)(1—e§3sin230) s o o

e Im Fall 1 ist

: €2, — e? 1-¢?
OgsinzBo< 213 122 : §3§C<1.
efs(1 - efy) 1—eq,

Die Geoditischen oszillieren um die z-Achse in der durch b? > p > ¢ (vgl. GL.(8))
gebildeten Zone zwischen den beiden Kriimmungslinien p = +7v, die jeweils nur
beriihrt werden. '

(p,v : ellipt. Flachenkoordinaten, die dem Verlauf der Kriimmunggslinien des drei-
achsigen Ellipsoids entsprechen; v : Parameter der geoditischen Linie)

o Fiir Fall 3 gilt B

1

2 _ .2 .
€2, — e )
187 712 o 5in?By <1 : 1<C’51 5
—e
12

633(1 - 6%2)
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Die geoditischen Linien oszillieren um die z-Achse in der durch a? > v > b2 (vgl.
GL.(9)) gebildeten Zone zwischen den beiden Kriimmungslinien v = 1.

e Im Fall 2 ist
2 2
€13 — €12
—=2 2 . C=1
9%3(1 - 3%2)

Die geoditischen Linien verlaufen durch zwei gegeniiberliegende Nabelpunkte und
nihern sich dem Hauptschnitt y = 0 an. Diese Linien sind nicht geschlossen [Viel].

sin? By =

Ein voller Umlauf der Linien um die Fliche wird als Windung, eine volle Schwingung
beziiglich des Hauptschnittes als Oszillation bezeichnet. Voraussetzung fiir eine geschlos-
sene geoditische Linie in den Fillen 1 und 3 ist, da8l das Verhiltnis (w) der Oszillationen
(m) zu den Windungen (n) rational ist w = m : n mit m,n € N . Bei ganzzahligem w
handelt es sich um eine einfach geschlossene Geoditische.

Samtliche Herleitungen und Beweise fiir die Existenz und den Verlauf geoditischer Linien
auf dem dreiachsigen Ellipsoid werden z.B. bei W.Klingenberg [Klil] H.Viesel [Viel] oder
H.Schmeh] [Sml1], [Sml2] ausfithrlich beschrieben.
Schmehl! arbeitet vorwiegend mit den ellipsoidnormalen Parametern (L, B), im Gegen-
satz zu Klingenberg und Viesel, die elliptische Flichenkoordinaten (u,v) und elliptisch-
trigonometrische Koordinaten (%, ) bevorzugen.

Die Differentialgleichung der geoditische Linie auf dem dreiachsigen Ellipsoid 1d8t sich
mit Hilfe der Christoffelsymbole (vgl.Anhang A.9) bestimmen [Grad], [Gra3], [Gros]. Die
allgemeine Differentialgleichung einer geoditischen Linie in einem orthogonalen Parame-
ternetz lautet

u'® 4 I‘aﬁ wu =0 a,B,vy=1,2 - (33)

In elliptischen Flichenkoordinaten ergeben sich mit Anhang B.4 zwei Differentialgleichun-
gen 2.0rdnung

dud
+ 2(“(”_,,) + az_u + bz czl_u)( )2 - ﬁd_‘;d_:_

1_ v (-p)(PP—p)(P—p) (dvyz  _
— 3 ey () = O (34)

(@2—v)(B2—v)(2=v) (dvy2 _ _1_dudy
) () @) (ds) ~vmdsdsT

+%(V2(Z:I‘:) + 0-21—1/ + b’-—u + &iu)(%%)z =0 ’ (35)

die nach [Gros] in drei Differentialgleichungen 1.0rdnung umgewandelt werden kénnen,
wobei a der Richtungswinkel der geoditischen Linie ist.

2y _ 1
d 2

Wt = 2GR o @)
V=i = o \ﬁaz_p)ﬁz—_u))(é—nl sih o (37)
o =da = =L( \/(aZ-u)%j;)(cz 1) cosa 4

v(v—p)

+\/ (EEUE) gin o) (38)
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4.2 Geodaitische Polarkoordinaten

Eine der Hauptaufgaben der Landesvermessung ist, geographische (ellipsoidnormale),
rechtwinklige und Polarkoordinaten ineinander iiberzufithren. Beobachtet werden Strecken
und Winkel (also Polarkoordinaten); kleine Flichen werden in rechtwinkligen, grofle Fla-
chen in geographischen Koordinaten koordiniert. W

Ein geoditisches Polarkoordinatensystem wird von einem Biischel geoddtischer Linien,
ausgehend von einem festen Flichenpunkt Py, und deren Orthogonaltrajektorien erzeugt.
Die Orthogonaltrajektorien, die auch geoddtische Kreise genannt werden, sind geschlos-
sene aber nicht immer ebene Kurven.

' geodaetische
Linje

Orthogonal-. -
trajektorie

Abbildung 11: Geodatische Polarkoordinate

Die Lage eines anderen Flachenﬁunktes P wird durch die Laége R'Ider geodidtischen Linie
und deren Azimut A gegeniiber einer vorgegebenen Anfangsrichtung in Py festgelegt.

wWwr=A u*=R

Die u2-Linien A = const. (geodatische Linien) und die u!-Linien R = const. schneiden
sich unter rechten Winkeln, so dafl das Bogenelement sich zu

ds® = m*d A? + d R?

mit g1 = m?,g12 = 0,922 = 1 ergibt. _

Von grofiem Interesse wiire die Lésung der Unbekannten m, die nach E.B. Christoffel auch
reduzierte Lange der geoditischen Linie bezeichnet wird.

Wie bei der Kugel und beim Rotationsellipsoid kann ein geoditisches Polarkoordina-
tensystem auf einem dreiachsigen Ellipsoid an jeder beliebigen Stelle festgelegt werden.
Besonders anschaulich wire die Wahl von Py in einem der vier Nabelpunkte (vgl. Kap.4.1,

Fall 2). Die Orthogonaltrajektorien verlaufen in ebenen Kurven und entsprechen genau
den Kreisschnitten (vgl. Kap.2.2).
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4.3 Geoditische Parallelkoordinaten

Das geoditische Parallelkoordinatensystem ist ein rechtwinkliges System, welches zur Ko-
ordinierung lokaler Flichen verwendet wird. Parallelkoordinaten haben metrische Einhei-
ten und sind gegen Kriimmungsinderungen unempfindlich. [Gros]

Der durch den Koordinatenanfangspunkt Py(z = 0,y = 0) verlaufende Meridian wird als
Ordinatenlinie definiert. Durch den zu koordinierenden Punkt P wird eine geoditische
Linie gelegt, die die Ordinate rechtwinklig in Py schneidet.

geodaetische

Linie
P =B,
Aequator
L,

Abbildung 12: Geoditische Parallelkoordinaten

Die Lage des Flichenpurktes P ist somit eindeutig durch die Bogenlingen = =P?P und

y =Py Py festgelegt, wobei der Wert der Ordinate y von Py ausgehend nach Norden, der
Wert der Abszisse z von P; ausgehend nach Osten gezdhlt wird.

Das Bogenelement ergibt sich zu
\ ds® =dz? +n%dy?
mit g1 = 1,012 = 0,922 = n’.

Fiir den Abszissenverjingungsfaktor n sollte mit Hilfe von Differentialgleichungen eine
Formel gefunden werden.
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5 Kartenprojektionen (Kartennetzentwiirfe)

Die Aufgabe der Kartenprojektionslehre (Kartennetzentwurfslehre) ist es, Netzlinien und
Punkte eines Koordinatensystems von der ezakt definierten Oberflache eines Weltkérpers
nach bestimmten Regeln so in die Ebene abzubilden, daf sie dort ein geeignetes geometri-
sches Geriist fir kartographische Darstellungen sind . [Hake]

Eine absolut optimale Abbildung hitte die Eigenschaften der Winkeltreue (Konformitit),
der Flichentreue (Aquivalenz) und der Lingentreue (Aquidistanz) in sich vereinigt. Eine
Fliche mit einer Gaufl’schen Kriimmung ungleich Null kann jedoch nicht verzerrungsfrei
in die Ebene abgebildet werden {Klil]. Die Abbildung einer Kugel- oder Ellipsoidfliche
(ob zwei- oder dreiachsig) in eine Ebene kann also nie alle drei Eigenschaften gleichzei-
tig erfiillen. Es ist nur moglich, entweder konforme oder flichentreue oder dquidistante
(lingentreu in bestimmten Richtungen oder lings vorgegebener Linien) abzubilden. Im
Verlauf dieser Arbeit soll daher zwischen konformen, flichentreuen, speziell dquidistant
und vermittelnden (ohne besondere Eigenschaften) Abbildungen unterschieden werden.

Des weiteren konnen die Parametersysteme der abzubildenden Oberfliche (Urbild) und
der Ebene (Bild) in verschiedene Kategorien unterteilt werden. Parametersysteme kénnen
beliebig, orthogonal oder isometrisch (vgl. Anhang A.10) sein. Wie allgemein bekannt,
lassen sich die Formeln der Abbildung bzw. die der Abbildungseigenschaften unter Ver-
wendung isometrischer Netze stark vereinfachen. Aus diesem Grunde werden den Formeln
der verschiedenen Abbildungseigenschaften die Gleichungen zur Berechnung eines isome-
trischen Netzes aus einem beliebigen Parameternetz vorangestellt. 7

5.1 Kurze Formelsammlung
5.1.1 Isometrische Netze

Jedes beliebige Netz einer Riemannschen Mannigfaltigkeit 138t sich mit Hilfe von Diffe-
rentialgleichungen auf ein isometrisches Netz zuriickfiihren [Stru]. Sei f : U « IR 3 eine
(Urbild-) Fliche, parametrisiert in {u!,v'} = {u,v} € U. Die isometrischen Parameter
{u?,v?} = {p, q} € U sind Losungen der Differentialgleichungen

Pu | _ __1__ —Guy Guu Qu
[pv ] " VGG — G, [—G.m Gw] [q] (39)

bzw.

Qu —_ 1 Gtw “Guu Pu ( 40)
Qv \/Guquv - G%’u va ““Gfuv Py
Fiir die isometrischen Koordinaten (p,q) mufl die Integrabilititsbedingung erfiillt sein.
Quv — Quu = 0
Puv — Pvu 0

il

Es lassen sich mit

Ap = GQuv — Quu
Aq =  Puv — Pyu
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die Laplace-Beltrami-Differentialgleichungen aufstellen :

Guu Pv — Guy Pu Goy Pu — Guy pv
= v = 41
SV e AR ot (1)

bzw.

Guu @ — Guv Qu G ¢u — Guv & _

2 )" + ( )u -

Guquz Gu Guqu: - G2
deren Losung fiir die DGn (39) bzw. (40) notwendig aber nicht hinreichend ist.
A ist der Laplace-Beltrami-Operator. Funktionen, die die Gleichungen Ap(u,v) = 0 bzw.
Agq(u,v) = 0 erfiillen, heiBen harmonische Funktionen.
Gy, Guy und Gy, stellen die Elemente des Metriktensors der Urbildparametrisierung
(u,v) dar. Die Gleichungen (39) und (40) konnen auch als Abbildungsgleichungen ei-
nes beliebigen Parameternetzes auf ein isometrisches Parameternetz angesehen werden.
Isometrische Parameter liegen vor, wenn fiir die Differentialgleichungen (39), (40) und
(41), (42) eine eindeutige Losung gefunden werden kann.

(42)

5.1.2 Konforme Abbildungen
Die Langenverzerrung A, die bei konformen Abbildungen in allen Richtungen gleich grof§
ist, wird gebildet durch

AZ = ds?  gudutdd!  ckrd UKd UL guduFd ! (43)
T dS? T GrrdUKAUL ~ Ggrd UKdUL =~ Cyd uFd o! ,

Mit d s2 = A?-d S? ergeben sich die Zusammenhinge

1 =A% G, c12 = A?-Gig, c22 =A%-Gyp (44)
in den Parametern (KL) des Urbildes, sowie
g11 = A% Cyy, g12 = A?-Cya, g2=A%-Cxp (45)

in den Parametern (kl) des Bildes, aus denen zwei Gleichungen abgeleitet werden konnen,
die bei konformen Abbildungen erfiillt sein miissen.

ci1 _ Gn cn  Gu

th aL_Zu 46

c2  Ga ciz2  Gr (46)
in den Parametern (KL) des Urbildes, sowie analog

g1 Cn g _ Cn

g _ 2 gu _ 21 a7

g2 Ca g1z Ci2 (47)

in den Parametern (k1) des Bildes.

Bei orthogonalen Urbild- (KL) und Bildparameternetzen (kl) fallen die Fortschreitungs-
richtungen der Parameterlinien mit den Hauptstreckungsrichtungen A; und A3 zusammen,
und es vereinfachen sich die Gleichungen (46) zu

G
-t [e12=0] (48)
22

€22
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Ausgeschrieben (vgl. Anhang A.8) ergibt sich

Ou _ [Gu Ov u _ [Gn Ov (49)
AU ~ Gy 8V oV G aUu

Im Falle zweier isometrischer Netze gilt G1; = Ga2, und es reduzieren sich die Gleichungen

(48) zu :
G =y o0

€22

Durch Einsetzen der ck L-Flemente und unter Beriicksichtigung einer orientierungstreuen
_ Abbildung [Kli2], fiir welche [%%I > 0 gilt, ergeben sich die CAUCHY-RIEMANN-
Differentialgleichungen ‘ ,

Ou _0v  Ou _ 0Ov Op _0¢g Op __9g
U -9V v U <= gp-3g asg-"ap OY

Die Vereinfachungen gelten analog auch fiir die g und Cy; im Bild.

5.1.3 Flichentreue Abbildung

Eine flichentreue Abbildung liegt vor, wenn das Produkt der beiden Hauptverzerrungen
gleich eins ist (A; - Az = 1) oder wenn iquivalent gilt '

lekel = |Gkil (52)
. k l
Unter Verwendung von ¢xr, = gk‘%‘?% ergibt sich
luk? = 1Grel | " (53)
|9kl

wobei die negative Determinante von u§, auf Grund der Orientierungstreue [KIi2] als
Losung nicht verwendet wird. Fiir flichentreue Abbildungen gilt somit

|u’° l =+ lGKLI = Ou’ auz; —_ dul ou? - G11G22"G%2 : (54)
K |gxi ouroUu? - gU2 90U V 911922 - 9%

5.1.4 Agquidistante Abbildung

Bei dquidistanten, d.h. auf speziellen Koordinatenlinien langentreuen, Abbildungen wird
eine ausgezeichnete Richtung bzw. eine Schar von Kurven verzerrungsfrei abgebildet. In
der Kartenprojektionslehre wird meist versucht, Meridianbogen, die im Falle der Kugel
und des Rotationsellipsoids Grofkreise darstellen, oder Hauptkriimmungslinien, die im
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Falle der Kugel mit den Meridianen zusammenfallen, iquidistant abzubilden.
Fiir die dquidistante Abbildung der Meridianbégen (U = const.) des dreiachsigen Ellip-
soids ergibt sich mit dU! =0

€22
A=k=,/—/—=1 55
G (55)

5.2 Parametersysteme auf dem dreiachsigen Ellipsoid und in der Bilde-
bene

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels angedeutet, kénnen sowohl die Parametrisierungen
des abzubildenden Ellipsoids als auch die zugehérigen Bildparametrisierungen in zwei Ka-
tegorien unterteilt werden. Die erste Kategorie umfafit die ellipsoidnormalen, -zentrischen
und kugelreduzierten Koordinaten, welche die Gemeinsamkeit besitzen, da die Ebenen,
in denen die jeweiligen Lingengleichen liegen, die z—Achse enthalten (vgl. Anhang B).

[ Ellipsoidnormale Koordinaten : l

X(L,B) = {cos Bcos L e + (1 — e};) cos Bsin L e; + (1 — e?3) sin B e3}
W(L,B) = {1 — e2;sin’ B — €2, cos? Bsin? L }2

Uiillipsoidzentrische Koordinaten :—l

X(z\, ®) = 1(A, ) {cospcos A e; + cos psin X e; + sinp e3}

r(h ) = a (1 - eBy)(1 — e23) {1 - ey cos®  — ey sin? g — edy(1 — el) cos? A cos? o} 3

[Kugelreduzierte Koordinaten :l

X(A,®)={acos®cosAe; +bcosPsinA e; + csind e3}
b=a/1-¢€} c=ay/1-¢€%;

| Transformationen : |

(1—els)
\/C082 L+ (1-¢€2,)sin® L)

\J1-¢€?
tan A = y/1 — e, tan A tan ¢ = - L tand

V1-¢€?
tanA = \/1 - e2,tan L tan® = 2 tan B

Als Bildparameter werden die Polarkoordinaten a und r gewihlt, die ein orthogonales
(nicht isometrisches) Netz bilden. Die azimutale Abbildung wird wie folgt definiert :

tan A = (1 ——Ve%z)ta‘nL , tan g = tan B

e In einem Punkt P der abzubildenden Fliche wird eine Tangentialebene durch die
beiden Tangentenrichtungen der Urbild-Parameterlinien U und V aufgespannt und
eine bestimmte Umgebung des Punktes P auf diese Ebene abgebildet.
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s Die u— und v—Parameterlinien des Bildes werden mit den Polarkoordinaten a und
r festgelegt.

o Die r—Linien schneiden sich in einem Punkt, dem Beriihrpunkt P.

e Es existieren keine weiteren Schnittpunkte der r—Linien im vorgegebenen Bildbe-
reich.

e Durch jeden Punkt der Bildfliche geht genau eine Kurve dieser Schar.

¢ Die a—Linien der 2. Kurvenschar schneiden die r—Linien unter rechten Winkeln.
e Die a—Linien selbst schneiden sich im vorgegebenen Bereich nie.

¢ Durch jeden Punkt der Bildfliche geht genau eine Kurve dieser Schar.

o Im vorgegebenen Bereich hat jede Kurve der 2. Schar genau einen Schnittpunkt mit
einer Kurve der 1. Schar.

o Durch jeden Punkt der Bildfliche gehen genau zwei Parameterlinien, die sich unter
rechten Winkeln schneiden.

Fiir die Abbildung der Kugel und des Rotationsellipsoids auf eine Tangentialebene lassen
sich die azimutalen Abbildungen in echte und unechte (pseudo-) azimutale Abbildungen
unterteilen. Echte azimutale Abbildungen zeichnen sich dadurch aus, daB jeweils ein
Bildparameter nur von einem Urbildparameter abhingt (vgl. G1.(56)). Liegt die Tangen-
tialebene im Nord- oder Siidpol (kreisformiger Aquator) werden im Bild die -Linien als
Geraden, die a-Linien als konzentrische Kreise abgebildet werden (vgl. Abb. 13). Bei
den unechten azimutalen Abbildungen, deren Parameter von beiden Urbildparametern
abhingen kénnen, verschwinden diese Abbildungseigenschaften.

Die Abbildungen -des dreiachsigen Ellipsoids auf eine Tangentialebene diese Arbeit be-
schrinkt sich auf Tangentialebenen in den Polen - sollen mit “echten und “unechten
azimutalen“ Abbildungen bezeichnet werden. Im allgemeinen werden weder die r-Linien
als Geraden noch die o-Linien als Kreise abgebildet.

“echte azimutale“ Abb.: ut = WU, u? = «}U?) (56) )

“unechte azimutale® Abb.; o = WU, U?), u¥ = JHULU?)  (57)
ot = WU, v = JHULU?)  (58)
ot = WNUL,UP), v = «*(U?) (59)

Zur zweiten Kategorie gehoren die im Gegensatz zur ersten Kategorie, orthogonalen ellip-
tischen und elliptisch-trigonometrischen (Urbild-) Koordinaten, die auf eine lokale Tan-
gentialebene projiziert werden. Die elliptisch-trigonometrischen Koordinaten beruhen auf
einer Umskalierung der nicht sehr “handlichen® elliptischen Koordinaten (vgl. Kap.B.4,
B.5).

l Elliptische Fliichenkobrdinaten :I

X(,v) = {a [ GG o +b [ ERE, o, 4o\ [Eotle=y) o)
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Y
A

Abbildung 13: (Echte) azimutale Abbildung

[ Elliptisch-trigonometrische Koordinaten : l

X (%, ¢) = {a cos [cos? qﬁg—z- sin¢ e; + b sinycosp ez + ¢ sin ¢\/1 - gz—z- cos? ¢ e3}
13 13

l Transformationen :J

p = c2cos? ¢ + bZsin? ¢
v = a?sin? 9 + b2 cos?

Wird das dreiachsige Ellipsoid in elliptisch-trigonometrischen Koordinaten parametrisiert
und isoparametrisch in die Ebene abgebildet, entsteht eine Karte wie in Abb. 14.

| Isometrische Koordinaten : I

Sehr hilfreich fiir weitere Berechnungen wire, wenn sich aus ¢iner oder aus beiden “Para-
metergruppen® isometrische Koordinaten herleiten lieBen. Die Laplace-Beltrami-Diffe-

rentialgleichungen in allgemeinen Flichenkoordinaten (41) und (42) kénnen umgeformt
werden

Gyy Guy Guu Guy .
vapuu + Guupvv -2 Guvpuu + (( D )u ( D )v) Dpu + (( D )v - (T)u) Dpv =0 (60)
Gy Guy Guu Guy
vaQuu ""Guuvi -2 Gquuv + (( D )u - ( 1; )v) DQu + ((—5‘)0 - ('—I')—)u) qu =0 (61)
mit D = \/GyyGyy — G2, und @; = % bzw. 4;; = g%‘_‘j.
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Y
|

Abbildung 14: Isoparametrische Abbildung in elliptisch-trigonometrischen Koordinaten

Soll ein nicht orthogonales Parameternetz in ein isometrisches Netz transformiert werden,
fiihrt das Ableiten und Einsetzen der Metrikkoeffizienten zu zwei Differentialgleichungen
mit allen bisher vorkommenden partiellen Ableitungen, die i.a. nicht separierbar sind.
Auf weitere Losungsversuche djeser Diﬁ'erentia,lgleichungen wurde somit verzichtet.

Bei der Transformation von orthogonalen auf isometrische Parameter vereinfachen sich
die Gleichungen (60) und (61) zu

vapuu + Gu’upuv + ( )quu + ( uu )‘U ‘U = 0 (62)
vaQuu + Guuqu + ("b‘—)quu +( D )quv = 0. (63)

Durch Einsetzen und Ableiten der elliptischen Metrikkoeffizienten Gyu(G,) und Gy (G..)
(vgl. Anhang B. 4) ergibt sich eine Differentialgleichung fiir (i, v) (und analog auch fiir
‘Z(“a v ))

GVV
GuvPup + szpw + (_'D')u Put+ ( )v =0

die sich mit Hilfe des Separationsansatzes p(u,v) = s(p) - t(v) [Bron](p.429) in zwei
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homogene lineare Differentialgleichungen 2.0rdnung umformen 148t.

(I (a?—u)}uj—f;—f(u)-;f{; F i s(u)k = 0 (64)

1=1,2,3

(I @ - v L )8 o2 o)

+=1,2,3

1l
o

(65)

mit a; = a,b, ¢, f(z) = 23—12%(a?+b%+c?)+3a%b?c? fir z = pund ¢ = v, k = Konstante.
Existieren fiir p(u,v) und ¢(p,v) eindeutige Losungen dieser Differentialgleichungen, so
liegen isometrische Parameter p, g vor.

5.3 Abbildung des dreiachsigen Ellipsoids auf eine Tangentialebene

Analog zu den Parametersystemen wird zwischen der “azimutalen“ Abbildung und der
Abbildung auf der Basis von elliptischen Koordinaten unterschieden. Weiterhin werden
Urbildparameter mit U1, U2, Bildparameter mit u!, u? bezeichnet.

5.3.1 “Echte azimutale* Abbildungen

Urbildparameter (U?,U?) : ellipsoidnormale (L, B), -zentrische (), ¢) oder kugelre-
duzierte (A, ®) Koordinaten.
Bildparameter (u!,u?) : Polarkoordinaten (a, r).
Gu Gz g 0 2 0
G = = =
KL [ Gn Gz Ikt 0 g2 01
Karte ¢ : z(ul,u?) =rcosa |

y(ul,u?) = rsina

Abbildungsgleichungen : u! = u}(U1)
u? = u(U?)
- C11 (ayl )2 0
oL [ 0 cx ] { 0 (582)°
| KONFORME ABBILDUNG|

Es gelten die Beziechungen (43),(44),(45),(46) und (47). Die Forderung ci2 = Ay - Gi2
kann nicht erfiillt werden, da ¢;2 = 0, G12 # 0 und A, # 0 sind.

Es existiert also keine “(echte) azimutale“ konforme Abbildung mit den obigen Abbil-
dungsgleichungen und den vorgegebenen Parametrisierungen.

FLACHENTREUE ABBILDUNG)|

Es gelten die Beziehungen (52),(54) und (55). Ausgehend von den Voraussetzungen zu
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Beginn des Kapitels 5.3.1 muf die folgende Gleichung erfiillt sein.

dul 0w’ [GuGn -Gl (66)
ouraU? gugz : '

Als Urbildparameter werden kugelreduzierte Koordinaten (A, ®) eingefiihrt. Der zu-
gehorige Metriktensor Gi 1, wurde in Anhang B.2 berechnet.
Die Abbildungsgleichungen werden festgelegt mit

= a(A) = X = arctan(y/1—e};tanA)

r = r(®)
AY

Abbildung 15: Ellipsoidzentrische () und kugelreduzierte (A) Linge

Das Azimut a entspricht der ellipsoidzentrischen Linge A. Die Funktion fiir die Entfer-
nung r muf noch bestimmt werden. -

Unter Verwendung aller bekannten Terme fiihrt die Gleichung (66) zu folgender Differen-
tialgleichung ' ‘ '

rr = r-d—r
dd

9 1 —e?ysin? A ” 2 o 2 2 (cin2 A cin2 2
a® cos @ —=—e— 1 — e?5(1 — e}, cos? A) cos? @ + ef,(sin” A sin” @ + cos A).

V1—ef,

Es ergibt sich fiir 7

.1 —e2,sin?A : ' ‘ . . -
12 cos ®1/1 — e35(1 — €2, cos? A) cos? ® + e3,(sin® Asin? @ + cos? A)dP .

r=,)22—T2
V1—¢i,
(67)

Man sieht jedoch sofort, daB8 r eine Funktion von A und @ ist und somit der Ansatz bzgl.
der Abbildungsgleichungen r = r(®) nicht erfiillt werden kann.

Unter den oben genannten Voraussetzungen existiert also keine “echte azimutale® flichen-
treue Abbildung. '
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AQUIDISTANTE ABBILDUNG

Die Abbildung soll entlang den Meridianen #quidistant sein. Nur die vier Meridiane
A=0° A=90° A=180° A = 270° sind Kriimmungslinien des dreiachsigen Ellipsoids
(vgl. Kap. 2.4). Auch hier werden als Urbildparameter kugelreduzierte Koordinaten
(A, ®) eingefiihrt. Die Abbildungsgleichungen werden festgelegt mit

= a(A) = A = arctan(y/1— e;tanA)

r = r(®)

Es folgt daraus der Deformationstensor.cxr,

2 (1 - €2,sin% A)2

2___2_122_ 0 1—e?
CKL = [ (1—ef, sin®A)? ] lexz| = r?r”? 12

4yt — dr
mltr—dq,.

Entlang den Meridianen gilt fiir die Lingenverzerrung (vgl. G1.(55))

C
k= 22

G

Sollen die Meridiane #quidistant abgebildet werden, mu8 gelten

€22
G < 22 22

Das Einsetzen der bekannten Terme cz2 und Gaog fiihrt zur der Differentialgleichung

2 in2
! ay/1— €2, sin?® A\/l + cos? Q(%"’SH;AA)

ﬁ
I

1 —ejzsin
e2, —e2,sin? A
=>[rlf = ay/1- €2, sin? A/ \/1 + cos? §( 13_ 61:281112 A )d®

Auch hier ist ersichtlich, da8 r nach Losung des elliptischen Integrals von A und ® abhingt
und somit die Ausgangsforderung u? = u?(U?) nicht erfiillt werden kann.

Zusammenfassung I

Der vorgegebene Zusammenhang zwischen A und o und die Abbildungsvorschriften der
“echten azimutalen“ Abbildungen

a = arctan(y/1—e?,tanA) a = a(h)
r = r(®)

kénnen bei der Abbildung eines dreiachsigen Ellipsoids in die Ebene nicht in Einklang
gebracht werden. Nach der Vorgabe der a-Parameterlinien kénnen in diesem Fall keine
“echten azimutalen“ Abbildungen konstruiert werden.
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5.3.2 “Unechte azimutale® Abbildungen

Urbild- und Bildparametrisierung wird analog dem Kap.5.3.1 gewihlt. Es wird in dieser
Arbeit nur die “unechte azimutale“ Abbildung der Form u! = «}(U1),u? = w2(U1,U?)
(vgl. GL(58)) niher untersucht.

Urbildparameter (U, U?) : ellipsoidnormale (L, B), -zentrische (A, ¢) oder kugelre-
duzierte (A, ®) Koordinaten.
Bildparameter (u!,u?): Polarkoordinaten (o, r).
Gu Gr2 gu 0 2 0
GkL = = =
- [ Gn Gn ] Ik [ 0 g2 0 1
Karte ¢ : z(ul,u?) = rcosa

y(ul,u?) = rsine
Abbildungsgleichungen : u! = ul(U?)
u? = w?(U,U?)

€11 € .
CKI = [ 1 "2 ] ist voll besetzt.
' €1 C22

| KONFORME ABBILDUNG]|

Es gelten die Beziehungen (43),(44),(45),(46) und (47).
Die Berechnung des Deformationstensors in Bildkoordinaten erfolgt mit Cy; = Gk, QUX UL _
JTG g J, wobei die Jacobi-Matrix J wie folgt gebildet wird :

S 9UK _ gL,{l:. gg% _|Ju 0
Juk o i Ja J22

wobei nach den obigen Voraussetzungen Jy2 = %%1- = 0 gilt.

C = J11(J11G11 + J21Gn) + J21(J1G1z2 + I G22)  J22(J11Grz + J0G22)
J11J22Ga1 + J21J22G22 J3,G22

Mit g12 = A%g - C12 und g12 = 0 wird die erste Bedingung fiir konforme Abbildungen
Ci=0
aufgestellt, mit g;; = A{z -Cy1 und g9 = A%,z - Cp ergibt sich die zweite Bedingung

gu _Cn
g2 Ca

(vgl. Kap.5.1). Diese beiden Gleichuﬁgen gehen nach Einsetzen der obigen gx; und Cy
iiber in die Differentialgleichungen

dU? _ UGy, dU? _ 19U \/det(GkL)
aul - a’ul G22 8u2 - T 6u2 G22 ’

(68)

duk Jul T
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.
die der Integrabilititsbedingung (%) /0u? — (sz )/8u! = 0 geniigen miissen, um eine

konforme Abbildung zu generieren.

Nach Einsetzen der kugelreduzierten Urbildparameter A und ® und deren Metriktensor
ergibt sich jedoch

(&) (%‘,-{3- &), &)
“ou? 'Br da

Es existiert somit auch unter den in dlesem Kapitel gemachten Ansitzen keine konforme
Abbildung.

| FLACHENTREUE ABBILDUNG]|

Es gelten die Beziehungen wiederum (52),(54) und (55) und die Abbildungsgleichung
r = r(A, ®). Fiir kugelreduzierte Koordinaten ergibt sich nach Einfiihren der Poldistanz

T
A=I_
52

u! = w1 (U1) & a=of)
w?=u?(U,0%) & r=r(A,®)=r(A,A=%-9)

Mit der weiteren Annahme, dal r separierbar ist 7(A, A) = s(A) . t(A), und durch Ein-
setzen aller bekannten Terme fiihrt die GL(55) bzw. (66) zu

2.(1 — e2. cos? 2. gin2
rra = rﬁ = a?(1 — e?,sin? A)sin Ay /1 — sin? A(els(l elpcos?A) + efy sin A)
éA ' 1—ef
[l = a*(1-efysin®A)-
{/ sin A\/l —sin A(em(1 i clos ;A.) + eu sin” A) dA+ F(A)}, (69)
€l

wobei die Funktion F(A) noch unbekannt ist. Somit kénnen auch hier keine Abbildungs-
gleichungen gefunden werden.

AQUIDISTANTE ABBILDUNG

Die Abbildung soll wiederum entlang den Meridianen iquidistant sein. Auch hier wird
angesetzt r = (A, ®) = r(A,A) = s(A) - t(A) und k = % = 1. Es ergibt sich somit
22

in kugelreduzierten Koordinaten

2 2
st=sdt o ,f——l_eusmm\/l_smm(w)

1—e 2811121\

. e?; — e}, sin2 A
s-t= [7‘]0 ay/1—e?,sin? A / \/l — sin? A( 13_ 621281112 T )dA
ay/1—e2,sin? A E(ke,—2—) (70)

-
f

2 2 a2
) ei, —e%,sin“ A
mit k., = \/———————-13 12

1-e2,sin?A

Die auf den Meridianen der Hauptschnitte dquidistante “unechte“ azimutale Abbildung
des dreiachsigen Ellipsoids ergibt sich zu
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a = arctan(y/1- el tanA)
r o= a\/l—efzsin2AE(ke,-§-)

Zusammenfassung

Unter den gegebenen Voraussetzungen kénnen nur iquidistante Abbildungen gefunden
werden. In Abb.16 wurde die Exzentrizitat e3, vergroBert, um den Verlauf der Parame-
terlinien in der Karte zu verdeutlichen. Die flichentreue Abbildung scheitert an der unbe-
stimmt gebliebenen Funktion F(A), die konforme Abbildung an dem Ansatz u! = u!(U1).

Abbildung 16: “Unechte” azimutale Abbildung &quidistant entlang der Meridiane
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5.3.3 Abbildung des dreiachsigen Ellipsoids auf der Basis von elliptischen
Koordinaten

Die ebenen elliptischen Koordinaten sind gegeben durch

z(,9) = lcoshipcosd (71)
y($,¢) = Isinh¢psing (72)

mit 2/ = Abstand zwischen zwei Nabelpunkten.

Eine einfache isoparametrische Abbildung von elliptischen Flichenkoordinaten auf ebene
elliptische Koordinaten ist weder konform noch flichentreu noch iquidistant entlang den
Meridianen. Sind die elliptischen Flichenkoordinaten isometrisierbar (vgl. Anhang B.6),
ist eine isoparametrische Abbildung dieser isometrischen Koordinaten (P(u),Q(v)) auf

ebene elliptische Koordinaten (%, ), die ihrerseits bereits isometrisch sind, zumindest
konform.

Urbildparameter (U}, U?) : isometrische Koordinaten (P(p), Q(v))
Bildparameter (u!,u?) : elliptische Koordinaten (%, ¢).

| Gu 0 - 1 0 _
GKL—[ 0 G22] = h(P7Q)[0 1} - h(PaQ)éKL

gkl = [ 9(1)1 0 ] = [*(sinh? ¢ + sin? @) [ (1) (1) ] = [%(sinh? 1/_J\+ sin? ¢) 6k
g22
Karte ¢ : z(u!,u?) = Isinh ¢sin
y(u!,u?) = lcosh ¢ cos ¢
2! = Abstand zwischen zwei Nabelpunkten = konstant

Abbildungsgleichungen : ul =U?
u? = U?

CKL = YKL

[KONFORME ABBILDUNG)|

Da es sich um die Abbildung zwischen zwei isometrischen Parametersystemen handelt,
kénnen die Formeln (43) - (47) zu den CR-DGn (51) reduziert werden.

oul  Ou? Oul Ou?

U ~ U2 U ~ " aut
Mit den obigen Abbildungsgleichungen und deren Ableitungen %-1,- = %’j—;— =1 und
2w — 24 — 0 sind die CR-DGn erfiillt.
Die Abbildungsgleichung der konformen Abbildung ergibt sich zu

z = lIsinh P(u)sinQ(v)
= lcosh P(p) cos Q(v)
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[FLACHENTREUE ABBILDUNG]|
Es gilt wiederum die Gleichung

dul du?  du! du? _ [GuGa -Gl
autaUz  oU28U' ~ \ guge—9%

die fiir die isometrischen Urbildkoordinaten (P, Q) nur dann erfiillt ist,wenn gilt

h(P,Q) = 1(sinh? § + sin? §) (73)

AQUIDISTANTE ABBILDUNG

Eine squidistante Abbildung entlang der Hauptkriimmungslinien liegt vor, wenn

€22 €11 .
k=./-—%=1 und h=,/—=1 gilt.
Ga2 Gn &

Voraussetzung dafiir ist wiederum

h(P,Q) = I*(sinh? 9 +sin® §)

( Zusammenfassuﬁgl

Da die Abbildung von isometrischen Urbild- auf isometrische Bildkoordinaten immer win-
keltreu ist, existiert eine konforme Abbildung, sobald die isometrischen Koordinaten P
und @ bestimmt werden konnen. Flichentreu und iquidistant ist diese Abbildung nur
dann, wenn GL.(73) erfiillt ist.
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A Grundlagen

Da diese Arbeit keinem Lehrbuch iiber Differentialgeometrie entsprechen soll, werden
in diesem Kapitel die einzelnen Fachbegriffe nur kurz erliutert und eine von mehreren
(und oft auch eleganteren) Berechnungs- bzw. Darstellungsmoglichkeiten angegeben. Zur
weiteren Vertiefung darf auf gingige Vorlesungsskripte und diverse Differentialgeometrie-
bzw. Landesvermessungslehrbiicher (siche Literaturverzeichnis) verwiesen werden.

A.1 Kurvenbegleitendes Frenet-Dreibein

Es sei xp = xp(t) = z!(t) &1 +z%(t) 3 + 23(t) e3 der Ortsvektor des Punktes P auf einer
Kurve x(t). Das kurvenbegleitende Dreibein setzt sich zusammen aus dem Tangentenvektor
t, dem Normalenvektor n und dem Binormalenvektor b.

flzt:—x—

H’{ll
fz = n = Tl—t—” (74)
f3 = b = tXn

n,t und b stehen senkrecht aufeinander und besitzen die Einheitslinge 1. Das Frenet-
Dreibein ist also ein orthonormiertes Dreibein, dessen f;— und f,—Vektor die Schmieg-
ebene, der f,— und f3—Vektor die Normalebene, der f; — und f3—Vektor die rektifizierende
Ebene in einem Punkt der Kurve x(t) aufspannen.

A.2 Flichenbegleitendes Gauf-Dreibein

Es sei xp = xp(u,v) = 21(u,v) 1 + z%(u,v) ez + 2°(u, v) e3 der Ortsvektor des Punktes
P auf einer Fliche x(u,v) im IR 3. Das flichenbegleitende Dreibein setzt sich zusammen
aus den beiden linear unabhingigen Tangentenvektoren gy und gy in Richtung der u- und
v-Parameterlinien sowie dem Fldchennormalenvektor g3.

g1 : gu = %_:f x‘q

g = & = 5 Xy ' (75)
—_ X — .

8 = Hgixgﬁll - ﬁi,‘iiv[[

Das GauB-Dreibein ist somit weder orthogonal noch normiert.

A.3 Darboux-Dreib ein

Das Darboux-Dreibein ist ein kurvenbegleitendes Dreibein auf einer Fldche. Es setzt sich
zusammen aus dem Tangentenvektort, dem Flichennormalenvektor g3 und dem auf diesen
beiden senkrecht stehenden Vektor g3 X t.

& = m = By (76)

d, = ds X d; = g3Xt




A GRUNDLAGEN 43

Das Darboux-Dreibein ist somit orthonormal. Mit # wird der Winkel zwischen der Kur-
vennormalen n und der Flichennormalen gz = d3 bezeichnet.

A.4 Kriimmung und Torsion

Die Kriimmung & und die Torsion 7 einer Kurve x(t) im IR ® kénnen wie folgt berechnet
werden
_ R x || T_<5cxi’c,’:'c’>
|IxIf? IR
Auf einer Fliche x(u,v) kénnen die geoditische- k4, die Normalkriimmung xn und die
geoditische Torsion 7, berechnet werden mit [Gra4] :

detb’(’ i’ 83‘

Ko = TP (77)
. <dx,—dgs >
NS Tdx,dx > (78)
do
Tg = "'+E (79)

A.5 1. Fundamentalform

Das Bogenelement ergibt sich zu I := ds? = gid ukbdw! (L Fundamentalform), wobei sich
der Metriktensor gx; aus den Tangentenvektoren gy und gy berechnet.

Juu = gn = € = <gi,812>
Juv = G12 = f = <81,82> (80)
Gov = g2 = g = <g2,82>

Die I.Fundamentalform beschreibt die Metrik einer Fliche.

A.6 II. Fundamentalform

Die II.Fundamentalform II = hydu*Fdu' liefert die lokalen Kriimmungsverhiltnisse in
einem Punkt P auf der Fliche x(u,v). hg ist der Kriimmungstensor der Fliche x(u,v).

IT = -<dx,dgs> (81)
= '—<-a%’%,%§%> durduf = <%§‘u5,g3> d ued uf
a,f=1,2
huyu k11 I = <%783>
huv = h12 = m = < %5g3> (82)
by haa n = <gT’.f,g3>
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A.7 Kriimmung

Die Kriimmung einer Fliche wird beschrieben durch die Anderung des Flichennormalen-
vektors. Die Weingarten-Ableitungsgleichung [Gra3]

T
d = —Id 'l,d 2 HG? g1
g [ u u] ey
3}
= 3% = -HG! | &
5%% 82
enthilt die Kriimmungsmatrix Kx7, = —HG™!, deren einzelne Elemente sich ergeben zu
(Hy2=0)
K = GuHi-Gnlu (Hy=0 Gyl (Gi=0) _Hy
no= D? - D Gn
(H12=0)
Kew = Gi2H1n — GuHiz (Hp=0) GizHn (G:;__:O) 0
12 - D2 - Dz (H—_o) (83)
Ko = GigHzy — GogHiz  (Hi=0)  GizHa (G13=0) 0
21 - .D2 - D2 -
(H12=0)
Koy = CGr2fhz—Gulyn (Hgp=0) _GuHay (G::;O) _Ha
2 D? D? G2

mit D = \/G11G22 - G%z.

Die Krimmungsmatrix hingt somit von der Flichenparametrisierung ab und ist nich¢
notwendigerweise symmetrisch. Ist die Fliche in den Parametern der Kriimmungslinien
parametrisiert (d.h. G1 = Hy2 = 0), ergibt sich immer eine symmetrische Kriimmungs-
matrix.

Aus der Matrix K lassen sich die Gauf’sche Kriimmung k und die mittlere Kriimmung h
berechnen.

A.8 Berechnung des Metrik- und Deformationstensors

Die Urbildmannigfaltigkeit sei parametrisiert in
X =X(U,V) = X(U,V)E1 +Y(U,V)E2 + Z(U,V)Egs,
so daB der Metriktensor Gk, sich wie folgt berechnen 14fit.

[ Guu Guv
= 84
GkL | Gvu Gvv ] (84)
X Y 02 oX 0X 8V OY 0702
- B T , R
L U 8V ' aUu 8V | aU Fi% A%
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Die Bildmannigfaltigkeit sei parametrisiert in
= :c(u, v) = x(u, v)e; + y(u,v)ez + 2(u, v)es.
Der Metnktensor gr1 wird analog der Gleichung (84) berechnet.
Der GREEN-Deformationstensor cxr, in Urbildkoordinaten ergibt sich aus

ok ! ozt 9zt

KL = 9K BUK QUL ~ UK UL (85)
. dz Oz dz dul 4 dz 0u® Oz dul " 0zx Ou?
9z _ W 2 | = | GulaUl " Ju29Ul GulgU? " 9u? JU? (86)
oUK oy 0y dy du! Oy Ou? Oy Oul + Oy 0u?
aut 9U? 8u19U T 9u2 U1 0uloU? ' du? OU2

)2+( dz Oz + dy 0Oy
gUl 8%1 out 6(% oul 8U2 (87)

301902 T aUt aU2 Gga)* + (am)2

Analog berechnet sich der CAUCHY-Deformationstensor Cy; in Bildkoordinaten

G oUK UL . 6X"0X"
KL g% 8u’ T Quk 6u’
6X ( )2+( )2 0X 8X LY 8Y oY 0Z 8Z
1 1 1 13,2
- | Pox x Wov Mozos Uk O jg "
Oul u?2  Oul du?  Oul Ou? ou? ou? Ou?

Cu =

A.9 Christoffelsymbole
Die Christoffelsymbole 2.Art lassen sich mit

1
TPy =597 (9160 + Gbary = Gorrs) (88)
a,3,7,6 = 1,2 berechnen. Die gj; entsprechen den Elementen des Metriktensors; g ist

die inverse Matrix von g.

A.10 Isometrische Parameter

Ein Parameternetz (u, v) heifit isometrisch, wenn es folgende Eigenschaften besitzt [Gra3):

e Die Parameterlinien stehen orthogonal aufeinander, d.h. g;2 = g,, = 0.

e Das Linienelement d s? = gyd u*d ul liegt in der Form

ds? = h(p,q){dp* + d ¢*}

VOr.
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Ein Parameternetz (u, v) heifit isotherm, wenn es isometrisierbar ist. Folgende Vorausset-
zungen miissen erfiillt sein :

¢ Die Parameterlinien stehen orthogonal aufeinander, d.h. gi2 = gu, = 0.

¢ Das Linienelement d s? = gg;d u*d ! liegt in der Form
d s = h(u,v){f(u)du® + g(v)dv?}
eines LIOUVILLE-Linienelements [Kl1i2],p.94 vor.
Die beiden Gleichungen der Bogenelemente fiihren auf die Differentialgleichungen

dp® = f(u)du®
d¢® = g(u)dv®

so daB sich die isometrischen Parameter p und ¢ wie folgt berechnen

p=/u f(u)dv und q=/v g(v)dv.

vo
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B Zusammenstellung aller verwendeten Parametrisierungen

In diesem Kapitel werden alle in dieser Arbeit verwendeten Parametrisierungen des drei-
achsigen Ellipsoids und deren differentialgeometrischen Eigenschaften zusammengestellt.

B.1 Ellipsoidnormale Koordinaten L und B

e Parameterdarstellung

z cos L cos B
y| = WYIL,B)a | (1-e})sinLcosB
z (1—€%;)sin B

1
W(L,B):= [1 — €2, 5in? B — €2, cos? B sin? L] 2

e Umkehrfunktion

L = arctan[ 182 %] fir >0
= (arctan [———,—ﬂ] )+ fir 2<0
= sgny3 fir c=0Ay#0
nicht definiert fir z=0Ay=0
_ 1—- e]2 -
B = arctan [1 = \/(1_622)%2*_112] fir c£A0Vy#0
= sgnzj fir (z=0Ay=0)A2#0
nicht definiert fir 2=0Ay=0A2z=0

e Eigenschaften

Die Langengleichen L und L + 180° liegen auf einer Ebene, eine Breitengleiche B
dagegen ist nicht in einer Ebene enthalten.

° Ableitungen von W(L, B)

1 —e2, cos® Bsin L cos L)

g 12
a‘g Wp = W sin B cos B(—e2; + €2,sin’ L)
*w 1 o2 o2 2 :2 : \
57 = Wi = — 72 12 €08 B(W(cos® L —sin® L) — W, sin L cos L)

2
%—;V?— =Wgg = %(—e'{g + €2, 5in? L)(W(cos® B — sin? L) — Wy sin B cos B)
2
% =WiB = “},3 e2,sin B cos Bsin L cos L(W? + (1 — €4,))
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e Gauf}-Dreibein

gL =

g8

g3=

i [ — cos B(W sin L + Wy, cos L)
—= | (1—€};)cos B(W cos L — W sin L)
| —(1—€};)WLsinB
“ [ —cos Bsin L(1 — e}, cos? B — e33sin® B) |
—= | (1 - é};)cos Bcos L(1 — €}sin? B)
| (1—ef3)e},sin B cos? Bsin Lcos L
e [ — cos L(W sin B + Wp cos B)
Wz —(1 — €%,)sin L(W sin B + Wpg cos B)
| (1 - €}3)(W cos B — Wpsin B)
a [ —(1-e2;)sinBcosL
== | —(1—€},)(1—¢€};)sinBsinL
|14
| (1 - e}3)cos B(1 — e3,sin® L)
cos Bcos L
cos Bsin L
sin B

e I.Fundamentalform Ggp,

a? cos® B

GLL = We(L,B)

-{ (1—e%;5in? B — €%, cos? B)?sin? L

+(1 — €2,)%(1 — e?3sin? B)? cos? L
+ef,(1 — e23)?sin? L cos? L sin? B cos? B}

a*(1 — e33)e?,sin L cos L sin B cos B

Gip = W6(L, B)
{(1 - €2,)(1 — €25sin? B) + (1 — €%3)(1 — €2, sin? L cos® B)}
G = 9:—%—(5%- {1 —2¢e%,sin% L + e},sin? L(1 — cos? L cos? B)}
a%(1-e%,)(1 — €23)cos B
D = \/GLLGBB — G%B — ( 12)( 13)

o II.Fundamentalform Hgr,

Hpp
Hpp

Hpp

W4(L, B)

—-v-‘:,— (cos® B(1 — e3,sin® L) + WWpr)
% (€2, sin B cos Bsin L cos L — WWp)
~75 (W? + WWpp)

48
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B.2 Kugelreduzierte Koordinaten A und @

o Parameterdarstellung

[z a cosA cos®
Y = b sinA cos®
I_ z c sind

o Umkehrfunktion
A =

e Eigenschaften

arctan [$¥] fir
(arctan [$¥]) + 7 fiir
sgny % fiir
nicht definiert fiir
arctan [% W] fiir
sgn z 7 fiir
nicht definiert fiir

oo ‘/ 2
cC = a 1_6713

z>0
z<0
z=0Ay#0
z=0Ay=0

t#0Vy#0

(z=0Ay=0)Az#0

49

Die kugelreduzierten Koordinaten des dreiachsigen Ellipsoids haben genau das glei-

che Konstruktionsprinzip wie die des Rotationsellipsoids [Gros] [Grad] [Gra3]. Die

Lingengleichen A = const liegen in Ebenen, die die z-Achse enthalten. Die Brei-

tengleichen ® = const spannen Ebenen auf, die die 2-Achse rechtwinklig schneiden

und somit parallel zur z,y-Ebene sind.

e GaufB-Dreibein

8A =

—asinAcos®
bcosAcos®
0

g = .
a? \/ 1 — €2,(1 — €2, cos? A) cos? ® — e?,(sin? Asin? @ + cos? A)

1

—acosAsin®
—~bsin Asin®
ccos®

ge =

bccosAcos®
acsinAcos®
absin®
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¢ I.LFundamentalform Gk,

Gapr = a*(1—e2,cos? A)cos® @
Gre = a’elysinA cosA sin® cos®
Ges = a*(1—el3cos?® — e2,sin? A sin? d)
D = a’cos®y/1—e2(1—e?,cos2A)cos?® — elo(sin?A sin?® + cos?A
v 13\ 12 ) 12

e II.Fundamentalform Hgp,

—abccos? @
Hyp = -
a? \ﬁ — e25(1 — €2, cos? A) cos? ® — e?,(sin? Asin® @ + cos? A)
Hps = 0
—abce
Hsp =

a? \/ 1 —e25(1 — e?; cos2 A) cos? ® — e2,(sin? Asin? @ + cos? A)
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B.3 Ellipsoidzentrische Koordinaten A und ¢

¢ Parameterdarstellung

[ z cos A cosyp .|
y| = r(A9)| sinA cosp
l_ z sin ¢
a\/1—-el/1—-ely -
r(Ae) = V v

\/ 1—-e?;co82¢p — elysin?p — e2,(1— elz)cos? A cos?

e Umkehrfunktion

A = arctan [%] fir z>0
= (arctan [-Z—] )+=x  fir 2<0
= sgnyy fir z=0 A y#0
nicht definiert fir z=0 A y=0
@ = arctan {—zz\/__f_—*_—?} fiir z # ov Yy # 0
= sgnzj fir (z=0A y=0) A 2#£0
nicht definiert fir z=0Ay=0A2=0

o Eigenschaften
Nur die Lingenkreise liegen in Ebenen. Die Parameterlinien schneiden sich nicht
(wie z.B. bei der Kugel und beim Rotationsellipsoid) unter rechten Winkeln.

e Ableitungen von (X, ¢)

3 €2, cos? psinAcos A

™ a?(1 - e}y)
2 2 cos?
_ 3. e?3(1 — e}, cos® A)
Te S T G )T~ )
2 cos?
Ay = _% r2{3r\ sin)\co§)x + r(cos? A — sin? A)}
2 2 cos?
e23(1 — €2, cos? \) . .
Top = — a21(1 — 6%21)"’(1 —a) {3, sin ¢ cos ¢ + r(cos® p — sin? )}
2 o A
Trg = eigsinAcost r2 cos p{3r, cos p — rsinp}

- a?(1 - 3%2)
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e GauB-Dreibein

cos p(rycos A — rsin A) cos A(r, cos ¢ — 7sin p)
gr= | cosp(rasin A+ rcosl) 8o, = | sinA(r,cosp — rsinp)
sing r) (rysing + 7 cos @)

rcos? pcos A + r,sin @ cos @ cos A + rysin A |
g3 = - rcos? psin A + r,sin @ cospsin A — 7y cos A
\/(7'2 cos? o+ r3)(r2 +712) | rcospsing — r,co8?

r

o L.Fundamentalform Gk,

Gy = rlcos?fp+ri
i G,\¢ = 7‘,\7‘(4,
G r? 4 72
v = s

D = r¥(cos®(r’+ ) +13)

o II.Fundamentalform Hgr,

Hy, = Uil 4 — (rrax — 273 — r? cos? ¢ — 71, 8in @ cos )
\/(1"2 cos? o+ r})(r2 +12)
H),, = _TCosy (r7rp — 2727, + Ty tan @)
\/(1'2 cos? p + r3)(r2 + r2)
T COS
Hyp =

(rrpp — 212 — 1)
\/(7'2 cos? p + r3)(r2 4 r2) v g
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B.4 Elliptische Flichenkoordinaten x und v

o Parameterdarstellung

'—x [a \/azzz\-az—:_aﬁ—u .i
b2—=2)(b2—pu)(b2—v

l y b % -

\/cz—z\ c2—p)(c2—v
c
-a -b

A,z und v heiflen elliptische Raumkoordinaten. Fiir A = 0 befindet man sich direkt
auf der Ellipsoidoberfliche, welche dann in elliptischen Flichenkoordinaten (u,v)
parametrisiert ist.

e Eigenschaften
Die zueinander orthogonalen - und v-Parameterlinien entsprechen den Kriimmungs-
linien des dreiachsigen Ellipsoids.

e GauB-Dreibein

1 —a a?—y 1 —a a—p
2 (@12 (a2-2) V @2 =k 2 \f(a2=b2)(a2=c2) V &*—v
_ 1 ~b b2—v _ 1 —b b2—p
8u = 2 ,/(52_02)(52_,,2) b2—p 8 = 2/ (62=c?)(b2—a2) V b2—v
1 =c 2~y 1 —c 2—p
L 2 /(@=a?)(2-2) V S—n 2 \/(2=a2)(—b2) V v
a2—uMa2—1) |
pa [ s
1 - -
g3 = ™ a?c?b bﬁ’_;‘ 'I’;_‘c’z
a2b2c [ ASul Sy
—a -b ]
¢ LFundamentalform Ggp,
G = plp —v)
g 4(a? — p)(b? - p)(c? - p)
G = 0
v(v -
G, = (v —p)

4(a? - v)(b2 — v)(c2 - v)

p—v \/ —pv
T @ - m@ - p@ - E - @)

e II.Fundamentalform Hgy,

D

7. = a?b’c? (v—up)

S e = (B = p @ —h)
Ho = 0
' a%b%c? (u—-v)

pv o 4(a? — v)(b2 — v)(c? —v)
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¢ Kriimmungsmatrix Kk,

e Christoffelsymbole

a?b%c?

wrv

£
Il

*®
€

o
(=}

=
®
S

a?b?c?

pv?

&
|

1, 2u=-v 1 1 1
2(u(u—V) Py T
1
2u-v)
(@®—p)®® —p) (S —p) -v
(a? = v)(b2 - v)(c —v) p(v — )
(@ —v)(B? —v)(—v) —p
(a? — p) (8% — p)(c® — p) v(p — v)
r,% = 1
21 2v — )
1, 2v—p 1 1 1
5(11(1/—;1) a? —v b2—v+ 2~y

)

1
le—

54
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B.5 Elliptisch-trigonometrische Koordinaten ¢ und v

Parameterdarstellung
z ] acoszlj\/cos?qS + 3ilsinz:ﬁ.l
€13
Y J = b sin®y cos¢
z

¢ sing ﬂl-——%;zcos%/;
13

Zusammenhang zwischen elliptischen und elliptisch-trigonometrischen Koordinaten

p = c?cos’d + b’sin?¢
v = a’sin®y + b%cos? e

Eigenschaften
Die elliptisch-trigonometrischen Koordinaten werden durch eine Umskalierung der
sehr unhandlichen, nur im 1.Quadranten eindeutigen elliptischen Koordinaten ge-
neriert; sie stellen somit ebenfalls ein orthogonales Parametersystem dar.

GauB-Dreibein

&y

8¢

g3 =

—asin ¢v\/cos2 o+ %;2 sin? ¢
13
bcospcos ¢

2
T cosfsiny
csmgﬁ—u———————

1— 551 cos? 1)
5 V 13

acossin¢dcose

—bsintsing

82
ccos Py /1 — 42 cos? ¢
L 13

1

2
€ -
cos2 ¢+ —%ze sin® ¢
13

¢ I.Fundamentalform Gk,

a? \/(1 — €2, cos? P)(1 — e, sin? ¢ — €2, cos? @)

be cos 1/)\/cos2 ¢+ 5:-3:;1 sin? ¢
13

acsin 9 cos ¢

5 :
absind)\/l - %%1 cos? 9
13

2 {e? —13: sin? ¢(cos? ¢ — sin? 9p) + —l-z(sm2 & — cos? 1)

+e2, cos? ¢(cos? ¢ — 2sin? @) — €2, | cost ¢+ cos? ¢}

Gyg = 0

a? {e3,(1+ —12 cos? ¢ cos? @) + —1-2(sm2 ¢ — cos? 1)
+e, sin? 1,b ‘cos? Psin? ¢ + cos? o}
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II.Fundamentalform Hgr,

Hyy = v abe —cos? ¢ + E%(cos2 ¥ — sin? ¢)
a? \/(1 — e}, cos? Y)(1 — e, sin? ¢ — e}, cos? §) \/1 - %;: cos2p

Hyp = 0

Hyp = abe ~cos? ¢+ g;:(cos2 ¥ — sin? ¢)

a? \/(1 — e}, cos? P)(1 — e, sin? ¢ — €2; cos? ¢) \/ cos? ¢+ %zl sin? ¢
13
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B.6 Isometrische Parameter P und @

In Kapitel 5.2 wurden bereits Differentialgleichungen fiir isometrische Koordinaten mit
Hilfe von Laplace-Beltrami-DGn entwickelt. Eine weitere Méglichkeit wire, nach Anhang
A.10 vorzugehen.

Das Bogenelement in elliptischen Flichenkoordinaten ergibt sich zu

ds? = h(p,v) {f(p) dp® + g(v) dv?}

welches in isometrischen Koordinaten folgende Form hat

ds® = h(P,Q){dP*+dQ%}.

Fiir die isometrischen Koordinaten (P, Q) gilt somit

P =P = [\/f(w) dp Q=Q0) = [ o) av

mit f(/") = qazs b‘;l_‘_ o) g(v) = WaZ—o bzy_,, P und Ay, v) = (v — p).
(@2=p)(B%—u)(?—n) (a?=v)(b2—v)(c?~v)

Es miissen also die Integrale

P(y) = u{ \/4(a2 —D - @ - (89)

Q) =

VO/ \/ DGR R

gelost werden. Nach [Bron] (p.375) ldBt sich ——=—= \/___5 mit f(z) = a1 + azz + azz? + ag2® +

f(
asz*...1in eine Potenzreihe entwickeln.
1 1 1a2 3a2 1a3 3a2a3 1a4 5a2 3y
. _— 1=-2=
Vi) \/a‘l( 24, —I-(Sa2 ) +(4 a? T 2a; )

3 azay 30,3 1a5 15a2a3 35 a2) 4y )
4 a2 "8a? 24 16 a3 128a4

Die Integrale (89) lassen sich somit gliedweise integrieren, und es ergibt sich fiir P(u) und
Q) :




B PARAMETRISIERUNGEN

P = ﬁ[ +Bp2+C,u3+Dp4+Ep5]
abc
Q = g[Av+Bv +Cv3 + Dvt -{-EV]
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(90)

mit
‘3
4=3
g - B (a?b? + a?c? + b%c?)
4 a2b2c? :
c - Z(g(a2b2+a2c2+b2 2)? 1(a2+b2+02))
28 atbict 2 a?b2c?
D 9( 3 (a2 4 b2 + ¢?)(a2t? + a?ct+b2?) |1 1 5 (a®? + a?c? 4 b2c?)?
2\ 4 atbict 2a2b2¢2 16 aSb8cb
g oo s (a2b? + a%c? + b2c?) 3(a®4+ b2+ c?)  15(a?h® + a®c? +b2c?)?(a® + 0% + c2)
To24 atbict 8  athict 16 abb8ch
35 a2b? 4 a2e? + b2
+ 128 a8h8c8

mit a,b,¢: Ellipsoidhalbachsen
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