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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird ein Algorithmus zur Analyse von Satellitenbahnen
niedrigfliegender GPS-vermessener Satelliten vorgestellt und auf seine Genauigkeit
hin untersucht.

Mit Hilfe einer Umformung der NEwTONschen Interpolationsformel werden aus
gemessenen Satellitenpositionen  x(t), Y(t), z(t) bzw. Positionsdifferenzen
AX(tF ), Ay(tF,),Az(t) ) die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen abge-

leitet. Dies geschieht sinnvollerweise in einem Inertialsystem, um stérende
Scheinbeschleunigungen zu vermeiden. Diese Beschleunigungen werden
anschlieBend mit denen durch das Erdschwerefeld an diesen Positionen
hervorgerufenen, ins Inertialsystem transformierten Gravitationsbeschleunigungen
verglichen. Dazu wird eine Kkartesische Darstellung des Gradienten des
Gravitationsfeldes benutzt. Das so entstehende Uberbestimmte Gleichungssystem
wird in einem GAUssS-MARKOV Modell gel6st. Auftretende Instabilitaten kénnen mit
Hilfe eines Stabilisierungsverfahrens (TIKHONOV, KAULA) beseitigt werden.

Abstract

The aim is to present and to examine an algorithm for the orbit analysis of a low-
earth-orbiting GPS-tracked satellite.

By means of the newtonian interpolation scheme the accelerations accting on
the satellite will be derived from the satellite’s GPS-positions x(t), y(t), z(t) or
position differences Ax(t;,),Ay(t),),Az(t;,). This will be done in an inertial frame of

reference to avoid frame accelerations. The acceleration vector will be balanced due
to NEWTON’s equation of motion by the gravitational force vector, namely the gradient
of the gravitational potential. The gradient of the gravitational potential, which will be
given in cartesian representation, has therefore also to be transformed to the inertial
frame of reference. The resulting equation system will be solved by a GAUSS-MARKOV
model. In order to get a more stable solution a regularization method (TIKHONOV,
KAULA) can be applied.



Danksagung

Wir méchten uns recht herzlich bei Herrn Prof. Dr.-Ing. E. W. Grafarend fur
die Aufgabenstellung der Diplomarbeit sowie deren Betreuung bedanken.
Unser weiterer Dank gebuhrt Herrn Dr.-Ing. B. Richter der uns zu Beginn
der Diplomarbeit hilfreich beseite stand.

Besonderen Dank sind wir den Herren Dr.-Ing. V. S. Schwarze und Dr.-Ing.
F. Krumm schuldig deren Turen uns fir zahlreiche Fragen stets offen
standen.

Bedanken mdéchten wir uns desweiteren bei Herrn Dr.-Ing. Ch. Schéfer und
bei Herrn Dr.-Ing. N. Sneeuw fur die Bereitstellung von Materialien zu
dieser Arbeit.

Schlie3lich moéchten wir uns noch bei unseren Freunden, allen weiteren
Mitarbeitern des Geodatischen Instituts der Universitat Stuttgart und
besonders bei unseren Eltern fir ihre Geduld und Unterstitzung bedanken.



Symbole und Bezeichnungen; Abkiirzungen

Zusammenstellung Symbole und Bezeichnungen;

Abklrzungen

a,Bx.y Skalare

Xy, X,Y Vektoren

Xi, Xi Komponente eines Vektors

XV, XY Matrizen

Xi Element einer Matrix

I Christoffel-Symbole 2. Art

A, vorwartsgenommene Differenzen

GM

Binomialkoeffizienten

Zeit

Nutationsmatrix

Préazessionsmatrix

Polbewegungsmatrix

MARUSSI-Tensor

Varianz-Kovarianzmatrix

Jacobi-Matrix

Erdrotationsvektor zur Fundamentalepoche t,
Ekliptiknormalenvektor

Schwerevektor in Greenwich

Greenwicher Sternzeit

Gravitationspotenzial der Erde

Erdradius

Gravitationskonstante

Gravitationsvektor

(normierte) Koeffizienten des Gravitationspotenzials
Kugelflachenfunktionen

(normierte) LEGENDRE-Funktionen

Grad und Ordnung der Kugelfunktionsentwicklung
Stabilisierungsfaktor

Korrelationsfaktor

Weisses Rauschen

erzeugter Fehler

Schrittweite

NEWTONsche Basispolynome
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0. Einleitung

Gegenstand dieser Diplomarbeit ist die ,Raumliche Schwerefeldanalyse aus
semi-kontinuierlichen Ephemeriden niedrigfliegender GPS-vermessener Satelliten
vom Typ CHAMP, GRACE und GOCE".

Den bisherigen Schwerefeldmodellen, die hauptsachlich durch Bahnanalysen
friherer Satellitenmissionen, Auswertungen von terrestrischen Messungen sowie
GPS-Beobachtungen entstanden sind, mangelt es vor allem an zwei Aspekten. Zum
einen ist das bisherige Geoid im lang- bis mittelwelligen Bereich aufgrund von
Kompromissen im Orbitdesign friiherer Satellitenmissionen wegen der gleichzeitigen
Verfolgung weiterer Ziele neben der Schwerefeldanalyse schlecht bestimmt. Die
Folge sind zu groRBe Fehler bei einer Verfeinerung der Auflésung durch die
zusatzliche Auswertung terrestrischer Messungen. Zum anderen mangelt es an einer
globalen Abdeckung der Messdaten, die fur terrestrische Messungen hauptséchlich
durch die Ozeane und im Fall der Satellitenaltimetrie auf die Ozeane eingeschrankt
wird. Zur Behebung dieser Probleme sind deshalb in den né&chsten Jahren die
geodatischen Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE geplant. Die erste
dieser drei Missionen zur Detailmodellierung des Erdschwerefeldes, die CHAMP-
Mission, wurde bereits erfolgreich im Sommer dieses Jahres gestartet. Aus diesem
Grund gilt dieser Mission fur den Rahmen der vorliegenden Arbeit unser
Hauptaugenmerk.

Zu Beginn der Arbeit werden ausfiihrliche Missions- und Systembeschreibungen
der Satelliten CHAMP, GRACE und GOCE gegeben. Zur Einfihrung in die Thematik
werden bereits die grundlegenden Prinzipien der Schwerefeldanalyse dargestellt.

In den folgenden Kapiteln erfolgt die Definition sogenannter Subprozessoren, die
vergleichbar einzelnen Modulen, bestimmte Teilaspekte des Gesamtproblems be-
arbeiten.

So enthalt Kapitel 2 eine umfassende Behandlung der zur Durchfiihrung des
Algorithmus notwendigen Transformationen vom erdfesten ins raumfeste
Bezugssystem. Fiur die Transformation bendétigte, vom IERS gelieferte Erd-
orientierungsparameter werden erklart und deren Verwendung gezeigt. In dem
ausfihrlich dargestellten Formelwerk werden zusétzlich noch die gangigen
Nutations- und Prézessionsmodelle sowie die bendtigten Zeitsysteme und deren
gegenseitige Transformationen angegeben.

In Kapitel 3 werden die sphéarischen Darstellungen des Gravitationspotenzials,
des Gravitationsvektors und des Gravitationstensors gegeben, sowie die fir diese
Arbeit im Mittelpunkt stehende Uberfilhrung in die jeweilige kartesische Darstellung
abgeleitet.

Zu Beginn des 4. Kapitels wird ausfiihrlich die NEwTONsche Interpolationsformel
vorgestellt sowie mit deren Hilfe nach Umformung aus gemessenen
Satellitenpositionen die auf den Satelliten wirkenden Beschleunigungen abgeleitet.
AbschlieBend wird dieses Differenzenschema auf mégliche Approximationsfehler hin
untersucht.
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Kapitel 5 behandelt die Bewegungsgleichungen eines kinstlichen Erdsatelliten
im raum- bzw. erdfesten System. Die ,beobachteten® Beschleunigungen des
Satelliten werden den Gravitationsbeschleunigungen, die durch das Erdschwerefeld
hervorgerufen werden, gegeniber gestellt. Die dabei ebenfalls zu bertck-
sichtigenden Storbeschleunigungen werden in Kapitel 6 behandelt, welches sowohl
den Einfluss der auftretenden gravitativen als auch der nicht-gravitativen
Storbeschleunigungen vorstellt.

In Kapitel 7 wird aus der angesprochenen Bewegungsgleichung durch den
Ubergang auf Matrixschreibweise das mittels einer Parameterschatzung im GAUSS-
MARKOV Modell zu lésende Gleichungssystem entwickelt. Dabei auftretende
Instabilitaten kénnen mit Hilfe der Stabilisierungsverfahren nach TYKHONOV oder
KAULA beseitigt werden.

Zu Beginn von Kapitel 8 wird aufgrund gunstigerer Korrelationseigenschaften die
NEwWTONsche Interpolationsformel in eine Darstellung dberfihrt, mit der die
Beschleunigungen aus Positionsdifferenzen aufeinanderfolgender  Satelliten-
positionen anstatt aus Satellitenpositionen selbst berechnet werden kénnen. Mit Hilfe
einer Fehlerfunktion werden dann Varianzen und Korrelationen der Positions-
differenzen geschatzt und mit einer Fehlerfortpflanzung die Varianz-Kovarianzmatrix
der Beschleunigungen berechnet. Aus dieser Matrix wird dann die Gewichtsmatrix flr
das Ausgleichungsverfahren gewonnen.

In Kapitel 9 werden dann Ergebnisse, die mit verschiedenen Modellen erzielt
werden, gegenibergestellt und verglichen. Dies geschieht einmal fir den
Modellfehler, fur eine Bahn mit simulierten Messfehlern und fir einen gewichteten
Algorithmus.

Kapitel 10 zieht abschlieBend ein Fazit des im Rahmen dieser Diplomarbeit
untersuchten Ansatzes und gibt einige Anregungen fir mogliche kinftige
.verbesserungen”.

Auf welche Weise das beschriebene ,Zusammenspiel® der einzelnen
Subprozessoren erfolgt, soll nun noch mit Hilfe des folgenden Diagramms
veranschaulicht werden:
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Input: GPS-Positionen { X(t, ),y (t,),z(t, )}

WGS84 = ITRF

Subprozessor:
Nutation, Prézession, Polbewegung, GAST

ICRF

0 {X()Y (), 2(t)}

Subprozessor:
NEWTON-7/9-Punkt-Interpolator

O {X(t)Y (6, Z(t O}

Subprozessor: Stérbeschleunigungen
Storbeschleunigungen nicht-gravitativ >
_ gravitativ 8
3 - At ha ib Q
S | -Sonne, Mond mosphérenreibung 2
= | - weitere Himmelskorper - Solardruck SBR
- Gezeiten - Strahlungsdruck der Erde o
- Atmosphérengravitation - Nachsteuerung

Korrigierte Beschleunigungen

X(t).Y (t).Z(t,)

Subprozessor:

NLllltatio_n, Subprozessor:
Prézession, ure) - Uxy,2)
Polbewegung,

Gleichungssystem

X(t )=R" [grad U(x(t ),u)

Subprozessor:
Stabilized Least Squares Algorithm

E=(A"TWA+aD)*A'WIY

| Output: El,m,§|,m I

Abb. 0.1: Flowchart zur Schwerefeldanalyse
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1-1. Missions- und Systembeschreibung CHAMP
1-10. Einleitung und Missionsziele

Im Folgenden wollen wir die CHAMP-Mission wie auch den Satelliten selbst
etwas néher vorstellen. Dabei beschranken wir uns im wesentlichen auf Aspekte, die
fur die Gravitationsfeldbestimmung relevant sind. Der Name CHAMP steht flr
Challenging Mini-satellite Payload for Geophysical Research and Application. Daraus
geht hervor, dass es sich bei der CHAMP-Mission um eine Kleinsatellitenmission zur
Beantwortung geowissenschaftlicher Aufgabenstellungen handelt. Die CHAMP-
Mission wurde von der damaligen Deutschen Agentur fir Raumfahrtangelegenheiten
(DARA, heute DLR) ins Leben gerufen, die die Mission auch zu 80% finanziert. Die
wissenschaftliche Leitung tragt das GeoForschungszentrum (GFZ) in Potsdam
zusammen mit der Deutschen Forschungsanstalt fur Luft- und Raumfahrt (DLR),
welche die Ubrigen 20% der Missionskosten tragen. Unter dem Aspekt, die Wirtschaft
in Ostdeutschland zu férdern, gingen 70% der Auftrage zum Bau des Satelliten in die
Neuen Bundeslander, was eine Voraussetzung fur die Genehmigung der Gelder war.

Eine besondere Herausforderung dieser Mission besteht in der Kombination
zahlreicher unterschiedlicher Sensoren. So sind unter anderem ein Beschleu-
nigungsmesser, ein GPS-System und ein Magnetometer nebeneinander auf einer
gemeinsamen Plattform installiert. Diese Sensoren, auch Nutzlast genannt, dienen
vorwiegend geowissenschaftlichen Zwecken. Das Ziel der CHAMP-Mission ist es,

die Zusammensetzung, Struktur und Dynamik des festen Erdkérpers, der
Ozeane, der Atmosphare und der Hulle, welche die Erde mit ihren
geladenen Teilchen und Feldern umgibt, zu bestimmen.

Mit CHAMP sollen also vorrangig Daten Uber Prozesse gewonnen werden, die
den unmittelbaren Lebensraum des Menschen beeinflussen. Solche Prozesse sind
unter anderem Anderungen des Gravitationsfeldes und des Magnetfeldes der Erde,
sowie Meeresspiegel- und Klimaveranderungen. Wie bereits erwahnt, liegt der
Schwerpunkt dieser Arbeit auf dem Thema der Gravitationsfeldbestimmung.

1-11. Zeitrahmen der Mission

Die Planung der Mission und die Entwicklung des Satelliten konnte in einem
Zeitraum von nur wenigen Jahren stattfinden. Dies wurde durch die Verwendung
bereits vorhandener Komponenten ermdglicht. Bestehende Erfahrungen mit diesen
schon friher verwendeten Bestandteilen erlaubten es, den Testaufwand
einzuschranken und den geforderten Qualitdtsstandard dennoch beizubehalten. Dies
wiederum ermdglichte eine Reduzierung der Kosten auf etwa 55 bis 60 Mio. DM (30
Mio. Euro).
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Die Phase A (Machbarkeitsstudie) begann im Oktober 1994. Im November 1995
schloss sich die Phase B, die Design- oder Definitions- und Spezifizierungsphase an.
Eine Redesignphase wurde Ende 1996 notig, da die Tragerrakete und der
Beschleunigungsmesser gewechselt wurden. Von 1997 bis Juli 2000 folgten die
Phasen C und D, welche die praktische Umsetzung, also das Herstellen und das
Testen des Satelliten, beinhalteten. Der Start erfolgte von Plesetsk, 800 Kilometer
norddstlich von Moskau, am 15. Juli dieses Jahres. Seitdem ist auch die Phase E
eingeleitet, die der Gewinnung, Auswertung und Interpretation von CHAMP-Daten
dient. Die Phase E lauft etwa flinf Jahre, was zugleich der Missionsdauer entspricht.
Im Rahmen von Phase E befinden wir uns momentan in der Anpassungs-,
Kalibrierungs- und Validationsphase, wobei seit Ende Juli alle wissenschaftlichen
Instrumente und Bordsysteme in vollem Betrieb sind. Eine schematische Darstellung
des zeitlichen Rahmens der Mission ist Abb. 1.1 zu entnehmen, die auf der GFZ-
Homepage freundlicherweise zur Verfiigung gestellt wird. Abschlielend lasst sich
also feststellen, dass einer erfolgreichen Mission nun nichts mehr im Weg stehen
sollte.

/|94|95|96|97|98|99|00|01|02|03|04|05| \

Phases m ‘ B ‘ ‘ c/D ‘ E
Feasibility Design Implementation l Exploitation
July 15 v :
Launch Orbit Maneuver End of Mission
=460 km =420 km =300 km
4 3 En;d of Life
Environm. System, =200 km
Tests Calival
Reviews
T
GFZ To | To+rca24Months T, + 60 Months

e —— :
VOTS A M T, + 9Months /

Abb. 1.1: Zeitrahmen der CHAMP-Mission

1-12. Der CHAMP-Satellit

Der CHAMP-Satellit ist, wie in Abb. 1.2 und Abb. 1.3 zu sehen ist, ein
trapezoidférmiges Gebilde mit einer Lange von etwa 4 Metern bei eingefahrenem
Ausleger und einer Gesamtlange von exakt 8.333 Metern bei ausgefahrenem
Ausleger. Dieser 4.044 Meter lange Ausleger tragt unter anderem das
Magnetometer, auf welches dadurch weniger magnetische Storeinfliisse, ausgehend
vom Satellitenkorper, einwirken. Der Ausleger wird erst in der Umlaufbahn
ausgefahren. Die Hohe des Satelliten betragt 75.0 Zentimeter, und in der Tiefe misst
er 1.621 Meter auf der erdorientierten Seite bzw. ca. 30 Zentimeter auf der
erdabgewandten Seite. Der Satellit besteht aus einer Aluminium-Sandwich-Struktur
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und hat ein Gewicht von insgesamt 522 kg. Davon entfallen allerdings nur ca. 30 kg
auf die Nutzlastkomponenten.

Der Gesamtenergiebedarf des Satelliten betragt rund 150 Watt. Fir die
Messeinrichtungen sind etwa 50 Watt veranschlagt. Die restliche Energie wird unter
anderem flur das Heizen temperaturempfindlicher Instrumente bendtigt, so dass die
durchschnittliche Temperatur der Plattform, auf der die Messinstrumente
untergebracht sind, stets ca. 20° C betragt. Fur die Erzeugung der 150 Watt Leistung
ist eine Solarkollektorenflache von ca. 6.9 m? notwendig.

Der Satellit sammelt insgesamt 141 MByte Daten pro Tag. Bei einer maximalen
Speicherkapazitat von insgesamt 125 Mbyte sind somit taglich mehrere Downloads
notwendig (siehe auch 1-18.).

Da die Satellitenunterseite stets zur Erde (Nadir schauend) weisst, und der
Ausleger sich stets in Flugrichtung befindet, ist eine aktive Lageregelung notwendig.
Sonst wirde der Satellit aufgrund seiner Tragheitsachsen eine Lage einnehmen, bei
der der Ausleger radial nach auBBen weisen wuirde. Die erforderliche
Ausrichtegenauigkeit betragt + 2° bei einer Lagestabilitét von 0.1°/s. Fur diese
Orientierungskontrolle besitzt der Satellit zwei Fluxgate Magnetometer und vier
Sternkameras. Die Lageregelung wird durch 14 Steuerdiisen mit einer Schubkraft
von je 20mN und einer Zinddauer von 0.1 bis 1 Sekunde sowie drei Magnetspulen
erreicht. Der Satellit besitzt hierfir zwei Kaltgastanks mit je 32 kg Treibstoff. Die
folgenden Abbildungen zeigen den CHAMP-Satelliten in Vorder- und Rickansicht,
um die Positionen der einzelnen Komponenten zu veranschaulichen:

4 N

Abb. 1.2: CHAMP (Vorderansicht)

Abb. 1.3: CHAMP (Rickansicht)
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1-13. Missionsparameter

Am 15, Juli wurde der Satellit von einer COSMOS Tragerrakete planmafig in
Umlauf gebracht. Die Orbitparameter wurden vom GFZ kurz darauf wie folgt bekannt
gegeben:

ﬁ Flughthe (Missionsbeginn) = 454 km \
e Flughdhe (Missionsende) = ca. 300 km

e grofRRe Halbachse = 6824.287 km

e Inklination = 87.275 Grad

e Exzentrizitat = 0.004

e Perigdumshothe = 418.23 km

* Apogadumshdhe = 474.05 km

e Drehung Apsidenlinie = -3.88 [°/Tag]

e Drehung Knotenlinie = -0.37 [°/Tag]

« Kepler Periode (Umlaufdauer) = 93.51 Minuten

k Anzahl der Umlaufe pro Tag = 15.4 /

Tab. 1.1: Orbitparameter zu Missionsbeginn

Diese Orbitparameter sind in Abb. 1.4 veranschaulicht. Die Abbildung (ebenso
Abb. 1.8) wurde freundlicherweise von Ch. Schéafer [Ch. Schafer (2000)] zur
Verfligung gestellt.
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Abb. 1.4: Orbitparameter
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Wir wollen nun einige der Orbitparameter etwas naher betrachten und einige
Erlauterungen dazu geben. Eine Anfangsflughéhe von 454 km ist notwendig, um
eine Lebensdauer von mindestens 5 Jahren zu garantieren. Die Atmospharenreibung
und der Strahlungsdruck der Sonne haben namlich eine Abnahme der Flughdhe zur
Folge. Diese sinkt im Verlauf der Mission von 454 km auf etwa 300 km. Die
Anderung der Umlaufhthe des Satelliten wahrend der gesamten Mission ist fur zwei
verschiedene Szenarien der Sonnenaktivitéat in Abb. 1.5 dargestellt. Dort ist also die
Flughohe in Abhangigkeit unterschiedlich hoher Strahlungsaktivitdt der Sonne Uber
den Missionszeitraum aufgetragen.

I
! Altitude Scenario for ... !
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Solar Activity

450 :- 350

400 |

C 1 300
aso !
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\ 200
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1
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1
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1
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Abb. 1.5: Bahnhohe

In Abb. 1.5 ist nochmals die bereits genannte Anfangsflughthe von etwa 450 km
bzw. die geplante Endflughéhe von ca. 300 km, sowie die angestrebte Missionsdauer
von fanf Jahren hervorgehoben. Entsprechend Abb. 1.5 besitzt die Strahlungs-
aktivitat der Sonne im Zeitraum zwischen den Jahren 2000 und 2001 offenbar ein
Maximum. Es ist allerdings nicht méglich genau vorherzusagen, wie stark dieses
ausfallen wird. Je nach Ausprdgung des Maximums ergeben sich somit
unterschiedliche Szenarien fir den Verlauf der Flugbahn des CHAMP-Satelliten. In
beiden Féllen scheint aber Mitte 2001 ein Eingriff in die Bahn des Sateliten in Form
eines Mandvers vorgesehen zu sein. Dies wird durch Springe im Kurvenverlauf der
Bahnhohe deutlich. Es ist folglich ein Anheben oder Absenken des Sateliten je nach
Sonnenktivitdt notwendig, um die gewilnschte Endflughéhe von 300 km zu
gewabhrleisten.

Wir wollen an dieser Stelle noch etwas néher darauf eingehen, weshalb obiges
(siehe Tab. 1.1) Orbitlayout gewahlt wurde. Das beschriebene kontrollierte Absenken
des Satelliten von einer Héhe von rund 450 km auf etwa 300 km ist notwendig, um
unterschiedlichen Frequenzen des Gravitationsfeldes auflosen zu koénnen. Das
Orbitdesign der CHAMP-Mission ist dabei vornehmlich auf die Bestimmung des
mittel- bis langwelligen Bereichs des Gravitationsfeldes der Erde ausgelegt. Es wird
erwartet, das Geoid bei einer Wellenldnge von etwa 1000 km mit einer Genauigkeit
von etwa zehn Zentimetern angeben zu kénnen. Aufgrund der Tatsache, dass durch
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die CHAMP-Mission nur ein Beitrag zur Bestimmung des Gravitationsfeldes der Erde
in einem bestimmten Freuquenzbereich geliefert werden kann, lasst sich bereits
feststellen, dass fir die Bildung eines Gravitationsfeldmodells stets eine Kombination
mehrerer Datenséatze aus unterschiedlichen Beobachtungsverfahren erfolgen muss.
Hier sind unter anderem die zusatzliche Verwendung von Altimetermessungen,
terrestrischen Schweremessungen, Gradiometermessungen, sowie die Hinzunahme
von Daten aus Satelltenmissionen mit unterschiedlichem  Orbitdesign
(unterschiedlicher Bahnhéhe und Bahnneigung) fir die Gravitationsfeldanalyse zu
nennen.

Ein wesentlicher Vorteil der CHAMP-Mission ist das dargestellte gezielte
Orbitdesign, welches mdglich ist, da CHAMP ausschlie3lich wissenschaftlichen
Zwecken dient. Aspekte hinsichtlich des Orbitdesigns, die fur Telekommunikations-
oder Fernerkundungssatelliten wichtig waren (vornehmlich eine hohere Umlaufbahn),
mussen nicht bertcksichtigt werden. Allerdings ist das CHAMP-Orbitlayout dennoch
ein Kompromiss fir die Magnet- und Gravitationsfeldbestimmung sowie fir die
Refraktionsbestimmung.

So ist z.B. eine Anfangsflughéhe von 454 km fur die Refraktionsbestimmung
erforderlich, um “von auf3en durch die Atmosphéare zu schauen”, wohingegen fir die
Gravitationsfeldbestimmung eine niedrigere Bahnhthe gunstiger ware. Der Grund
daftr ist, dass man vorwiegend an den hdherfrequenten Informationen des
Gravitationsfeldes interessiert ist, da das niederfrequente (langwellige) Gravitations-
feld aus friheren Satellitenmissionen bereits “relativ’ genau bestimmt ist.

Wie bereits besprochen ist eine Anfangsflughéhe von etwa 450 km notwendig,
um eine funfjahrige Missionsdauer zu ermdoglichen. Andernfalls wirde der Satellit
aufgrund der Atmosphérenreibung zu stark abgebremst und dadurch zu frih auf die
Erde stirzen bzw. in deren Atmosphére verglihen. Eine “lange” Lebensdauer ist
aber wiederum notwendig, um Langzeitvariationen des Gravitationsfeldes aufdecken
zu koénnen. Langzeitvariationen des Gravitationsfeldes werden z.B. durch
Massenumverteilungen in der Atmosphéare und im Erdinneren verursacht.

Desweiteren bleibt noch anzusprechen, dass ein polnaher Orbit mit einer
Inklination von mehr als 87° vorteilhaft ist, um eine moglichst hohe globale
Abdeckung zu erreichen.

1-14. Prinzip der Gravitationsfeldbestimmung mit CHAMP

Das Prinzip der Gravitationsfeldbestimmung mit CHAMP beruht auf der
Beobachtung und Analyse der Bahn des Satelliten im Gravitationsfeld der Erde. Der
Satellit als Ganzes ist somit der Schweresensor.

Zur Bestimmung der hochgenauen Bahn des Satelliten erfolgen kontinuierliche
Entfernungsmessungen zu den hoherfliegenden GPS-Satelliten bzw. zu den
Satellite-Laser-Ranging (SLR) Bodenstationen. Es wird folglich (im Gegensatz zu
bisherigen Methoden der Gravitationsfeldbestimmung) neben dem Verfahren des
SLR auch das Verfahren des High-Low Satellite-to-Satellite-Tracking zwischen den
GPS-Satelliten und dem CHAMP-Satellit angewandt. Beim Satellite-to-Satellite-
Tracking (SST) erfolgt eine prazise Positionsbestimmung des CHAMP Satelliten
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durch Auswertung von GPS-Phasenmessungen. Zu den Nutzlastkomponenten von
CHAMP gehoren wie wir noch sehen werden ein GPS Receiver und ein
Laserretroreflektor. Abb 1.6 zeigt das Szenario des High-Low SST und des SLR.

Abb. 1.6: High-Low SST und SLR

Weiter erfolgt erstmals die Messung nicht gravitativer Stérbeschleunigungen
durch einen im Massenschwerpunkt des Satelliten befindlichen Beschleunigungs-
messer. Ware das Gravitationsfeld der Erde namlich der einzige Einfluss auf den
CHAMP-Satelliten, so wirden aulRer der Gravitationskraft der Erde keine weiteren
Krafte und somit keine Beschleunigungen auf den Schwerpunkt des Satelliten
wirken. Dies ist aber unter anderem aufgrund des Einflusses der Sonne
(Strahlungsdruck der Sonne) und der Atmosphére (Atmospharenreibung) nicht der
Fall. Es treten folglich Storkréfte und somit Stérbeschleunigungen auf, die wiederum
Bahnstorungen verursachen. Ein Beschleunigungsmesser registriert nun diese
Storbeschleunigungen, so dass sie bei der spateren Auswertung berlcksichtigt
werden kdnnen.

1-15. Die Nutzlastkomponente Beschleunigungsmesser; Bahn- und Akzelero-
metersystem

Aufgrund seiner gro3en Bedeutung fir die Bestimmung des Gravitationsfeldes
der Erde wollen wir nun auf den bei dieser Mission verwendeten STAR
Beschleunigungsmesser (siehe Abb. 1.7) genauer eingehen. Dieser wurde von der
franzésischen Raumfahrtbehdrde (Centre National d’Etudes Spatiales, CNES)
bereitgestellt und vom Office National d'Etudes et de Recherches Aerospatials
(ONERA) entwickelt und gebaut.
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Dem Messprinzip des STAR Akzelerometers liegt zu Grunde, dass eine
geladene Probemasse in einem elektrischen Feld in Ruhe gehalten wird. Die daftr
notwendigen Spannungen sind direkt ein MaR fir die auftretenden
Beschleunigungen. Der Beschleunigungsmesser ist in der Lage, drei lineare und drei
rotatorische Beschleunigungen zu messen.

Abb. 1.7: Der STAR Akzelerometer

Die Probemasse des Beschleunigungsmessers befindet sich im Massenzentrum
des Satelliten (vgl. Abb. 1.2). Der Grund dafur ist, dass ein Satellit unter
(ausschlieBlicher) Einwirkung des Erdgravitationsfeldes sich in seiner Umlaufbahn im
freien Fall um die Erde befindet. Daraus folgt, dass ein im Schwerpunkt des
Satelliten montierter Beschleunigungsmesser keine Beschleunigungen messen
wurde. AuRBerhalb des Schwerpunktes wiirde der Akzelerometer allerdings sehr wohl
Beschleunigungen messen. Diese sind die Folge der Rotation des Satelliten um
seinen Schwerpunkt, da CHAMP, wie bereits festgestellt, erdorientiert ist. Die
technische Realisierung des exakten Einbaus im Schwerpunkt ist allerdings nur in
gewissen Toleranzen mdoglich. Damit die auftretenden Beschleunigungen aufgrund
des Schwerpunktoffsets auflerhalb der Auflésung des Beschleunigungsmessers
liegen, also damit nicht registriert werden und somit das Ergebnis nicht verfalschen,
liegt die Toleranz bei 2 mm.

Wir wollen nun auf die wichtigsten technischen Daten des STAR
Beschleunigungsmessers eingehen. Der Akzelerometer hat einen Messbereich fur
die linearen Beschleunigungen von + 10* m/s?® bei einer Auflésung von bis zu +
3M0° m/s? fir die beiden hoch sensitiven Achsrichtungen und + 3010°® m/s? fur die
weniger sensitive Achsrichtung. Dies entspricht Orbitgenauigkeiten im Zentimeter-
(10° m/s?) bis Dezimeterbereich (10® m/s?). Die beiden sensitiven Achsrichtungen
liegen in Flugrichtung des Satelliten (tangential oder along-track) und dazu
rechtwinklig aus der Bahnebene (normal oder cross-track). Die weniger sensitive
Achse zeigt in radiale Richtung. Der Grund hierfur ist, dass die gréf3ten Storeinflisse
von der Atmosphérenreibung verursacht werden, die den Satelliten abbremst. Dieser
Effekt tritt vorwiegend in tangentialer bzw. in normaler Richtung auf. Der
Strahlungsdruck der Sonne, der in radialer Richtung wirksam ist und den Satelliten
quasi in Richtung Erde “druckt’, hat betragsmafiig einen kleineren Einfluss. Dies

11
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erklart die Wahl der Anordnung der sensitiven Achsen. Als weiteren Grund flr eine
weniger sensitive Achse kann man anfuhren, dass die geringere Empfindlichkeit
Voraussetzung ist, um Testmdglichkeiten am Boden unter 1g-Bedingungen zu
haben.

Die Aufldsung der Winkelbeschleunigungen betragt + 1007 rad/s® fur eine
Rotation um die radial nach auRen weisende Achse und * 5007 rad/s® fir eine
Rotation um eine der beiden anderen Achsen. Die Genauigkeit der Orthogonalitat
der angesprochenen Achsen liegt bei 2.5107 rad.

Um die genannten KenngroRen zu gewahrleisten, wird die Temperatur in der
Umgebung des Bescheunigungsmessers auf £ 1°C stabil gehalten.

Das Gewicht des STAR Akzelerometers betragt ca. 6 kg und seine Ausmale
sind rund 20 x 20 x 20 Zentimeter. Der Energiebedarf liegt bei 4 Watt. AbschlieRend
lasst sich noch feststellen, dass die Beschleunigungsmessungen im Einsekundentakt
(1 HZ) erfolgen.

Im Rahmen dieses Abschnitts wurden bereits die Achsrichtungen des
Beschleunigungsmessers angesprochen und mit dem Bahnsystem in Verbindung
gebracht. Wir wollen nun explizit das Bahnsystem und das Akzelerometersystem,
wie sie vom GFZ verwendet werden, einfihren.

Im Bahnsystem zeigt die X-Achse in Flugrichtung (tangential, along-track), die Y-
Achse nach Steuerbord (normal, cross-track) und die Z-Achse in Nadir-Richtung
(radial einwarts).

Im Akzelerometersystem ist die x-Achse parallel zur Z-Achse, zeigt aber radial
nach aul3en. Die y-Achse weist in X-Richtung und die z-Achse in Y-Richtung.

-

Schwerpunkt
des Satelliten

. /

Abb. 1.8: Bahn- und Akzelerometersystem
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In Abb. 1.8 sind die Achsen der beiden Systeme nicht exakt parallel dargestellt.
Der Grund hierfur ist, dass aufgrund der auf CHAMP geflogenen Lageregelung der
Winkel zwischen beiden Systemen maximal 2 Grad betragen kann. Allerdings ist die
Orientierung der Akzelerometerachsen in Bezug zum Bahnsystem durch zwei fest
mit dem Akzelerometer verbundene Sternkameras mit einer Genauigkeit von einer
Bogenminute bekannt.

Es sei nochmals angemerkt, dass die beiden sensitiven Achsen des
Beschleunigungsmessers mit einer Auflésung von + 310° m/s® die y- und die z-
Achse sind.

1-16. Nicht-gravitative Storkrafte

Wir wollen jetzt die angesprochenen nicht-gravitativen Storkrafte nennen, sowie
ihre  GréRenordnung angeben. Aufgrund der Leistungsfahigkeit des STAR
Beschleunigungsmesseres konnen laut GFZ Stéreinflisse, die kleiner als + 50107
m/s? sind, vernachlassigt werden.

Wie bereits festgestellt, hat die Atmospharenreibung die groldten Stor-
beschleunigungen mit einer GréRenordnung von bis zu 10° m/s? zur Folge. Der
Strahlungsdruck der Sonne bewirkt dagegen nur Stdérbeschleunigungen von bis zu
10® m/s®>. Diese beiden Einflisse sind jedoch unproblematisch, da sie vom
Beschleunigungsmesser gemessen werden.

Wie wir schon gesehen haben, ist CHAMP mit seiner Unterseite erdorientiert,
woflr eine aktive Lageregelung notwendig ist. Zur Lageregelung werden
Kaltgasdiisen geziindet. Aufgrund nicht préaziser Anordnung der Dusen und nicht
gleichmé&Rig ausgesteuerter Schubkraft nimmt der Akzelerometer  Stor-
beschleunigungen (Translations- und Winkelbeschleunigungen) von bis zu 110°
m/s?> wahr. Da es in diesem Fall nicht méglich ist lineare von Winkel-
beschleunigungen zu trennen, missen die Ziindzeitpunkte der Diisen bekannt sein,
damit die dort erfolgten Messungen herausgefiltert werden kénnen. Gleiches gilt
auch fur den Ausleger, der durch das Zinden der DlUsen in Schwingungen versetzt
wird. Die auftretenden Stoérbeschleunigungen von etwa 8.5[10° m/s?® missen
ebenfalls gefiltert werden.

Dagegen konnen Einflisse durch Entleerung der Tanks und die Gravitations-
anderung, welche aufgrund des Schwerpunktoffsets von bis zu zwei Millimetern zu
berticksichtigen waren, vernachlassigt werden.

Da der Beschleunigungsmesser im Prinzip durch eine geladene Probemasse
realisiert ist und diese sich im Magnetfeld der Erde bewegt, tritt die Lorentzkraft auf.
Storbeschleunigungen, welche durch die Lorentzkraft zustande kommen, haben eine
GréRenordnung von 400% m/s? senkrecht zur Flugrichtung. Sie lassen sich
modellieren, da die Ladung der Probemasse bekannt ist und das Magnetfeld durch
eine skalares (OVERHAUSER-) und zwei vektorielle (FLUXGATE-) Magnetometer
ausgemessen wird.

13
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1-17. Weitere wissenschaftliche Instrumente

Wir wollen nun, nachdem wir den STAR Akzelerometer detailiert vorgestellt
haben, noch kurz auf die weiteren Nutzlastkomponenten und deren Rolle an Bord
des CHAMP-Satelliten eingehen.

Da wie festgestellt der Satellit selbst der Schwerefeldsensor ist und die flr die
Modellbildung notwendigen Informationen aus der Bahn des Satelliten abgeleitet
werden, muss diese sehr genau bestimmt werden kénnen. Dies geschieht, wie in
Abschnitt 1-14. schon erwéhnt, mit Hilfe eines GPS-Empfangers und eines Laser-
retroreflektors.

Der eingesetzte 16-Kanal 2-Frequenz

Turbo Rogue Space Receiver 2 (TRSR-2)

wurde von der NASA und den Jet

Propulsion Laboratories (JPL) geliefert.

An Bord des Satelliten kommt dieser

GPS-Empfanger vier Aufgaben nach. Aus

den Trackingdaten von bis zu zwolf GPS-

Satelliten, die der Receiver gleichzeitig mit

seiner zenitgerichteten GPS-Antenne (vgl.

Abb. 1.2) empfangen kann, wird zum

einen eine bordseitige Navigationslésung

bestimmt und zum anderen im sogenannten Post-Processing die prazise Bahn des

Satelliten ermittelt. Eine an der Unterseite des Satelliten angebrachte nadirgerichtete

Helix-Antenne (siehe Abb. 1.3) soll die an der Erdoberflache, vornehmlich an der

Meeres- bzw. Eisoberflache, reflektierten GPS-Signale auffangen und somit flr

Altimetrieexperimente nutzbar machen. Desweiteren kénnen mit zwei an der

Ruckseite des Satelliten befindlichen Antennen (Abb. 1.3) die auf- bzw.

untergehenden GPS-Satelliten zur Atmosphéarensondierung beobachtet werden.

Diese Vorgehensweise wird als Radio-Okkultation bezeichnet. Zuletzt erfillt der

TRSR-2 auch noch die Aufgabe der Bereitstellung eines Zeitnormals zur
Synchronisation aller an Bord arbeitenden Komponenten.

Abb. 1.9: Turbo Rogue Space Receiver

Der eigens vom GFz hergestellte

Laserretroreflektor (LRR) dient der 1-2cm genauen

Entfernungsbestimmung zwischen dem CHAMP-

Satelliten und den Laser-Bodenstationen. Somit

tragt er ebenfalls zur prézisen Bahnbestimmung

bei. Desweiteren besteht, durch Verwendung von

2-farbigem Laserlicht, die Mdoglichkeit der

Verifizierung bestehender Korrekturmodelle der

Atmosphére. Abb. 1.10: Laserretroreflektor
Die vier in einem Winkel von 45°

angeordneten Prismen befinden sich direkt unter dem Schwerpunkt des Satelliten.

Der Abstand des Referenzpunktes des LRR vom Schwerpunkt betragt entlang der

+Z-Achse exakt 250 Millimeter.
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Neben der Gravitationsfeldbestimmung ist
ein weiterer Schwerpunkt der CHAMP-Mission
die Ausmessung des Magnetfeldes der Erde. Zu
diesem Zweck tragt CHAMP insgesamt drei

Magnetometer.

Dies sind ein Overhauser-

Magnetometer (Abb. 1.11) und zwei Fluxgate-

Magnetometer
franzosischen

(Abb. 1.12). Das von der
Firma LETI hergestellte

Overhauser-Magnetometer misst (skalar) die
Abb. 1.11: Skalar-Magnetometer ~ Magnetfeldstarke. Es dient als magnetisches
Referenzinstrument und wird zur Kalibrierung
der beiden Fluxgate-Magnetometer verwendet.
Diese wurden von der Dé&nischen Technischen
Universitat (DTU) entwickelt und gebaut. Die
Fluxgate-Magnetometer messen alle drei
Komponeten des Magnetfeldvektors. Um diesen

orientieren

kénnen, sind die beiden

Magnetometer ebenso wie der Beschleunigungs-
messer gemeinsam mit zwei Sternsensoren auf
einer optischen Bank fixiert.

Abb. 1.12: Vektor-Magnetometer

Ein dritter Schwerpunkt der CHAMP-Mission
ist die Atmosphéren- und lonosphéaren-
sondierung. Hierfir spielt neben der bereits
angesprochenen Radio-Okkultationstechnik zur
Bestimmung von Refraktionsprofilen die Kenntnis
des elektrischen Feldes, hervorgerufen durch die
lonosphare, eine wichtige Rolle. Zu diesem
Zweck misst ein an Bord des Satelliten
befindliches  digitales  lonendriftmeter  die
Konzentration und die Geschwindigkeit der den
Satelliten frontal anstréomenden lonen. Unter
Berticksichtigung des Geschwindigkeitsvektors
des Satelliten lasst sich die Stromungs-
geschwindigkeit der lonen ermitteln. Daraus

Abb. 1.13: lonendriftmeter

lassen sich wiederum Rickschlisse auf das elektrische Feld in der Umgebung
ziehen. Das verwendete lonendriftmeter wurde vom amerikanischen Air Force

Research Laboratory (AFRL) beigestellt.

Zu dieser Zusammenstellung der wissenschaftlichen Instrumente kann man
noch die beiden Sternkamerapaare (je zwei Sternkameras fur die Orientierung des
Akzelerometers bzw. der Fluxgate-Magnetometer) hinzufligen. Diese ebenfalls von
der Danischen Technischen Universitat (DTU) entwickelten und gebauten
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Sternsensoren bilden die in ihrem Sichtfeld gelegenen Sterne auf ein CCD-Array
(charge coupled device) ab. Darauf werden die durch das optische System bei der
Abbildung entstanden Verzerrungen Kkorrigiert, Sterne ab einer bestimmten
Helligkeitsklasse ermittelt und deren Bildmittelpunkt bestimmt. Die danach
vorliegende digitale Momentaufnahme der Sternkonstellation wird sofort durch einen
Mikrocomputer an Bord des Satellten mit den Daten eines HIPPARCOS-
Sternkataloges verglichen und daraus die gesuchte Orientierung bestimmt.

Wir sollten noch hinzufiigen, dass dieser Abschnitt in erster Linie einen Uberlick
Uber die auf CHAMP geflogenen Nutzlastkomponeten geben sollte. Weitere
Informationen und die technischen Daten dieser Instrumente sind Uber die
Homepage des GeoForschungszentrums in Potsdam, GFZ (2000) und Ch. Reigher
et al. (1996) erhaltlich.

1-18. Das CHAMP Wissenschaftsdatensystem

Die kontinuierlich anfallenden Daten jeder Systemkomponente (insgesamt 141
MByte pro Tag) werden bis zum Uberflug iiber eine Bodenstation der DLR auf einem
Massenspeicher (insgesamt 125 MByte) zwischengespeichert. Bei den drei bis sechs
Uberfliigen pro Tag, die jeweils eine Dauer von nur ca. 20 Minuten haben, werden
die gespeicherten Daten (im Durchschnitt viermal taglich) vom Satelliten zur DLR-
Bodenstation in Neustrelitz Ubertragen. Dort werden die empfangenen Rohdaten
oder Level-0-Daten zunachst archiviert. Danach werden die Daten entschliisselt und
es werden gezielt Informationen Uber die einzelnen Sensoren und den Satelliten
extrahiert. Diese sodann als Level-1 bezeichneten Daten werden an das
Betriebszentrum der Mission in Oberpfaffenhofen sowie an das wissenschaftliche
Zentrum der Mission am GFZ in Potsdam weitergeleitet. Von dort aus erfolgt die
weitere Veredelung der Daten in die Levels 2 bis 4, die Auswertung der Daten sowie
die Weitergabe an die internationale Forschergemeinschaft Uber www-
Internetbrowser und FTP-Zugriff.

Unter Level-2-Daten versteht man vorverarbeitete und grobkalibrierte Daten,
wogegen unter Level-3-Daten bereits weiterverarbeitete und feinkalibrierte Daten zu
verstehen sind. Level-4-Daten sind folglich von hdchster Qualitat und stellen das
gewiinschte Endprodukt zumeist in Form eines Modells dar.

Zu diesem Zeitpunkt ist (uns) leider noch nicht exakt bekannt, welche
Informationen in den einzelnen Klassen (Levels) zur Verfigung gestellt werden. In
die Klasse der Level-1 und der Level-2 Daten fallen voraussichtlich fir den hier
mafgeblichen Fall der Bestimmung des Erdgravitationsfeldes die GPS hoch-tief-SST
Messungen (zwischen CHAMP und den GPS-Satelliten) in Form von Phasen, die
Akzelerometermessungen, die SLR-Messungen, die Daten der Sternsensoren und
die Zundzeitpunkte der Lageregelungsdusen. Alle Daten werden in Bezug zur UTC-
Zeit (vgl. Kapitel 2-3.) in chronologischer Reihenfolge angegeben. Dabei erfolgt die
Angabe der GPS- und der Akzelerometermesswerte in Level-2 mit einer Taktrate von
genau 1 Hz.
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In Level-3 sollen den Nutzern die Positions- und Geschwindigkeitsvektoren der
GPS-Satelliten und des CHAMP-Satelliten zur Verfigung gestellt werden. lhre
Darstellung ist beziglich eines (Quasi-)Inertialsystems und eines terrestrischen
Systems geplant (siehe Kapitel 2). Die Berechnung der prazisen Ephemeriden der
GPS-Satelliten fuhrt der International GPS Service for Geodynamics (IGS) durch.

Level-4 beinhaltet die vollstandige Auswertung aller Daten bis hin zu einem
globalen Erdschwerefeldmodell. Daneben werden in Level-4 nochmals, im
sogenannten post-processing, verbesserte Bahndaten des CHAMP-Satelliten wie
auch der GPS-Satelliten bereitgestellt.

Der Vollstandigkeit wegen sollte noch erwadhnt werden, dass die Kommunikation
und die Kommandierung des Satelliten Uber die Beobachtungsstation der DLR in
Weilheim erfolgt. Diese Station dient auch als Reserve fir den Fall, dass die
Beobachtungsstation Neustrelitz ausfallt.

1-19. Geowissenschaftliche Nutzung der CHAMP-Mission

Nachdem wir nun die fir uns wichtigsten Aspekte der CHAMP-Mission
beschrieben und deren Aufgaben, wie die Gravitations- und Magnetfeldbestimmung
sowie die Atmosphérensondierung vorgestellt haben, méchten wir nun auf die Ziele
und den geowissenschaftlichen Nutzen eingehen.

Zunachst aber sollte noch darauf hingewiesen werden, dass das Schwerefeld,
das Magnetfeld und die nach Erdbeben messbaren seismischen Geschwindigkeiten
die einzigen im AuRenraum der Erde messbaren Signale sind, die Schlissel-
informationen Uber die Struktur und die Dynamik des Erdkérpers enthalten. Dies
sollte die Stellung und die Bedeutung der Kleinsatellitenmission CHAMP
verdeutlichen. Ziele der Mission, wie eine verbesserte Kenntnis des
Gravitationsfeldes der Erde und dessen zeitlicher Anderung, sind z.B. aus
geodatischer Sicht von besonderem Interesse. Ein daraus abgeleitetes, im Orts- und
Zeitbereich um ein bis zwei GrélRenordnungen verbessertes Geoidmodell kbnnte die
Referenz fiur ein einheitliches (globales) Hohensystem oder die Grundlage fir ein
groRr&umiges topographisches Geldndemodell sein. Dies ware fir die Bereiche der
Landesvermessung, Kartographie und die Fernerkundung von Bedeutung. Ein
Geoid, das bei einer Wellenlange von ca. 1000 km eine Genauigkeit von ungefahr
zehn Zentimetern aufweist, und somit im Genauigkeitsbereich einer durch GPS
bestimmten Position liegt, ist Voraussetzung fur Anwendungen der Satelliten-
geodasie, wie z.B. der Bahnbestimmung niedrig fliegender Altimetrie-Satelliten.

Weiter lassen sich aus den feinen UnregelmaRigkeiten eines sehr gut
bestimmten Gravitationsfeldes prazise Ruckschlisse auf DichteunregelmaRigkeiten
im Erdinneren ziehen. Diese geben wiederum Aufschluss tber den Aufbau des
Erdkorpers. Aus der zeitlichen Variation des Gravitationsfeldes, die unter anderem
durch Massenumverteilung im Erdinneren verursacht wird, erhalt man Einsicht in die
dynamischen Vorgéange im Erdinnern. Hieraus erhofft man sich ein genaueres Modell
fur die treibenden Kréfte der Plattentektonik. Diese sind Konvektionsprozesse im
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Erdmantel und Entlastungsbewegungen der Erdkruste, verursacht durch das
Abschmelzen eiszeitlicher Vergletscherungen.

Desweiteren liefert ein genaueres Gravitationsfeldmodell und die damit
verbundene Kenntnis der Dichteinhomogenitaten notwendige Randbedingungen flr
die Umwandlung der Geschwindigkeiten von Erdbebenwellen in Dichtewerte. Die
dadurch verbesserten seismischen Modelle kdnnten die Struktur der verschiedenen
Diskontinuitaten im Erdmantel und im flissigen Erdkern erklaren.

SchlieRBlich kann man noch anfiihren, dass durch ein besseres Geoidmodell die
Ozeantopographie, also der geometrische Distanzunterschied zwischen Ozean-
oberflache und Geoid, genauer ermittelt werden kann. Dieser Distanzunterschied ist
die Hauptinformationsquelle Uber das ozeanische Stromungsverhalten und (ber
Meereshthenschwankungen. Meeresstrémungen und Pegelschwankungen sind
stets mit Warmetransport verbunden und haben damit direkte Auswirkungen auf das
Klima. Innerhalb der funfjahrigen Betriebsphase des CHAMP-Satelliten ist somit
durch die Beobachtung der Ozeanstromungssysteme und des Abschmelzens
eiszeitlicher Vergletscherungen, eine Uberwachung bzw. eine Untersuchung globaler
Klimaveranderungen maoglich.

Da CHAMP aufgrund der Radio-Okkultations-Messungen und der Messungen
des lonendriftmeters auch als ein Fernerkundungssystem fur atmospharische
ZustandsgroRen wie Temperatur, Wasserdampfkonzentration und Elektronendichte
angesehen werden kann, wird er wichtige Beitrage zur (Kurzfrist-) Wettervorhersage
liefern kdnnen.

Mit Hilfe der lononspharensondierung, den Ergebnissen des lononendriftmeters
und der Ausmessung des elektrischen Feldes der lonosphéare erhofft man sich einen
besseren Einblick in das Verhalten des Weltraumwetters und in die solar-
terrestrischen Beziehungen. Dies wirde wiederum wichtige Beitrdge zu einer
praziseren Navigation liefern, da heutige Navigationssysteme (auch GPS) sehr
empfindlich auf das Fliel3en elektrischer Strome in der Erdionosphére oder auf
Magnetfeldveréanderungen reagieren.

Wir sollten abschlieend noch hervorheben, dass die soeben angefiihrten
Phanomene und Prozesse nicht unabhangig voneinander zu sehen sind, sondern
dass durch die CHAMP-Mission ebenfalls Wechselbeziehungen, wie z.B.
Austauschvorgange untereinander aufgedeckt werden sollen.

Im Folgenden wollen wir die Gravity Recovery and Climate Experiment (GRACE)
Mission und die Gravity Field and Steady-State-Ocean Circulation Experiment
(GOCE) Mission vorstellen, die die konsequente Erweiterung auf dem Wege der
Detailmodellierung des Gravitationsfeldes fur die Erdsystemforschung bilden.
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1-2. Missions — und Systembeschreibung GRACE
1-20. Einleitung und Missionsziele

Es soll nun die geowissenschaftliche Satellitenmission GRACE vorgestellt
werden. Die GRACE-Mission wurde 1997 von der NASA (National Aeronautics and
Space Administration) als zweite Mission in ihr Earth System Science Pathfinder
Projekt (ESSP) aufgenommen. Sie ist somit eine konsequente Fortsetzung und
Erweiterung der mit der zuvor beschriebenen CHAMP-Mission begonnenen
Beantwortung geophysikalischer Fragestellungen.

Die GRACE-Satellitenmission ist ein gemeinsames Projekt der NASA und der
DLR. Sie wurde ein Jahr vor der Aufnahme der NASA in ihr ESSP—Programm, 1996,
gemeinsam von der University of Texas at Austin, Center for Space Research
(UTCSR), dem GFZ, den Jet Propulsion Laboratories (JPL), Space Systems / Loral
(SSL), dem DLR sowie Dornier Satellitensysteme (DSS) vorgeschlagen.
Hauptverantwortlich fir die Durchfuhrung der Mission (Entwicklung der Hardware,
Vervollstandigung der wissenschaftlichen Aufgaben und Weiterleitung der Messwerte
an die geowissenschaftliche Forschergemeinschaft) ist Prof. Byron Tapley (UTCSR).
Unterstutzt wird er dabei von Prof. Ch. Reigber (GFZ).

Das Hauptziel der GRACE—-Mission ist die hochgenaue Bestimmung des
Erdschwerefeldes im Orts- und Zeitbereich zur Verbesserung von hochauflésenden
Schwerefeldmodellen, desweiteren sollen auch noch seine zeitlichen Verdnderungen
bestimmt werden. Aus GPS — Messungen sollen aul3erdem Aussagen Uber den
totalen Elektronengehalt und die
Refraktivitat der Atmosphare und
der lonosphare getroffen werden.
Dies soll durch Messungen der
Signalausbreitung und von Re-
fraktionswinkeln geschehen.

Im Gegensatz zur CHAMP-
_ _ _ Mission, die nur aus einem
2‘I:f:,§§,ﬁ.'3‘ ' | _ Satelliten .be.stand, ar.beitet dig

GRACE-Mission mit zwel

Satelliten. Ermoglicht wird die
Genauigkeitssteigerung der
Ergebnisse gegentber CHAMP
ASA Stations durch eine K-Band-Mikrowellen-
Rl meMurdo) e | verbindung der beiden Satelliten,
: . (DLRGFD) mit deren Hilfe der Abstand

(engl.: separation distance) und
die Geschwindigkeitsdifferenz
(engl.: rate of change) der beiden
Abb. 1.14: GRACE - Konfiguration Satelliten mit einer Genauigkeit

von besser als 1lum/s gemessen

werden soll. Zur Erfassung von Stérbeschleunigungen sowie der Orientierung der
Satelliten wird auf die bei CHAMP verwendeten Nutzlastkomponenten wie

Polar FlztT.

(CSR/IPL/GFZ)
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Akzelerometer und Sternsensor zurlckgegriffen, bzw. werden diese weiterentwickelt,
um den hoheren Genauigkeitsanspriichen gerecht zu werden.

1-21. Zeitrahmen der Mission

Wie bei der CHAMP-Mission lasst sich die Planung und Durchfihrung der
GRACE-Mission in verschiedene Phasen einteilen. Der genaue Zeitpunkt fur die flnf
Phasen liegt noch nicht fest, aber es lasst sich folgende Zeiteinteilung abschétzen:

Den ersten Teil bildet die Vor-Start-Phase (engl.: Pre-Launch-Phase), in der sich
der Satellit gerade befindet. Sie dauert bis zum Start des Satelliten (geplant am 23.
Juni 2001) an und dient dem Entwurf, der Integration und dem Test der Satelliten,
der Instrumente und den Kontrollsystemen.

Mit dem Start der Satelliten beginnt die Start- und Fruhe Betriebsphase (engl.:
Launch and Early Operations Phase). Sie dient dazu, die Satelliten in eine stabile
Umlaufbahn mit der gewiinschten Lage und dem vorgesehenen Abstand von ca. 220
km ohne die Gefahr einer Kollision mit anderen Satelliten zu bringen. Desweiteren
muss der Kontakt mit den Bodenstationen fir einen optimal funktionierenden Up- und
Downlink-Betrieb sichergestellt sowie eventuell existierende Anomalien beseitigt
werden. Mit Erfullung dieser Aufgaben, woflr schatzungsweise 5-10 Tage bendtigt
werden, endet diese Phase und beginnt die Kommisionsphase (engl.:
Commissioning Phase). In ihr sollen die wissenschaftlichen Nutzlastinstrumente
initialisiert werden. Zuséatzlich soll noch das Satellite to Satellite Tracking (SST)
zwischen den Satelliten aufgebaut, sowie der Offset des Akzelerometers kalibriert
werden. Wenn notig, so findet eine Aktualisierung der Software und inrer Parameter
statt.

Anschlieend tritt die Mission in eine sechsmonatige Bewertungsphase (engl.:
Validation Phase), in der erste Ergebnisse (Schwerefeldmodelle,
Akzelerometerdaten, usw.) entstehen sollen, die auf ihre Richtigkeit geprift werden
und somit einen Rickschluss auf das korrekte Funktionieren der Satelliten und ihrer
Instrumente geben sollen. Eventuell missen in dieser Phase erneut Instrumente
nachkalibriert sowie die Verbindung mit den Bodenstationen Uberprift und evitl.
wiederhergestellt werden.

Als wichtigste Phase folgt die funfjahrige Beobachtungsphase (engl.:
Observational Phase), die bis zum Ende der Mission dauert und die der Erfullung der
im vorherigen Abschnitt aufgefiihrten Ziele dient.

1-22. Die GRACE-Satelliten

Die beiden GRACE-Satelliten werden gemeinsam von DSS und SSL entwickelt.
Sie sind baugleich bis auf die S-Band-Funkfrequenzen, welche fur die
Datenuibertragung mit der Bodenstation gebraucht werden, und die K-Band-
Frequenzen fir die Verbindung der beiden Satelliten untereinander. Zur
Unterscheidung der beiden Satelliten werden dafir namlich unterschiedliche
Frequenzen gewahlt.
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Jeder Satellit besteht aus einer karbonfiberverstarkten Plastik-Sandwich-Struktur
mit Aluminiumkern und Kantenprofilen, die fir eine geringe thermische Verzerrung
sorgen sollen. Die auflere Form des Satelliten wurde im Hinblick, sein
aerodynamisches Verhalten zu optimieren, entworfen. Dazu wurde eine
symmetrische Form mit einem Auftriebsmittelpunkt, der immer in einer einzigen
Ebene liegen soll, gewahlt. Weil der Auftriebsmittelpunkt und der Schwerpunkt des
Satelliten zusammenfallen, werden die Stérungen aufgrund von Atmospharenreibung
und Solardruck minimiert. Alle elektrischen Bauteile, der Kabelbaum, die
Treibstoffbehélter sowie das Rohrleitungssystem fir den Antrieb sind auf beiden
Seiten der zentralen Ausstattungsplattform angebracht. Die beiden Haupt-Solarzellen
sind symmetrisch gekippt zu der zentralen Ausstattungsplattform befestigt. Zusatzlich
befinden sich noch zwei weitere Solarzellen auf der Oberseite der Satelliten. Der
Satellit ist auf seiner Vorder- sowie seiner Hinterseite verschlossen. An seiner
Hinterseite ist die GPS-Okkultations-Antenne montiert, seine Vorderseite enthélt den
Ausschnitt fir die Ka/Ku-Band Horn-Antenne. Um Intensitatsverlusten vorzubeugen
sind die nadir- und zenitblickende S-Band-Antenne auf speziellen Halterungen
angebracht.

Die folgenden Abbildungen zeigen einen GRACE-Satelliten in einer Ansicht von
oben, von innen und von unten, um die Lage seiner Instrumente zu
veranschaulichen:

o “ﬁ
/ 5 ¢.‘ o™
10 g
%3

o

NADIR

GPS BKUP
ANTENNA

SCA BAFFLE

GPS OCC
ANTENNA
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Abb. 1.15: Ansicht eines GRACE-Satelliten von oben
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Abb. 1.16: Ansicht eines GRACE-Satelliten von innen

4 N

o /

Abb. 1.17: Ansicht eines GRACE-Satelliten von unten

Die wichtigsten in den Graphiken aufgefiihrten Instrumente werden nachfolgend
sowie im Abschnitt Gber die Nutzlastinstrumente erlautert.

Das in den Satelliten angebrachte Lage- und Orbitkontrollsystem (engl.: Attitude
and Orbit Control System; AOCS) mit seinen Sensoren, Stellgliedern, seiner
Elektronik und Software dient dazu, die genaue Lage der Satelliten zu bestimmen
und um die optimale Kontrolle tUber die Satelliten fir die Erfullung der an GRACE
gestellten Anforderungen zu haben. Dazu besitzt das AOCS ein Kaltgas-
Antriebssystem flir Lagekontrolle und Orbitkorrekturmanéver, drei magnetische
Drehmomentmesser flur die Lagekontrolle zur Unterstiitzung des Kaltgas-Systems,
eine Schnittstelle zum Sternsensor zur Bestimmung der inertialen Lage sowie zu
dem GPS-Empfanger zur Bestimmung der Position. AuRerdem enthalt das AOCS
einen Erd- und Sonnensensor fur die Lagebestimmung bezuglich Erde und Sonne,
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ein dreiachsiges inertiales Messsystem zur Messung von Winkelgeschwindigkeiten,
ein am Rumpf der S-Band-Antenne angebrachtes dreiachsiges Magnetometer und
die AOCS-Flug-Software.

1-23. Missionsparameter

Die Missionsparameter sind im wesentlichen die gleichen wie bei CHAMP.
Trotzdem soll der geplante Verlauf der Mission im folgenden skizziert und die
teilweise gleiche Wahl der Parameter nochmals begrindet werden, um den
gesamten Missionserlauf in sich geschlossen darstellen zu kénnen.

Geplant ist ein gleichzeitiger Start beider GRACE-Satelliten am 23. Juni 2001
von Plesetsk/Russland (62,7°N, 40,3°E) mit einer ROCKOT-Tragerrakete. Ahnlich
wie bei CHAMP sollen die beiden Satelliten auf einer polnahen (Inklination i = 89,5°),
nahezu kreisformigen Umlaufbahn (Exzentrizitit e < 0,005) mit einer Anfangs-
flughthe zwischen 450km und 500km fliegen. Die voraussichtliche Lebensdauer soll
dabei ca. 5 Jahre betragen.

Die polnahe Umlaufbahn hat man deshalb gewéhlt, da man dadurch eine
globale Abdeckung der Erde mit Daten, die fur eine hochgenaue Bestimmung des
Schwerefeldes  notwendig ist, erreicht. Der Vorteil gegeniber einer
sonnensynchronen Umlaufbahn ist namlich derjenige, dass man so eine lokale
Zeitvariation der Groundtracks der Satelliten bekommt, die zur Aufdeckung von
veranderlichen und periodischen Anteilen des Erdschwerefeldes aufgrund von
Gezeiten, Tag- und Nachtunterschieden der Atmosphéare und anderen Einflissen
unabdingbar sind.

Die Anfangsflughthe von 450km — 500km wurde zum einen deshalb gewahlt,
um eine mehrjahrige Missionsdauer flr unterschiedlich stark ausfallende
Sonnenaktivitdten zu garantieren, zum anderen, um einen moglichst guten
Kompromiss zwischen der Gravitationsfeldbestimmung und der Atmosphéaren/
lonospharensondierung zu finden. Wahrend fir den Zweck der Gravitations-
feldbestimmung eine niedrigere Flughthe besser ware, ist fir die Atmosphéaren- und
lonosphéarenerforschung eine héhere Umlaufbahn optimaler.

500 ; 400
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- . . I
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400 : ! Solar Activity | 300
[ I L
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E B ) 250 =
i I -
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200 h : o
! \ 100
150 | 1
- 1
wof = =~ >0
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Year A.D.
Abb. 1.18: Bahnhdhe und Sonnenaktivitat
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Wie in Abbildung 1.18 zu sehen ist, nimmt die Flughohe der GRACE-Satelliten
aufgrund von Atmospharenreibung und Solardruck Uber die flnfjahrige
Missionsdauer hinweg ab. Allerdings wird GRACE zum ungefahren Zeitpunkt des
nachsten Maximums der Sonnenaktivitat, dessen Grole noch nicht genau bekannt
ist, gestartet. Deshalb kann die Abnahme der Flughthe wahrend der Missionsdauer
zwischen 50km (geringe Aktivitat) und 200km (hohe Aktivitat) variieren. Um dennoch
eine Lebensdauer von 5 Jahren garantieren zu konnen, ist eventuell ein
Korrekturmanéver (siehe Knick im Jahr 2003) durchzuflihren. Abbildung 1.5 zeigt
den Verlauf der Bahnhdhe sowie die Sonnenaktivitat (jeweils fir hohe und niedrige
Aktivitat).

Wahrend der wissenschaftlichen Datenansammlung sollten die beiden Satelliten
nahezu erdorientiert sein. Fir eine prazise Abstimmung der beiden K-Band-
Antennen miussen die beiden Satelliten mit eine Genauigkeit von 1° zueinander
ausgerichtet werden. Dadurch werden unterschiedliche Reibungskrafte an den
Satelliten verursacht, was zu einer Veranderung des Abstandes der beiden Satelliten
fuhrt. Um die Satelliten in dem gewiinschten Abstand von 220 + 50 km voneinander
zu halten, mussen alle 30-60 Tage Korrekturmandver durchgefuihrt werden.

Die Datenmenge, die an den Nutzlast- und Untersystemen auf einem GRACE-
Satelliten anfallt, betragt 100 MB pro Tag. Diese wird wahrend 4 — 5 Uberfliigen
taglich zu den DLR-Bodenstationen in Neustrelitz und Weilheim Ubertragen. Das
German Space Operation Center (GSOC) in Oberpfaffenhofen Ubernimmt die
Uberwachung der beiden Satelliten sowie den Missionsbetrieb.

1-24. Prinzip der Gravitationsfeldbestimmung mit GRACE

Erganzend zu dem Messprinzip des high-low SST bei CHAMP arbeitet GRACE
mit dem Prinzip des low-low SST, das einer Basislinienmessung zwischen den
beiden Satelliten entspricht. Das low-low SST ist aufgrund kirzerer Entfernungen
zwischen den Satelliten wesentlich genauer und ermdéglicht die Messung der
Geschwindigkeitsdifferenz (range rate) der beiden Satelliten mit einer Genauigkeit
von lum/s. Realisiert wird das Prinzip des low-low SST durch das spéater
beschriebene K-Band-MeRsystem. Die Messung der Veradnderung des Abstandes
zwischen den beiden Satelliten, der sogenannte ,range change” ist die eigentliche
BeobachtungsgroRe und entsteht durch den gleichen Einfluss des Gravitationsfeldes
auf die beiden Satelliten zu leicht verschobenen Zeitpunkten aufgrund des (relativ)
kleinen Abstandes der beiden Satelliten von ca. 220 km. Durch hochgenaue
Messungen dieser Verdnderungen sollen nun auch hohe Frequenzen des
Erdschwerefeldes sehr genau bestimmt werden. Ein weiterer Vorteil des low-low
SST ist, dass durch die Atmosphére verursachte Storbeschleunigungen durch den
relativ kurzen Abstand der beiden Satelliten in nahezu gleicher Bahnhdhe fast
identisch sind und sich somit leicht eliminieren lassen. Die nachfolgende Abbildung
zeigt das Prinzip des low-low SST zwischen den beiden GRACE-Satelliten basierend
auf Phasenmessungen:
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Abb. 1.19: low-low SST-Prinzip bei GRACE

Den gemessenen Abstand zwischen beiden Satelliten (range) kann man sich als
den Betrag der Differenz der Position beider Satelliten (mit Positionsvektoren r; und
r, vorstellen.

P :\/(rl _rz)[ﬂrl _rz)

(1.1)

Durch Differentation erhalt man dann die Geschwindigkeitsdifferenz (range rate) zw.
den beiden Satelliten,

p =ry, [élz :[Vl _Vz] EélZ

(1.2)

wobei r, =r, —r, =p[&,, der Abstands- oder Verbindungsvektor zwischen den
beiden Satelliten ist, v bzw v, die Geschwindigkeit der einzelnen Satelliten und
e, =r,/p der Abstands- bzw. Verbindungseinheitsvektor. Die ,range rate"

reprasentiert den Geschwindigkeitsdifferenzvektor entlang der Verbindungslinie
beider Satelliten und entspricht daher nicht dem absoluten Betrag der
Geschwindigkeitsdifferenz, da dieser in einer anderen Richtung auftritt. Aus diesen
auf den messbaren Abstand bezogenen Entfernungsanderungen kann der
Gravitationsgradient erhalten werden, der die Anderung der Gravitation in Richtung
der Verbindungslinie der beiden Satelliten beschriebt. In der direkten Beobachtung
solcher Funktionale des Gravitationspotentials (erste bzw. zweite Ableitung) ist dann
auch der Vorteil einer hoheren Sensitivitat gegeniber von
Satellitenbahnbeobachtungen zu sehen, die Analysen im kurzwelligen Bereich
ermdglicht (s. M. Scheinert (1996, S.14/15)).
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Die nachfolgende Abbildung 1.20 zeigt die Zeitreihe des Abstandes (range) und
der Geschwindigkeitsdifferenz (range-rate) zwischen den Satelliten. Der Abstand
zwischen den Satelliten betragt in diesem Fall 239km mit einer Variation von 2km,
wéhrend die Geschwindigkeitsdifferenz (range-rate) eine Amplitude von ca. 1 m/s
besitzt.
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Abb. 1.20: Abstand und Geschwindigkeitsdifferenz der beiden GRACE-Satelliten
fur zwei Umlaufe

Die Umlaufdauer von GRACE betragt rund 5500 Sekunden. Die Frequenz, die
einem Umlauf entspricht (engl.: cycle per revolution, CPR) ist das Hauptsignal und
wird hauptsachlich durch Unterschiede in den Orbits beider Satelliten verursacht. Da
der dargestellte Zeitraum in Abbildung 1.20 sehr kurz ist, fallen hier keine
Langzeiteffekte wie Vergrosserung des Abstandes der beiden Satelliten auf. Die
Amplituden der Signale aus Abbildung 1.20 werden in Abbildung 1.21 dargestelit.
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Abb.1.21: Amplitudenspektrum von Abstand und Geschwindigkeitsdifferenz

Hier tauchen neben dem dominanten 1-CPR-Signal fir Abstand und
Geschwindigkeitsdifferenz zusatzlich noch das 2-CPR-Signal, verursacht durch die
Erdabplattung, im Amplitudenspektrum der Geschwindigkeitsdifferenz auf (s. B. D.
Tapley (1999)).
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Wie auch bei CHAMP besitzen die beiden GRACE-Satelliten einen
Akzelerometer, der im Schwerpunkt angebracht ist und der zur Registrierung nicht-
gravitativer Storkrafte dienen soll.

Zusatzlich ist jeder Satellit mit einem GPS-Empféanger ausgestattet, damit die
Satellitenbahn genau und kontinuierlich bestimmt werden kann und zusétzlich die
bestimmten Erdschwerefeldsdaten in ein erdfestes Bezugssystem eingeordnet
werden koénnen. Unumganglich sind die GPS-Messungen zur Vermeidung von
Singularitaten in der Bahnbestimmung durch ausschlief3liches Verwenden der low-
low-SST Messungen. Die GPS-Daten werden auf3erdem auch noch zur Bestimmung
langwelliger Schwerefeldanteile, dem Hauptthema dieser Arbeit, verwendet, da diese
aus den low-low-SST Messungen nicht mit ausreichender Genauigkeit bestimmt
werden konnen. Kalibriert werden die GPS-Messungen durch einen an der
Satellitenunterseite angebrachten Laser-Retro-Reflektor (LRR), mit dem die
Entfernung zur Bodenstation gemessen wird.

Die drei Messprinzipien bei GRACE, das low-low-SST zwischen den beiden
GRACE-Satelliten, das high-low SST zwischen GPS und GRACE-Satellit sowie das
ground-based Laser-tracking zwischen LRR und Bodenstation sind in Abbildung 1
dargestellt.

Mit den oben beschriebenen Messverfahren soll nun die hochgenaue
Bestimmung des Geoids im mm-Bereich gelingen. Dabei soll der Geoidfehler bis
Grad 70 weit unter 1 mm und fir Grad 70 — 100 unter 1,5 mm liegen. Der durch alle
Frequenzen bis Grad 100 erzeugte Geoidfehler soll im Bereich von 3,5 mm liegen,
also das Geoid bis Grad 100 auf 3,5 mm genau bestimmt werden. Erst bei einer
Auflésung des Geoids bis Grad 150 wachst der Fehler bis 20 cm an.

Grad der Geoidfehler (mm) pro Absoluter Geoidfehler
Kugelfunktion Grad (mm), angehauft ab Grad 3
n=2 <0,10 -
3<n<10 <0,01 <0,02
10sn<70 <0,15 <0,40
70<n <100 < 1,50 < 3,50
100 <n <150 < 65,0 < 200

Tab. 1.2: Fehler pro Grad und Gesamtfehler des Geoids

Abbildung 1.22 zeigt einen Vergleich zwischen einem bereits bestehenden
Geoidmodell GRIM-S1 und den bei den beiden aufeinanderfolgenden
Satellitenmissionen CHAMP und GRACE zu erwartenden Genauigkeiten. Deutlich
erkennbar soll GRACE eine Verbesserung des Geoidmodells um ein bis zwei
GroReneinheiten bringen.
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Abb. 1.22: Geoidfehler verschiedener Modelle im Vergleich

1-25. Das K-Band-Mef3system

Das K-Band-Mef3system (engl.: K-Band Ranging System, KBR) ist die grof3e
Neuheit von GRACE gegenuber CHAMP und stellt damit auch gleichzeitig das
wissenschaftliche Hauptinstrument der GRACE-Mission dar. Es ermoglicht die duale
Bestimmung des Abstandes bzw. der Geschwindigkeit zwischen beiden Satelliten im
Bereich von 1um/s bzw. im Sub-Millimeter-Bereich. Das auf diese Weise ermdglichte
MelRprinzip des low-low SST, welches eine Basislinienmessung zwischen beiden
Satelliten darstellt, erméglicht die groRe Genauigkeitssteigerung gegenuber der
CHAMP-Mission, die mit dem ungenaueren Prinzip des high-low SST arbeitet.

Die Hardware fur das KBR besteht dazu aus einer Horn-Antenne fir
Ubertragung und Empfang des Dual-Band (24 und 32 GHz) K- und Ka-Band
Mikrowellensignals, einem hochstabilen Oszillator (USO), der zur Erzeugung der
Referenzfrequenz dient und einem Mikrowellenaufbau zur Umwandlung der
Referenzfrequenz und der empfangenen Phase sowie zur Verstarkung und
Mischung der empfangenen und der Referenztragerphase. Ferner enthalt die
Hardware noch eine instrumentellen Verarbeitungseinheit (IPU) fir die Abtastung
und die digitale Signalverarbeitung des K-Band-Tragerphasensignals, der Daten des
GPS-Empfangers, des Akzelerometers und der Sternkamera.

Die beiden KBR der Satelliten sind baugleich. Unterschiedlich sind jedoch die
beiden Frequenzen, auf denen die beiden KBR’s senden. Diese sind um 500 KHz
verschoben, um Vermischung und Ausléschung der Ubertragenen und empfangenen
Signale zu vermeiden. Von jedem Satelliten werden zwei Tragerphasensignale
gesendet, um ionospharische Korrekturen an den KBR-Messungen anbringen zu
kénnen. Dies geschieht durch Bildung von Linearkombinationen der
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Phasenmessungen auf beiden Frequenzen. Die Temperatur der KBR's wird auf
0,2°C genau kontrolliert, um MeRfehler so klein wie mdglich zu halten.
Mehrwegeffekte in der Signalausbreitung sollen durch spezielle Antennen und
Frontplatten der Satelliten sowie kleinen Offnungswinkeln (<lmrad) der Sender
vermieden werden. In Abbildung 1.23 werden die Komponenten sowie das Prinzip
des KBR gezeigt.

Dipital Phasel
Exrracrion /
GPS

Abb. 1.23: MeRprinzip des K-Band-Ranging

1-26. Weitere wissenschaftliche Nutzlastinstrumente

Das fiur die beiden GRACE-Satelliten verwendete, von der franzdsischen Firma
ONERA / CNES hergestellte SuperStarAkzelerometer ist eine verénderte Version
von bereits bei friiheren Missionen verwendeten Beschleunigungsmesseren. Diese
sind das hoch prazise ASTRE-Akzelerometer, welches fir die Life and Microgravity
Science Mission (STS-78, 1996) und Microgravity Science Laboratoy (STS-83, STS-
94, 1997) benutzt wurde sowie das fur CHAMP verwendete StarAkzelerometer.

Wie bei CHAMP sollen auch bei GRACE alle nicht-gravitativen Beschleu-
nigungen, die z.B. durch Atmosphérenreibung, Solardruck oder die durch das AOCS
in Gang gesetzte Korrekturmanéver entstehen, erfasst werden. Zusammen mit dem
durch die K-Band Verbindung hochgenau messbaren Abstand (bzw.
Geschwindigkeit) zwischen den beiden Satelliten im Sub-Millimeter-Bereich (bzw.
1pm/s) und der genau bestimmbaren Position mit dem GPS-Empfanger Iasst sich
das Erdschwerefeld mit einer bis jetzt nie dagewesenen Genauigkeit bestimmen.

Das Messprinzip ist im wesentlichen das gleiche wie bei CHAMP. Auch hier wird
wieder ein parallelflachiger Probekdrper im elektrostatischen Feld in Ruhe gehalten.
Die an der Gehausewand angebrachten Elektroden bringen die dafir notwendige
Spannung auf, die ein Mafl3 fur die auf den Probekérper wirkenden Krafte ist.
AuBerdem soll mit Hilfe dieser Elektroden die Position der Probemasse gemessen
werden, die sehr genau mit dem Schwerpunkt dbereinstimmen muss, um
Abweichungen und Stoérungen der Beschleunigungsmessungen zu vermeiden. Um
den hohen Genauigkeitsansprichen der GRACE-Mission gerecht zu werden, wird
eine Genauigkeit der Ubereinstimmung der Position der Probemasse und des
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Satellitenschwerpunktes von 50 um in alle drei Achsrichtungen angestrebt (z.V.:
CHAMP: 2mm). Erreicht werden soll dies durch eine Schwerpunktsan-
passungseinrichtung (engl.: Center of Mass Trim Assembly; CMT). Diese kann den
Schwerpunkt in einer Schrittweite von 10um innerhalb eines Bereiches von £2mm in
jeder Achsrichtung anpassen.

Wegen der hohen Temperaturstabilitat (<0,1°C) und den nur sehr Kkleinen
Vibrationen, die ein GRACE-Satellit aufgrund seiner Bauweise erfahrt, soll der
Messbereich des SuperStarAkzelerometers gegeniber CHAMP auf 510%™ m/s?
verkleinert werden und somit fir die zu messenden Stdrbeschleunigen sensitiver
gemacht werden . Die Auflésung soll durch zusétzliche technische Verbesserungen,
wie z.B. die Herabsetzung der Spannung der Probemasse von 20V auf 10V auf
100" m/s2 verfeinert werden. Zur richtigen Interpretation der Akzelerometer-
messungen wird die Lage des Akzelerometers mit Hilfe von Sternkameras (engl.:
Star Camera Assembly,SCA) gemessen.

Wie bei CHAMP wird auch fiur GRACE wieder ein GPS-Turbo Rogue Space
Receiver benutzt. Zu seinen Aufgaben gehdrt die Bestimmung der Navigationsldsung
seiner Position (Genauigkeit < 50m), die prazise Bahnbestimmung (engl.: precise
orbit determination, POD) mit cm-Genauigkeit im post-processing, die zeitliche
Zuordnung aller an den Nutzlastinstrumenten anfallenden Daten sowie der Erstellung
von Profilen der Atmosphare und lonosphére.

Um diese Aufgaben erfillen zu kdnnen, wird ein Satellite to Satellite-Tracking
zwischen den GRACE-Satelliten und den hochfliegenden GPS-Satelliten hergestellt.
Die Ausstattung des GPS-Empféangers besteht aus zwei POD-Antennen, von denen
eine in Zenitrichtung und eine nach hinten gerichtet ist, sowie einer ebenfalls nach
hinten gerichteten Helix-Antenne mit hohem Signalgewinn und einem Offnungswinkel
von 45° sowie einer Elektronik- und Verarbeitungseinheit. Der GPS-Empféanger der
GRACE-Satelliten verfugt Uber 16 Kanale, von denen er 12 Kandle fir POD und die
verbleibenden 4 Kanale fir Okkultationsmessungen benutzt.

Die zenitblickende POD-Antenne dient dem gleichzeitigen Empfang von bis zu
12 verschiedenen GPS-Satelliten zur Bestimmung der Navigationslésung sowie der
Datenansammlung fir eine prazise Bahnbestimmung in der Nachbearbeitung. Fur
die Bahnbestimmung enthalt die Navigationslosung neben den gemessenen
Tragerphasen und Pseudostrecken auch noch die Position, Geschwindigkeit und
Zeitpunkt der empfangenen Satelliten. Die nach hinten gerichtete POD-Antenne dient
als zuverlassige Quelle fur den Fall, dass die zenitblickende Antenne ausfallen sollte.
Wahrend die beiden POD-Antennen der Bestimmung der Satellitenbahn dienen, wird
die Helix-Antenne ausschlieRlich fir die Atmosphéaren-/lonosphérensondierung ver-
wendet.

Der GPS-Empfanger arbeitet vollig selbststandig. Ist er einmal eingeschaltet, so
vollzieht sich die Initialisierung, die Erfassung der GPS-Satelliten sowie die
Signalverarbeitung automatisch.

Fur GRACE wird ebenfalls ein Laserretroreflektor (LLR) verwendet, der
vollstandig von CHAMP ubernommen wird, weswegen an dieser Stelle auch nicht
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naher auf ihn eingegangen werden soll. Es seien nur noch einmal seine Hauptziele
genannt, zu denen die prazise Bahnbestimmung im cm-Bereich im Zusammenwirken
mit den GPS-Messungen gehort sowie die Bestimmung von Tropospharenmodellen
durch Verwendung zweifarbiger Laser.

Genauso wie bei CHAMP besitzt GRACE ein Sternkamerapaar (engl.. Star
Camera Assembly,SCA), das von der Danischen Technischen Universitat (DTU)
entwickelt wurde und wie vorher schon genannt flr eine genaue Orientierung des
Satelliten innerhalb des AOCS und flr eine exakte Interpretation der Messungen des
Akzelerometers gebraucht wird.

Jede der beiden Kameras besitzt ein Gesichtsfeld von 18° x 16° und eine
eigenstandige Datenverarbeitungseinheit. Mit der SCA soll die Lage mit einer
angestrebten Genauigkeit von 0,1 mrad bei einer garantierten Genauigkeit von 0,3
mrad gemessen werden. Dies geschieht durch Vergleich von aufgenommenen
Sternkonstellationen mit einem digitalen Sternkatalog. Um Aberrationseffekte, die

durch die Geschwindigkeit des
Satelliten entstehen,  korri-
gieren zu koénnen, wird eine
Bahnvoraussage aus  der
Navigationsldsung berechnet.
Die Sternkamerapaare besitz-
en einen Blickwinkel von 45°
gegen die Zenitrichtung zur
Seite, und fur den Fall, dass
die Sonne in das Gesichtsfeld
der einen Kamera wandert,
Ubernimmt die andere die

Lagebestimmung.
Abb. 1.24: Képfe und Datenverarbeitungseinheit
der Sternkamera

Zusatzlich zur Sternkamera besitzt GRACE noch einen groben Erd- und
Sonnensensor (engl.: Coarse Earth and Sun Sensor, CES), der ein patentierter
Entwurf der DSS ist und auf der Basis von Thermistoren (warmeabhé&ngige
Widerstande) arbeitet. Er soll eine zuverlassige und robuste, aber daftr nur grobe
Bestimmung der Lage liefern, welche das AOCS als Anfangswert benutzt. Der CES
sorgt fur eine Ausrichtung der Z-Achse des Satelliten in Richtung der Erde und eine
seitlichen Auslenkung der Y-Achse des Satelliten in Bezug auf die Sonne mit einer
Genauigkeit von ca. 15°. Dazu besteht das System aus sechs orthogonal
zueinander angebrachten Sensorkoépfen, von denen jeder aus 6 PT1000
Thermistoren besteht, die jede Sekunde einmal abgetastet werden. Der Messbereich
des CES liegt zwischen —273°C und 140°C mit einer Auflosung von 0,2°C. Die
Sensoren sind so angebracht, dass ein Paar in £Z-Richtung zeigt und die anderen
beiden Paare einen Winkel von £45°C mit der Flugrichtung bilden.
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1-27. Das GRACE-Wissenschaftsdatensystem

Wie auch bei CHAMP werden die bei der GRACE-Mission entstehenden Daten
und Produkte in einem Wissenschaftsdatensystem gesammelt, veredelt, entwickelt
und archiviert. Das Wissenschaftsdatensystem wird gemeinsam von JPL, UTSCR
und dem GFZ entwickelt und betrieben. Sinnvollerweise werden die entstehenden
Produkte auch hier wieder in Level-0-Produkte, Level-1-Produkte und Level-2-
Produkte eingeteilt. Das folgende Diagramm zeigt die Zustandigkeit der Institutionen
fur die jeweilige Erzeugung der Level-Produkte, die anschlieend noch naher
erlautert werden soll.

Level 0 Rolling Archive (DLR/DFD-NZ) | Ancillary \

Data
4’ ¢ GPS Ground

Data
L (Primary) |<—>{ GFZ (Backup)

|

Level &

Level ! Processing

Level 0 Archi

Level L Archive |
[
)

Level 0 Archive

Level L Archive

Ll

PL
Level 2 Pracessing - UTCSRRoutineGFZ

Verification {shared processing)

Ground & Ancillary Data Archive

Level 041
ancillary
data

Level 2 Archive
Level 2 Archive

Archive Archive / Distribution . Archive / Distribution Lo |

JPL PODAAC Regular Anchives Hafmoniration GFZ Data Center

N /

Abb.1.25: Aufgabenverteilung der Institutionen innerhalb des Wissenschaftsdatensystems

Die Level-0-Daten sind das Ergebnis des Empfangs und der Ansammlung der in
der Bodenstation in Neustrelitz (Raw Data Center, RDC) empfangenen Daten.
Zweimal taglich werden an den Empfangsstationen in Weilheim und Neustrelitz die
Daten der beiden GRACE-Satelliten empfangen und anschlieBend in zwei extra
dafir bereitgestellten Level-0-Archiven (level-0 rolling archive) gespeichert. Diesen
Archiven werden die entsprechenden Instrumenten- und Hilfsdaten wie die GPS-
Navigationsnachricht, die Temperatur der Satellitenteile sowie die Zeitpunkte der
Korrekturmanéver entnommen, neu formatiert und anschlieBend dem
Wissenschaftsdatensystem zur Verfiigung gestellt. Die Level-0-Produkte sollen 24h
nach dem Empfang der Daten bereitgestellt werden.

Die Level-1-Daten sind die vorverarbeiteten, zeitlich markierten Daten des K-
Band-MeRRsystems, des Akzelerometers, der Sternkameras und des GPS-Systems
beider Satelliten. Zusatzlich soll noch die vorlaufige Satellitenbahn beider GRACE-
Satelliten erzeugt werden. Die Software fir die Erzeugung der Level-1-Produkte soll
vom JPL mit der Unterstitzung des GFZ entwickelt werden, die Aufgabe der
Erstellung der Level-1-Produkte soll hauptsachlich JPL Ubernehmen. Fur den Fall
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von Hardware- und Netzwerkproblemen wird das gleiche System nochmals am GFZ
installiert, um eine Zeitverzégerung der Level-1-Produkte von hdchstens funf Tagen
zu gewahrleisten. Die entstehenden Level-1-Produkte sollen im Physical
Oceanography Distributed Active Data Center (PODAAC) am JPL sowie im
Integrated System Data Center (ISDC) am GFZ archiviert werden.

Die Level-2 Daten enthalten die vorlaufige (30-Tage) und gemittelte Losung des
Erdschwerefeldes aus kalibrierten und Uberpriften Level-1-Daten. Auf3erdem sind
darin noch weitere Datensatze wie z.B. Temperaturfelder, hydrologische Daten usw.
enthalten, welche fur die Beseitigung der zeitabhdngigen Einflusse notwendig sind.
Desweiteren soll auch noch die prazise Bahn beider Satelliten bestimmt werden. Alle
Level-2-Produkte werden wie die Level-1-Produkte im PODAAC am JPL sowie im
ISDC am GFZ archiviert und sollen nach 60 Tagen zur Verfigung gestellt werden.
Die Software zur Erzeugung der Level-2-Produkte wird unabhéngig von allen drei am
Wissenschaftsdatensystem beteiligten Institutionen aus bereits vorhandener, flr
GRACE erweiterten Software hergestellt. Gemeinsame Schnittstellen sollen fir eine
strenge Bewertung der entstehenden Produkte sorgen. Die Verarbeitung der Daten
soll routinemafig am GFZ und UTCSR vorgenommen werden, wahrend JPL nur zum
Zweck der Uberprifung Level-2-Produkte erzeugt. Die Erzeugung von Level-2-
Okkultationsdaten gehdrt nicht zum Wissenschaftsdatensystem, soll aber durch eine
Schnittstelle mit ihm verbunden werden. Die in den einzelnen Ebenen entstehenden
Produkte sowie ihre Verwendung zur Berechnung weiterer Produkte werden im
folgenden Schaubild nochmals dargestellt.

D

—

Long-Term Raw Daia Archive (DFD-NZ)
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Abb.1.26: Datenfluss im Wissenschaftsdatensystem

1-28. Geowissenschaftliche Nutzung der GRACE-Mission

Da GRACE die konsequente Erweiterung der CHAMP-Mission ist, sind die Ziele

auch annédhernd die gleichen, nur mit einem héheren Genauigkeitsanspruch. Neben
den vorher schon aufgefuhrten, priméren Zielen der hochgenauen Berechnung des
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Erdschwerefeldes und seiner zeitlich veranderlichen Anteile sowie der Bestimmung
des gesamten Elektronengehalts und Refraktivitit der Atmosphare aus der
Signalausbreitung besitzt GRACE auch noch sekundare Ziele, fir welche die
primaren Ziele gebraucht werden. Diese sind vor allem Aspekte der Ozeanographie,
der Geodasie sowie weiteren Erdwissenschaften. Zusammen mit Altimeter- und
weiteren Daten sollen so, wie bei der Missionsbeschreibung zu CHAMP beschrieben,
der ozeanische Warmefluss, Langzeitveranderungen des Meeresspiegels und
Meeresstromungen besser erforscht werden. Ein genaueres Wissen Uber das
Erdschwerefeld lasst aul3erdem eine préazisere Satellitenbahnbestimmung und
dadurch auch eine bessere Positionierungsgenauigkeit mit GPS zu. Bei einem im
mm-Bereich bekannten Geoid kann dann sogar das aufwendige Nivellieren durch
GPS ersetzt werden.

Die Abschatzung zeitlich veréanderlicher Komponenten des Erdschwerefeldes
soll fir ein besseres Verstandnis zeitlich veréanderlicher Vorgénge in Ozenographie,
Hydrologie, Glaziologie usw. fuhren. Dazu gehort die Bestimmung von
Veranderungen der Meeresstromungen, von grof3rAumiger Evapotranspiration, von
Veranderungen der Bodenfeuchtigkeit, vom Abschmelzen von Eisblécken und
Gletschern, von Veranderungen in der Lagerung von Wasser und Schnee auf den
Kontinenten, von Dichteverdnderungen in Mantel- und Lithosphare, von
nacheiszeitlichen Hebungen und von dem isostatischen Verhalten der Erde.

Zusatzlich sollen GPS-Okkultationsmessungen und daraus abgeleitete Grolzen
wie Temperatur und Wasserdampfgehalt einen Beitrag zur Erforschung von
Klimaveranderungen liefern. Desweiteren sollen diese Beobachtungen zu einer
besseren Auflésung der Feinstruktur der lonosphére flhren.

Es soll abschlieend noch darauf hingewiesen werden, dass die Angaben zur
Erstellung der Missions- und Systembeschreibung GRACE hauptséchlich der
Homepage des GFZ Potsdam enthommen wurden.
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1-3. Missions- und Systembeschreibung GOCE
1-30. Einleitung und Missionsziele

Wir wollen nun die letzte der drei geowissenschaftlichen Satellitenmissionen, die
wir in dieser Arbeit betrachten, vorstellen. Die Gravity Field and Steady-State Ocean
Circulation Earth Explorer (GOCE) Mission ist eine Mission der Européischen
Weltraumbehdrde (European Space Agency, ESA). Sie erfolgt im Rahmen der Earth
Explorer Missionen der ESA, die ihrerseits dem Living Earth Programme angehdoren.
Mit dem Living Earth Programme mdchte die ESA eine neue Ara der Européaischen
Erdsystembeobachtung einleiten. Nach einer Reihe von sehr komplexen und
kostspieligen Missionen wie ERS-1, ERS-2 und Envisat mdchte die ESA nun dazu
Ubergehen, kleinere, glnstigere und gezielter ausgerichtete Missionen
durchzufihren. Unter dem Living Earth Programme sind zum einen die
wissenschaftlich orientierten Earth Explorer Missionen und zum anderen die
anwendungsorientierten Earth Watch Missionen zu verstehen. Fir letztere besteht
das Bestreben, sie in private Hand zu lbertragen. Das vorrangige Ziel der Earth
Explorer Mission GOCE ist die

Bestimmung der Detailstruktur des Gravitationsfeldes der Erde mit héchster
Genauigkeit und Auflésung in einem globalen Mal3stab.

Wie bereits angefiihrt ist GOCE die (vorerst) letzte Stufe zur Modellierung des
Erdgravitationsfeldes. Durch GOCE erwartet man eine um den Fakor 100
verbesserte Kenntnis des Gravitationsfeldes.

1-31. Zeitrahmen der Mission

Im Mai 1996 wurden auf dem Granada | User Consultation Meeting neun fr den
Rahmen der Earth Explorer Missionen der ESA in Frage kommende
Satellitenmissionen vorgestellt. Aus diesen neun Kandidaten suchte das
wissenschaftliche Beratungsgremium der ESA (Earth Sciences Advisory Committee)
im September 1996 in einer Vorauswahl zunachst vier Missionen aus, die im
weiteren in die Phase A (Machbarkeitsstudie) eintreten sollten. Diese waren:

» die Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Mission
» die Atmospheric Dynamics Mission

e die Earth Radiation Mission

« und die Land-Surface Processes and Interactions

Die Phase A dieser vier Missionen startete im Juni 1998 und endete im Juni
1999. AnschlieRend wurde beim Granada Il User Consultation Meeting vom 12.-14.
Oktober 1999 die GOCE Mission von dem wissenschaftlichen Beratungsgremium der
ESA einstimmig und mit groBem Abstand vor den anderen drei Missionen an die
erste Stelle fur die Einleitung der Phase B (Definitions- und Spezifizierungsphase)
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vorgeschlagen. Die endgultige Genehmigung zur baldigen Einleitung der Phase B flr
GOCE erteilte das Programme Board for Earth Observation der ESA bei seinem
Treffen am 17./18. November 1999. Der Start der Mission wurde fur den Zeitraum
2004/2005 angesetzt. Maligeblich fur die Entscheidung zugunsten GOCE war
offenbar der hohe wissenschaftliche Anspruch und der Zusammenschluss
zahlreicher Forschungseinrichtungen zu einem internationalen Konsortium. So
beteiligten sich bei den bisherigen Vorarbeiten u.a. die technischen Universitaten in
Delft, Graz und Miunchen, die Universitaten in Bonn, Kopenhagen und Mailand, das
Polytecnico di Milano, das Proudman Oceanographic Laboratory in Birkenhead
(England), die Space Research Organisation Netherlands sowie das franzésische
Weltraumforschungszentrum in Toulouse an diesem Team. Der Vollstandigkeit
halber wollen wir noch hinzufiigen, dass die Einleitung der Phase B der auf den
zweiten Platz gewdahlten Atmospheric Dynamics Earth Explorer Mission auf 2002 und
deren Start auf 2006/2007 angesetzt wurde. Auch betonte das Programme Board for
Earth Observation der ESA die Notwendigkeit, die vorerst nicht ausgewéhlten
Missionen weiter zu verfolgen und ihre Umsetzung in kommenden Missionen
anzustreben.

An dieser Stelle ist es notwendig darauf hinzuweisen, dass sich das GOCE-
Projekt derzeit noch immer in der Vorbereitung zur Einleitung der eigentlichen B-
Phase befindet. Somit kbénnen wir vorerst nur das Konzept der Mission und einige
Entwlrfe der Systemkomponenten vorstellen. Diese werden allerdings erst in Phase
B konkretisiert. Dies bedeutet, dass keine (verbindliche) Angabe von technischen
Details erfolgen kann.

1-32. Der GOCE-Satellit

Der GOCE-Satellit ist als ein schlanker symmetrischer Satellit mit einem
Querschnitt von 0.8 m? und einer Lange von vier Metern (siehe Abb. 1.27) geplant.
Der Satellitenkorper, das Energieversorgungssystem, die Lageregulierungs-
komponente, die Daten- und Telemetrieeinrichtung sowie die beiden Nutzlast-
komponenten tragen zu einem Gesamtgewicht des Satelliten von rund 800
Kilogramm bei. Die beiden fur die Mission im Mittelpunkt stehenden Komponenten
sind ein Gradiometer und ein GPS/GLONASS-Empfanger. Wir werden in Abschnitt
1-36 bzw. 1-37 auf beide genauer zu sprechen kommen. Fir die Erzeugung der
1000 Watt Leistung, die vorwiegend fur eine ausgekligelte Lageregulierung durch
einen lonenstrahlantrieb (Energiebedarf von 700 Watt) benétigt werden, ist eine
Solarkollektorenflache von 7.3 m? vorgesehen. Durch den extrem sensiblen lonen-
strahlantrieb lassen sich samtliche nichtgravitativen Storeinflisse kompensieren.
Zusatzlich soll der GOCE-Satellit ebenfalls wie CHAMP und GRACE auf das
Geozentrum orientiert sein. Im Rahmen der Mission wird der Satellit etwa 10.000 mal
die Erde umlaufen und dabei rund 100 Millionen Daten liefern.
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Abb.1.27: Der GOCE Satellit

1-33. Missionsparameter

K Missionsdauer = ca. 20 Monate \

e Messdauer = 2 x ca. 6 Monate
e Flughdhe (Missionsbeginn) = ca. 250 km
e Flughdhe (Missionsende) = ca. 240 km
* Inklination = 96°.5
e Sonnensynchrone Bahn:
Drehung Knotenlinie = 0.9863 [°/Tag]

K Nahezu kreisférmige Umlaufbahn J

Tab. 1.3: Missionsparameter

Wir wollen nun auf einige der obigen Orbitparameter néher eingehen. Wie
bereits erwahnt, erweist sich eine besonders geringe Bahnhdhe von rund 250 km fir
die Bestimmung der kurzwelligen Anteile des Erdgravitationsfeldes als glnstig. Dies
hat allerdings zur Folge, dass sich die Dauer der Mission auf etwa 20 Monate
einschrankt. Ein Grund dafir ist, dass die niedrige Umlaufbahn eine hdhere
Atmospharenreibung zur Folge hat, die eine langere Betriebsdauer ohne
umfangreichere Lageregelung nicht gestattet. Eine komplexe Steuerung des
Satelliten ist allerdings, wie im weiteren erldutert wird, nicht winschenswert.
Desweiteren ist die Dauer der Betriebsphase so gewahlt, dass die
Datenaufzeichnung in zwei Abschnitten durchgefihrt werden kann. Zwischenzeitlich
befindet sich der Satellit im Schatten der Erde oder des Mondes. In diesem Zeitraum
wird der Satellit in einen energiesparenden Stand-by Zustand versetzt, um die
Anforderungen an das Energieversorgssystem des Satelliten so gering wie maglich
zu halten. Aus diesem Grund wurde fir den GOCE-Satelliten auch eine
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sonnensynchrone Bahn gewahlt. Nach G. Seeber (1989) besteht fir eine solche
Bahn die Bedingung, dass die ekliptikale Komponente der Bahnebene im inertialen
Raum stets orthogonal zur Verbindungslinie Erde-Sonne ausgerichtet sein muss. Auf
diese Weise erhalt der Satellit fortwahrend Sonnenlicht, und zwar stets aus der
gleichen Richtung. Dies vereinfacht stark das Design des Satelliten. Zum einen
kénnen die Sonnenkollektoren fest angebracht werden, und zum anderen kann der
Umfang an Batteriespeicherkapazitat aufgrund der standigen Umwandlung von
Sonnenlicht in elektrische Energie eingeschrankt werden. Desweiteren herrscht als
Folge der sonnensynchronen Bahn auf der sonnenabgewandten Seite des Satelliten
eine relativ konstante Temperatur. Dies ermdglicht ebenfalls eine Energieeinsparung
bei der Temperaturstabilisierung gewisser Systemkomponenten. Bei einer sonnen-
synchronen Bahn ist es also mdglich, das gesamte Energieversorgungssystem so
gering wie moglich im Vergleich zu anderen Umlaufbahnen zu halten. Somit kann die
Masse des Satelliten reduziert werden, wodurch auch seine Ausmal3e geringer
ausfallen. Ein Kkleinerer Satellitenquerschnitt trdgt namlich dazu bei, dass eine
niedrigere Flugbahn mdoglich ist, was bekanntlich ein Vorteil fur die kurzwellige
Gravitationsfeldbestimmung darstellt. Eine tiefere Bahn ist mdglich, da aufgrund des
geringen Querschnitts der Einfluss der Atmospharenreibung auch bei einer Hohe von
nur 250 km hinreichend klein gehalten werden kann. Ansonsten wére wie bereits
erwahnt eine verstarkte Lagekontrolle notwendig, was sich folglich auf den
Energiebedarf und somit auch auf die Dimension des Satelliten auswirken wirde. Es
lasst sich also feststellen, dass der GOCE-Orbit ein Kompromiss zwischen
Gesichtpunkten der Gravitationsfeldbestimmung und einer Méoéglichkeit der
instrumentellen Realisierung darstellt.

1-34. Prinzip der Gravitationsfeldbestimmung mit GOCE

Wie bereits erwéhnt dient die GOCE-Mission vornehmlich der Detailmodellierung
des Gravitationsfeldes der Erde. Zu diesem Zweck wird sich an Bord des Satelliten
ein Gradiometer befinden, der die kurzwelligen Anteile des Gravitationsfeldes
erfassen kann. Aufgrund der vergleichsweise kurzen Missionsdauer und der
Tatsache, dass die (Gradiometer-)Messungen in zwei Abschnitten (unterbrochen
durch eine Phase, in der sich der Satellit im Schatten der Erde oder des Mondes
befindet) erfolgen miissen, ist im Rahmen dieser Mission allerdings nur eine
statische Bestimmung des Gravitationsfeldes mdglich. Eine weitere Schwierigkeit in
Zusammenhang mit dem Verfahren der Satellitengradiometrie besteht darin, dass
entsprechend M. Scheinert (1996, S.17) aufgrund der Eigenschaften eines
Gradiometers die langwelligen Anteile des Gravitationsfeldes der Erde nicht
aufgelést werden kénnen. Um diese dennoch erfassen zu kénnen, muss man wie bei
der CHAMP-Mission auf hoch-tief Intersatellitenmessungen (GOCE-GPS)
zuriickgreifen. Dies bedeutet wiederum, dass fur die Gravitationsfeldbestimmung
eine (komplexe) Kombinationslésung aus Gradiometrie- und GPS-Tracking-Daten
durchzufuhren wére. Dies wollen wir allerdings nicht weiter verfolgen, da wir uns in
dieser Arbeit auf die Auswertung von GPS-Trackingdaten konzentrieren wollen.
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Neben seiner Bedeutung fir die Schwerefeldbestimmung erfillt das Gradiometer
an Bord des GOCE-Satelliten noch eine weitere wichtige Aufgabe, namlich die
Erfassung der nicht-gravitativen Storeinfliisse wie z.B. der Atmospharenreibung, die
bei der niedrigen Bahnhohe des GOCE-Satelliten vor allem in Flugrichtung einen
groRen Einfluss hat. Diese durch den Gradiometer exakt bestimmten Storkrafte auf
den Satelliten werden in Echtzeit als Steuersignale an das lonenstrahlantriebssystem
weitergeleitet, um diese durch entgegengesetzt gerichteten Schub zu kompensieren.
Auf diese Weise fuhrt der GOCE-Satellit keine Eigenbewegungen durch und befindet
sich auf einer Bahn, die exakt einem Freien Fall um die Erde entspricht. Eine
derartige Realisierung einer Satellitenbahn wird als drag-free bezeichnet.

Simulationsrechnungen in ESA (1999) lassen erwarten, dass mit Hilfe der
GOCE-Mission eine Auflosung des Gravitationsfeldes der Erde bis zu einer
Wellelange von A2 = 80 km moglich wird. Dies entsprache einer
Kugelfunktionsentwicklung bis Grad und Ordnung L = 250. Besonders optimistische
Rechnungen nehmen sogar eine Auflésung von bis zu 65 km (L = 300) an. Bei
diesen hochstmoglichen Auflosungen wirde die Geoidgenauigkeit im Zentimeter- bis
Dezimeterbereich liegen und die Genauigkeit der Schwereanomalien im
Milligalbereich. In jedem Fall werden aber von GOCE fiur Auflésungen von 100 km
und weniger (L £ 200) Genauigkeiten von besser als einem Zentimeter (Geoid) und
einem Milligal (Schwereanomalien) erwartet.

1-35. Wissenschaftliche Instrumente

Die Kerninstrumente fir die Gravitationsfeldbestimmung an Bord des GOCE-
Satelliten sind ein dreiachsiges Schweregradiometer, das von der franzésischen
Firma ONERA entwickelt wird, und ein GPS-/GLONASS Receiver mit der
Bezeichung GRAS (GPS/GLONASS Receiver for Atmospheric Sounding).
Desweiteren wird GOCE ein Messgrat mit der Bezeichnung (Standard Radiation-
Environment Monitor, SREM) fir die Bestimmung des ihn umgebenden elektrischen
Feldes mitfiihren. Der Grund hierfiir ist, dass Anderungen des elektrischen Feldes
(Elektronen-/Protonendichte) Auswirkungen auf die Bordelektronik (in erster Linie die
des Gradiometers) haben kénnten. Fir SLR-Messungen wird der GOCE-Satellit
zusatzlich einen Laserretroreflektor an seiner Unterseite tragen. Im Folgenden wollen
wir allerdings ausschlie3lich auf das Gradiometer und den GPS-Receiver genauer
eingehen.

1-36. Die Nutzlastkomponente Gradiometer
Aufgrund der Bedeutung des Gradiometers fir die Bestimmung der kurzwelligen

Anteile des Gravitationsfeldes sowie seiner Rolle fir die Realisierung eines Drag-
free-Systems wollen wir nun das Prinzip der Gradiometrie (vgl. Abb. 1.28) vorstellen:
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Abb. 1.28: Das Prinzip der Gradiometrie

Zunachst sollten wir hervorheben, dass die Aufgabe eines Gradiometers darin
besteht, die unterschiedliche Wirkung des Gravitationsfeldes der Erde auf
(mindestens) zwei Probemassen zu bestimmen (s. M. Scheinert (1996, S.14). Die
angesprochenen Probemassen befinden sich im Falle der Gradiometrie in einem
bestimmten, messbaren Abstand, der kleiner als ein Meter ist, voneinander entfernt.
Bei einem Gradiometer werden folglich Entfernungs- oder Beschleunigungs-
anderungen zwischen Probemassen gemessen. Dies soll fur zwei mdogliche
Probemassenanordnungen entsprechend Abb. 1.28 nach R. Rummel (1986)
verdeutlicht werden. Erfolgt die Anordnung der Probemassen entsprechend linker
Abbildung, so wirden die beiden Beschleunigungsmesser (dargestellt durch das
Federsymbol) an den Stabenden (der Stab symbolisiert den festen, messbaren
Abstand der Massen) im Falle eines Zentralfeldes (Gravitationsfeld einer
radialsymmetrischen Massenverteilung) keine unterschiedlichen Messwerte liefern,
fur das (reale) Erdgravitationsfeld allerdings schon. In der rechten Abbildung erfahrt
die untere erdnahere Probemasse eine hthere Anziehung als die obere. Bezieht
man nun diese Entfernungs- oder Beschleunigungsénderungen auf den Abstand der
Prifmasssen, so erhalt man den Gravitationsgradienten, also die Anderung der
Gravitation in Richtung der Verbindungslinie der Probemassen. Voraussichtlich wird
bei der GOCE-Mission ein dreiachsiges Gradiometer zum Einsatz kommen, d.h. es
wird der Gravitationsgradient in drei ausgezeichnete Achs-/Raumrichtungen
bestimmt. Diese Richtungen definieren das Gradiometersystem, welches so gut wie
maoglich mit dem bahnbegleitenden Bezugssystem (along-track, across-track und
radial) Ubereinstimmt. Der Bezug zwischen dem Gradiometersystem bzw. dem
bahnbegleitenden System und dem erd- bzw. raumfesten Bezugssystem wird durch
die mit GPS gewonnen Positionsinformationen hergestellt. Im Idealfall lie3en sich
somit also alle sechs Komponeten des vollstdndigen Tensors der zweiten
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Ableitungen des Gravitationspotenzials (MARUSSI-Tensor) beziiglich eines erd- oder
raumfesten Bezugssystem bestimmten (siehe 3-5. bzw. 3-8.). Dieser Idealfall lasst
sich aber offenbar praktisch nicht vollstéandig in die Tat umsetzen. Voraussichtlich
kénnen nur die Hauptdiagonalkomponeten M., My, M., des MARUSSI-Tensors
bestimmt werden, da die Information aus den Nebendiagonalkomponeten des
Tensors fur die an Bord (fortwarend) durchzufihrende Kalibration des Gradiometers
bendtigt wird.

Das Gradiometer, das vorraussichtlich bei dieser Mission verwendet wird,
besteht aus einem System von sechs sehr empfindlichen Beschleunigungsmessern.
Diese werden wiederum von der Firma ONERA bereitgestellt. Es handelt sich wie bei
der CHAMP-Mission ebenfalls um Akzelerometer, die auf dem elektrostatischen
Prinzip basieren, allerdings werden sie eine verbesserte Auflésung von 10™? m/s?
haben. Ihre Anordnung erfolgt paarweise (siehe Abb. 1.29) um den Schwerpunkt des
Satelliten, und zwar entlang dreier jeweils rechtwinklig zueinander liegenden Achsen.

Abb. 1.29: Gradiometer

Das gesamte Gradiometerinstrument wird wohl ein Gewicht von Uber 100
Kilogramm haben und eine zylindrische Form mit den Abmessungen 1.3 Meter in der
Lange und 85 Zentimeter im Durchmesser. Die beiden Akzelerometer einer Achse
befinden sich dann in einem Abstand von ca. 50 Zentimetern. Der Energiebedarf des
Gradiometers (inklusive Temperaturkontrolle) betragt rund 70 Watt. Wie bereits
erwahnt befindet sich diese Nutzlast im Zentrum des Satelliten (siehe Abb. 1.27).

Der Vollstandigkeit wegen kann man noch anfihren, dass im Verlauf der Phase
A noch ein anderes Gradiometerinstrument in Betracht gezogen wurde. Dieses hétte,
im Gegensatz zu obigem Gradiometer, nicht unter Normal-/Umgebungstemperatur,
sondern unter Tieftemperaturbedingungen nahe des absoluten Nullpunktes betrieben
werden mussen. Es ware allerdings in der Lage gewesen, bessere Ergebnisse zu
erzielen. Aufgrund der Handhabungsschwierigkeiten (z.B. hoheres Gewicht, hoherer
Energiebedarf) mit diesem Instrument und der eigentlich ausreichenden Genauigkeit
des oben vorgestellten Gradiometers entschied sich die ESA fir die obige
(einfachere) Variante.
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1-37. Die Nutzlastkomponente GPS/GLONASS-Receiver

Der GPS/GLONASS-Receiver GRAS wurde im Rahmen des Earth Observation
Preparatory Programme (EOPP) der ESA von einem Konsortium europdischer
Forschungseinrichtungen unter der Fuhrung des Danish Meteorological Institute
(DMI) entwickelt. Es handelt sich um einen 12-Kanal Zweifrequenzempfanger (L1
und L2), der eine Orbitgenauigkeit des GOCE-Satelliten von besser als drei
Zentimeter bereitstellen soll. Die Datenrate des Receivers betragt dabei 1 Hertz. Das
Gesamtgewicht wird zusammen mit der Antenne bei etwa 8 Kilogramm liegen und
die bendtigte Leistung ist ca. 30 Watt. Man kann noch anfiihren, dass der GRAS-
Receiver der ESA nicht speziell fir die GOCE Mission entwickelt wurde, sondern im
Rahmen der Wettersatellitenmission MetOp (Meteorological Operational) bereits
2003 zum Einsatz kommt. Dabei wird er neben seiner Funktion der
Positionsbestimmung vor allem auch der Aufgabe der Atmosphéarensondierung
nachkommen.

1-38. Datenprodukte der GOCE-Mission

Bei dieser Mission werden ebenso wie bei den bereits vorgestellten Missionen
CHAMP und GRACE unterschiedliche Datenprodukte verschiedener Bearbeitungs-
tiefe existieren. Diese Datenveredelungsklassen werden bei GOCE in etwa wie folgt
aussehen:

Unter Level-0 Daten sind die von GOCE zur Bodenstation telemetrierten
Rohdaten (digitale Spannungsmesswerte) der Beschleunigungsmesser des
Gradiometers und des GPS-Receivers einzuordnen. Die Datenrate betragt
voraussichtlich 1 Hz.

Level-l1a Daten stellen u.a. aus den Rohdaten abgeleitete unkalibrierte
Gravitationsgradienten sowie Bahndaten (Position, Linear- und Winkelbe-
schleunigung des GOCE-Satelliten dar.

Level-1b Daten sind kalibrierte und verbesserte Level-1a Daten. Fir die Level-1b
Daten ist der Bezug zu dem terrestrischen Referenzsystem vorgesehen.
Desweiteren werden Parameter (Zindzeitpunkte, Zinddauer u.a.) des Lage-
regelungssystems zur Verfligung gestellt.

Ab der Veredelungsklasse der Level-2 Daten sind die bereitgestellten
Informationen gemeinsam aus den Gradiometermessungen und dem GPS-Tracking
abgeleitet. Hierunter fallen globale wie auch regionale Gravitationsfeldmodelle in
Form von Kugelfunktionskoeffizienten, Geoidmodelle in Form von Geoidundulationen
sowie Darstellungen der Schwereanomalien.

Mogliche Level-3 Produkte kdnnten aus den Gravitationsmodellen (Level-2)
abgeleitete Erkenntnisse fur andere Anwendungsgebiete (Ozeanographie,
Geophysik u.a.) sein.

An dieser Stelle kdnnte man noch anfiihren, dass die Bodenstation in Kiruna fir
den Empfang der von GOCE ubertragenen Daten vorgesehen ist. Die Kontaktzeiten
zwischen der Station in Kiruna und dem GOCE-Satelliten betragen dabei zwischen
1.5 und 5.5 Minuten, und dies etwa sechs mal taglich.
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1-39. Geowissenschaftliche Nutzung der GOCE-Mission

Da mit der GOCE-Mission eine Auflésung des Gravitationsfeldes der Erde bis zu
80 (65) km (halbe Wellenlange) bei einer absoluten Genauigkeit von deutlich unter
zehn Zentimetern erreicht werden soll, wird sie einen noch entscheidenderen Beitrag
als die Missionen CHAMP und GRACE fiur die Geowissenschaften Ozeanographie,
Meteorologie, Geophysik und Geodasie liefern konnen. So werden die durch GOCE
weiter verbesserten Gravitationsfeldmodelle letztlich ein Spiegel der Vorgange des
Systems Erde sein. Desweiteren wird mit Hilfe der Daten nach Beendigung dieser
Mission und den bis dahin bereits gewonnen Daten (CHAMP, GRACE, Altimetrie,
terrestrische Schweremessungen) erstmals das Zentimeter-Geoid mit hoher
Auflésung realisiert werden kénnen. Dieses wird sodann als (vorerst) hinreichend
genaue Referenzflache fur die genannten geowissenschaftlichen Aufgabenbereiche
dienen kdnnen.

AbschlieBend wollen wir auf einige der mafigeblichen Beitrdge, welche die
GOCE-Mission fur die Erdsystemforschung leisten soll, detailliert zu sprechen
kommen. Damit folgen wir der Idee, dass von CHAMP Uber GRACE zu GOCE eine
immer weitere Verfeinerung der jeweiligen Modelle mdéglich ist. Als erstes ware hier
die Bedeutung des angesprochenen Zentimetergeoides fir die Ozeanographie und
somit auch fir die Klimaforschung und Meteorologie zu nennen. Die
Motivation/Notwendigkeit der Kenntnis eines Zentimetergeoides sei durch die
Tatsache verdeutlicht, dass nach ESA (1996) eine Geoidungenauigkeit quer durch
den Nordatlantik (30° N) von einem Zentimeter einem Wassermassentransport von
7M10° m3s und einem Warmeenergietransport von 10 Watt entspricht. Diese
Angaben entsprechen rund 10% des gesamten Transports des Atlantiks. Aufgrund
der GroR3e dieser Werte (schon bei einem Geoidfehler von 1 cm) und ihrer Rolle im
Zusammenhang mit Wettervorhersagen und Klimaforschung (globaler Wéarme-
haushalt) erklart sich die Bedeutung eines hochgenauen Geoides von selbst. Die
Notwendigkeit einer hochaufgelosten Bezugsflache wie dem Geoid wird deutlich,
wenn man sich vor Augen halt, dass Stromungssysteme wie der Golfstrom oder
Seestrallen wie die Drake Passage gerade mal eine Ausdehnung von 100 bis 300
Kilometern haben. GOCE wird somit dazu beitragen, dass Stromungssysteme und
der damit verbundene Transport von Frisch- und Salzwasser, Schadstoffen,
Kohlenstoff und Warme besser quantifizierbar und auf 10% bis 20% genau
angegeben werden kénnen. Ebenfalls wird GOCE (prazisen) Aufschluss uber
Hebungsraten des globalen Meeresspiegels als Folge der globalen Erwarmung
liefern. Genaue Informationen diesbezuglich sind deshalb von grol3em Interesse, da
bisherige Schatzungen und Untersuchungen davon ausgehen, dass sich in diesem
Jahrhundert das Meeresniveau in einem weiten Bereich von einigen Zentimetern bis
hin zu einem Meter erhdhen kann. Meeresspiegelvariationen im Zentimeter- bis
Dezimeterbereich blieben ohne gréRRere Folgen, eine Erhéhung des Spiegels von
einem Meter hatte allerdings z.B. fUr die Niederlande und auch fir GrofRbritannien
betrachtliche Folgen. Um die Wahrscheinlichkeit und das Ausmass eines moglichen
Szenarios abschatzen zu konnen, ist eine Zentimetergenauigkeit der Niveauflache
erforderlich.
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In den Missionsiberblicken von CHAMP und GRACE wurde bereits die
Mdoglichkeit angesprochen, das Geoid als globale Hohenbezugsflache einzufihren.
Mit den durch GOCE erreichbaren Genauigkeiten ware eine globale
Vereinheitlichung der orthometrischen Ho6hensysteme mit ansprechender
Genauigkeit (auf kleiner als funf Zentimeter genau; zum Vergleich: gegenwartige
Differenzen betragen bis zu einem Meter) endgtiltig moéglich und die Schwierigkeiten
bei internationalen Ingenieurprojekten waren beseitigt. Hinzu kommt, dass durch die
Kenntnis eines globalen Zentimetergeoides die geometrisch, mittels GPS und
GLONASS, ermittelten Ho6hen in brauchbare Ho6hen, die sich auf das Geoid
beziehen, umgewandelt werden konnten. Auf groRe Distanzen wére es somit
maoglich, das aufwendige Nivellieren durch GPS zu ersetzen.

Auf weitere Anwendungsgebiete, wie Plattentektonik, Mantelreologie, Erdbeben-
mechanismen u.s.w., die ebenfalls von der GOCE-Mission profitieren, wollen wir hier
nicht weiter eingehen.
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2. Referenzsysteme

2-0. Allgemeines

Im folgenden Abschnitt wollen wir die fir diese Arbeit notwendigen
Bezugssysteme einfihren und erldutern. Desweiteren sollen die benétigten
Transformationen zwischen diesen Bezugssystemen explizit vorgestellt werden.

Da in der Literatur unterschiedliche Bezeichnungsweisen fir die einzelnen
Bezugssysteme gebrauchlich sind, wollen wir die gangigsten vorstellen und uns
anschlieBend fir den Rahmen dieser Arbeit auf eine Bezeichnungsweise
entsprechend dem Internationalen Erdrotationsdienst (International Earth Rotation
Service, IERS) D.D. McCarthy (1996) sowie E. Grafarend (1979a,b,c) und B. Richter
(1995a) festlegen.

Die beiden fir uns wesentlichen Bezugssysteme sind das ‘raumfeste
Bezugssystem’ oder ‘(Quasi-)Inertialsystem’ und das ‘erdfeste’ oder ‘terrestrische
Bezugssystem’. Ersteres ist von Bedeutung, weil in ihm n&herungsweise die
Newton’schen Gesetze gelten. Somit kbnnen wir die Bewegungsgleichungen eines
Satelliten, welche wir allerdings erst spater einfihren werden, anschreiben. Letzteres
System ist von Bedeutung, da die Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und GOCE
GPS-Empfanger an Bord tragen, wodurch eine Positions-/Orbitbestimmung des
Satelliten im WGS84 erfolgt. Dieses WGS84 stellt eine Realisierung eines erdfesten
Bezugssystemes dar. Ein weiterer Grund fur die Notwendigkeit von terrestrischen
Systemen ist, dass eine bequeme Darstellung des Gravitationsfeldes der Erde nur
bezlglich eines erdfesten Systems erfolgen kann. Beide Systeme sollen im
Folgenden in kartesischen Koordinaten eingefihrt werden. Es sollte noch erwahnt
werden, dass fir die eindeutige Festlegung eines Bezugssystems die Spezifierung
seines Ursprungs und die Orientierung seiner Koordinatenachsen anzugeben ist. Fir
alle hier betrachteten Systeme gilt, dass der dritte Basisvektor in irgendeiner Weise
mit der Rotationsachse der Erde verknipft ist, und die Grundebene (definiert durch
den ersten und zweiten Basisvektor) mit der Aquatorebene in Verbindung steht.
Nach E. Grafarend (1979a) und B. Richter (1995a) arbeiten wir somit auf der
Hierarchieebene der Aquatorsysteme, welche wir mit ® symbolisieren (vgl. Abb. 2.1).

/ * Ebene 4; Galaxissytem \

Ebene 3 ( ©); Ekliptiksystem
Ebene 2 ( ® ); Aquatorsysteme

Ebene 1 ( ); Horizontsysteme

K Y Ebene 0 ( ); Beobachtungssysteny

Abb. 2.1: Hierarchie der Bezugssysteme
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2-1. Das raumfeste oder (quasi-)inertiale Bezugssystem

Ein ideales Inertialsystem héatte seinen Ursprung im Massenschwerpunkt des
Weltalls. Da dies aus verstandlichen Grinden nicht realisierbar ist, miusste man als
nachsten Schritt den Ursprung eines Inertialsystems im Baryzentrum unseres
Sonnensystems wahlen. Ein Referenzsystem, dessen Ursprung auf diese Weise
definiert ist, ist zum Beispiel das International Celestial Reference System (ICRS)
des IERS. Seine Realisierung wird als International Celestial Reference Frame
(ICRF) bezeichnet. Im deutschen Sprachgebrauch gibt es leider keine sinnvollen
Ausdricke, die das ‘Reference System’ als theoretisches Modell und das durch
Koordinaten  der  Beobachtungsstationen realisierte  ‘Reference  Frame’
unterscheiden. Aber auch ein derartiges Bezugssystem erweist sich fur tatsachliche
Anwendungen der Satellitengeodasie eher als unpraktisch, so dass der Ursprung
des raumfesten Bezugssystems haufig im Geozentrum, also dem Massenmittelpunkt
der Erde, vereinbart wird. Aufgrund des Umlaufes der Erde um die Sonne treten
kleine Beschleunigungen auf, so dass man streng genommen nicht mehr von einem
Inertialsystem sprechen darf. Aus diesem Grund wird der Begriff des Quasi-
Inertialsystems eingefuihrt. Im Rahmen dieser Arbeit wollen wir die sich daraus
ergebenden Einflisse zunachst vernachlassigen und stellen uns vor, dass die Erde
bei ihrem Umlauf um die Sonne (Bahnradius ~150Mio. Kilometer) eine
gleichmassige, ausschliel3lich translatorische Bewegung ausfuhrt.

Das raumfeste Bezugssystem I ist nach B. Richter (1995b) nun so festgelegt,
dass es zu einer Fundamentalepoche t, mit dem mittleren zalestischen
Aquatorsystem (bereinstimmt. Zu diesem Zeitpunkt ist also der dritte Basisvektor I3’
zum mittleren Nordpol und sein erster Basisvektor 1;° zum mittleren
FrUhlingsaquinoktium gerichtet.

An dieser Stelle sollten wir definieren, was unter dem mittleren Nordpol zu
verstehen ist. Klassisch ist damit die mittlere Rotationsachse der Erde gemeint. Seit
Anfang der achtziger Jahre ist darunter allerdings der mittlere zalestische
Ephemeridenpol (Celestial Ephemeris Pole, CEP) zu verstehen. Nach z.B. B. Richter
(1995b) ist dieser so definiert, dass er (nahezu) “weder in Bezug auf ein raumfestes
noch in Bezug auf ein erdfestes Koordinatensystem tagesperiodische Bewegungen
ausfuhrt”.

Als Aquinoktien werden die Knotenpunkte (Schnittpunkte) der Ekliptik
(Bahnebene der Erde beim Umlauf um die Sonne) mit der Aquatorebene bezeichnet.
Als Frahlingsaquinoktium wird der aufsteigende Knoten bezeichnet. Dort ist die
Deklination der Sonne zunehmend, das heisst sie durchlauft die Aquatorebene von
Sid nach Nord. Der zweite Basisvektor I,” erganzt das Bezugssystem zu einem
Rechtssystem.

Sei nun (der klassischen Definition folgend) Qo der Rotationsvektor der Erde zur

Fundamentalepoche t, = J2000.0 und W der Ekliptiknormalenvektor, so gilt flr
das raumfeste System I":
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(2.1)

Als Fundamentalepoche wird heute der Zeitpunkt t, = J2000.0, also der Anfang
des julianischen Jahres 2000 verwendet. Das so vereinbarte raumfeste
Bezugssystem (Conventional Inertial System, CIS) stimmt nach M. Gerstl (1999) in
seinen Achsrichtungen mit denen des Sternkatalogs FK5 (flunfter Fundamental-
katalog) Uberein. Da nach D.D. McCarthy (1996, S.4) auch die Orientierung des
ICRF des IERS mit der Orientierung des FK5-Bezugssystemes Ubereinstimmt, gilt
somit, dass das soeben definierte raumfeste Bezugssystem |° in seinen Achs-
richtungen mit denen des ICRF Ubereinstimmt. Es sei hochmals angemerkt, dass
Differenzbeschleunigungen, die sich aus der Wahl des Geozentrums anstelle des
Baryzentrums des Sonnensystems als Ursprung ergeben, dabei allerdings
vernachlassigt werden.

Die Verfugbarkeit des ICRF bzw. des raumfesten Bezussystems I' wird durch
das im Folgenden einzufihrende erdfeste Bezugssystem und einem Satz von
Erdorientierungsparametern erreicht.

2-2. Das erdfeste Bezugssystem

Bei der Vereinbarung eines konventionellen erdfesten Systems (Conventional
Terrestrial System, CTS) gilt es, neben der Festlegung eines Basisvektors als
Rotationsachse, einen weiteren Basisvektor so an den Erdkdrper zu fixieren, dass
die Grundebene des Bezugssystems an der Erdrotation teilnimmt. Dies gelingt zum
Beispiel dadurch, dass der Schwerevektor in Greenwich in die Aquatorebene
projeziert wird, und diese Projektion als Definition des ersten Basisvekors eines
erdfesten Bezugssystems verwendet wird.

Nach B. Richter (1995b) ist das erdfeste Bezugssystem H’ so festgelegt, dass
der dritte Basisvektor Hs;™ die Richtung des Konventionellen Internationalen
Ursprungs (Conventional International Origin, CIO) hat und der erste Basisvekor H;’
durch den Nullmeridian von Greenwich verlduft. Der CIO ist durch die mittlere
Richtung des Rotationsvektors der Erde in den Jahren 1900 bis 1905 definiert. Der
zweite Basisvektor H,™ vervollstandigt das Bezugssystem zu einem Rechtssystem.
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Sei nun Qc¢o der mittlere Rotationsvektor der Erde in den Jahren 1900 bis 1905
und I, der Schwerevektor in Greenwich, so gilt fir das erdfeste System H':
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Als Beispiel eines erdfesten Referenzsystemes ware das International Terrestrial
Reference System (ITRS) des IERS bzw. dessen Realisierung mittels Koordinaten
der Beobachtungsstationen, das International Terrestrial Reference Frame (ITRF) zu
nennen. Praktisch ist das ITRF so realisiert, dass vom IERS jahrlich ein Verzeichnis
der ITRS Beobachtungsstationen veroéffentlicht wird, das die mittleren Korrdinaten-
und Geschwindigkeitsvektoren dieser Stationen enthalt. Weiter muss eine Liste von
Modellen zu Verfligung gestellt werden, mit denen von mittleren auf die wahren
(momentanen) Stationskoordinaten transformiert werden kann. Diese Stationen
dienen somit als Zwangspunkte beim Einschalten untergeordneter (lokaler) Netze.
Die Positions- und Geschwindigkeitsvektoren der Stationen werden unter der
Bedingung der Rotationsfreiheit gegentber einer mittleren Erdkruste mit Hilfe von
Ausgleichungsverfahren ermittelt. Die mittlere Erdkruste wird durch ein vereinbartes
Modell der Plattenbewegung (Conventional Crust Model, CCM) wie zum Beispiel
dem NNR-NUVEL1A in D.D. McCarthy (1996, S.13) vorgegeben.

Nach M. Gerstl (1999) lautet die Bedingung der Rotationsfreiheit allgemein:

i“i(ri xvi):O (2.3)

wobei gilt: n... Anzahl der Beobachtungsstationen (Netzknoten)
Mi... Gewichtsfaktor
ri... Ortsvektor des Netzknoten im erdfesten System
v;.. Geschwindigkeitsvektor des Netzknoten im
erdfesten System
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und speziell die Bedingung der Rotationsfreiheit gegentiber einem CCM:

—vEM)=0 (2.4)

CCM)
i

wobei gilt: (vi—v Geschwindigkeit der Netzknoten relativ zum

Geschwindigkeitsfeld des Krustenmodells

Wurde das ITRF gemall (2.4) orientiert, so lasst es sich zu einem
Anfangszeitpunkt t = t, ebenfalls in der Form (2.2) darstellen. Fir einen Zeitpunkt t >
to entfernt sich die mitbewegte Netzbasis allerdings von der Darstellung (2.2). Davon
wollen wir aber zunachst einmal absehen.

Zu dem ITRF sei noch angemerkt, dass es prinzipiell jedes Jahr neu
ausgeglichen wird. Der Grund dafiir sind die sich immer weiter fortentwickelnden
Beobachtungsverfahren wie VLBI, SLR, LLR, GPS... sowie die Auswertealgorithmen
und Ausgleichungsverfahren. Die ITRF’s tragen deshalb stets das Jahr auf welches
sich die Beobachtungen beziehen als Erweiterung, z.B. ITRF97. Der Ubergang
zwischen zwei ITRF's verschiedener Jahre kann mit Hilfe einer sieben-Parameter
Ahnlichkeitransformation durchgefiihrt werden. Die Transformationsparamter werden
zu diesem Zweck ebenfalls vom IERS zu Verfligung gestellt.

Nach nach D.D. McCarthy (1996, S.11) lautet die vom IERS spezifizierte sieben-
Parameter Transformation:

HTlB HD -R3 R2 BB(H

H HH
Foyror2+rgR3 D -Rigyno (2.5)
H tef

3H FR2 R1 D Hep

wobei gilt: T1,T2,T3...  Translationsvektor (Koordinaten des Ursprungs
des gestrichenen Systems bzgl. des unge-
strichenen Systems)

R1,R2,R3... Differentielle Rotationswinkel

D... Differentielle MaRstabsanderung
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Ein weiteres Beispiel eines erdfesten Bezugssystems ist das WGS84, das fur
diese Arbeit von besonderer Bedeutung ist, da die Satelliten CHAMP, GRACE und
GOCE wie bereits erwahnt GPS Empfanger tragen. Nach D.D. McCarthy (1996,
S.12) stimmen die Realisierungen des WGS84 bis auf etwa zehn Zentimeter mit den
Realisierungen des ITRS uberein. Dies soll fir uns (vorerst) genau genug sein, und
somit kann im Folgenden das WGS84 als erdfestes Bezugssystem verwendet
werden.

Ist eine Ubereinstimmung auf zehn Zentimeter allerdings nicht ausreichend,
missten die WGS84-Koordinaten zuvor mit Hilfe der sieben-Parametertransfomation
(2.5) in Koordinaten bezogen auf das aktuelle ITRF Uberfihrt werden. Transfor-
mationsparameter fiir den Ubergang zwischen den ITRFs verschiedener Jahre und
den Ubergang vom WGS84 zum ITRF97 sind im Anhang A-4. bzw. A-5. gegeben.

2-3. Zeitsysteme

Um im n&chsten Abschnitt die Transformation zwischen erd- und raumfesten
Bezugssystem angeben zu konnen, mussen wir zuvor die daflr bendtigten
Zeitsysteme einfihren. Nach B. Richter (1995a, S.95ff) kbnnen wir die Zeitsysteme in
drei Gruppen einteilen. Diese sind Zeitsysteme, die Uber die Erdrotation definiert
werden, Zeitsysteme, die auf Atomzeit basieren und Zeitsysteme, die auf der
Bahnbewegung der Korper des Sonnensystems beruhen. Zur letzteren Gruppe
gehdren auch die relativistisch begriindeten Zeitskalen.

2-31. Auf der Erdrotation basierende Zeitsysteme

Die fur uns relevanten Zeitsysteme dieser sogenannten ersten Gruppe sind:

* GAST (kurz: GST) Greenwich Apparent Sidereal Time
* GMST Greenwich Mean Sidereal Time

* UT1 Universal Time 1

* (GMT Greenwich Mean Time)

Es erfolgt eine weitere Einteilung obiger Systeme, namlich in Sternzeiten (GAST
und GMST) und Sonnenzeiten (UT1 und GMT). Die mittlere Sonnenzeit von
Greenwich (GMT) und UT1 sind dabei einander gleichgesetzt, wobei die
Bezeichnung UT1 eher verwendet wird. Die Sternzeit wird nochmals in “wahre”
(GAST) und “mittlere” (GMST) unterschieden.

Die Transformation von “mittlerer” nach “wahrer” Sternzeit erfolgt mit Hilfe der
Gleichung der Aquinoktien. Die Transformation von Sonnenzeit zu Sternzeit erfolgt
mit Hilfe der Rektaszension ay der mittleren (fiktiven) Sonne bezogen auf das
mittlere Frihlingsaquinoktium sowie einem Malstabfaktor r. Dieser ergibt sich
vereinfacht aus der Tatsache, dass ein Jahr einen Sternentag mehr als Sonnentage
besitzt. Die angesprochenen Transformationen werden im Detail in Abschnitt 2-4.
besprochen.
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2-32. Auf Atomzeit basierende Zeitsysteme

Die flr uns relevanten Zeitsysteme dieser zweiten Gruppe sind:

e TAI Temps Atomic International

* UTC Universal Time Coordinated

e GPST Global Positioning System Time
* MEZ Mitteleuropaische Zeit

* MESZ Mitteleuropaische Sommerzeit

Die Internationale Atomzeit TAl wurde 1958 als gemitteltes Zeithormal der
Atomuhren einzelner Institute verschiedener Lander realisiert. Dieses Zeitnormal ist
somit gleichmaRiger als eines, welches auf der Erdrotation beruht. Der Grund dafur
liegt in der Schwankung der Rotationsgeschwindigkeit der Erde. Diese
Schwankungen ergeben sich gréfitenteils aufgrund von Massenverlagerungen in der
Atmosphére und durch die Gezeitenreibung. TAI ist kontinuierlich und basiert auf der
SI-Sekunde in der Definition von 1967:

“Die Sekunde ist das 9 192 631 770-fache der Periodendauer der dem
Ubergang zwischen den beiden Hyperfeinstrukturniveaus des
Grundzustandes von Atomen des Nuklids **Cs (Casium) entsprechenden
Strahlung” (z.B. B. Richter (1995a, S.108))

Seit dem 1. Januar 1972 wird weltweit das System der Koordinierten Weltzeit
UTC verwendet. Seine Einheit ist ebenfalls die SI-Sekunde in der obigen Definition.
Der Unterschied zur TAl liegt darin, dass UTC nicht kontinuierlich ist. Es wird namlich
im Falle, dass zwischen UTC und UT1 eine Differenz von groRRer als 0.9° auftritt, eine
positive oder negative Schaltsekunde vom IERS eingefiihrt. Die UTC stimmt somit
bis auf eine ganze Anzahl von Sekunden mit der Internationalen Atomzeit TAl
Uberein. Die Differenz DUT1 = (UT1 - UTC) wird z.B. vom IERS wie auch in der
Navigationsnachricht von GPS mitgeteilt.

Die GPS-Systemzeit (GPST) wurde am 6. Januar 1980 der UTC angepasst. Sie
basiert ebenfalls auf der SI-Sekunde und ist kontinuierlich. Es gilt der folgende
Zusammenhang zwischen TAI und GPST:

GPST +19° = TAI (2.6)

Die in den einzelnen Landern gebréuchlichen Zonenzeiten unterscheiden sich
genau um eine ganze Anzahl von Stunden von UTC. So ist die gesetzliche Zonenzeit
in der Bundesrepublik Deutschland aufgrund des “Gesetzes Uber die
Zeitbestimmung” von 1978 die MEZ bzw. die MESZ und es gilt dabei:
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MEZ =UTC +1"

(2.7)
MESZ =UTC +2"

Diese gesetzliche Zonenzeit wird von der Physikalisch-Technischen
Bundesanstalt in Braunschweig durch eine Atomuhr realisiert und stéandig Uber einen
Sender (“DCF 77") in Sekunden-Zeitzeichen ausgestrahlt.

2-33. Auf der Bahnbewegung basierende Zeitsysteme,
relativistisch begriindete Zeitskalen

Das fir uns relevante Zeitsystem der dritten Gruppe ist:
* TDT Terrestrial Dynamical Time oder TT Terrestrial Time

Die Bezeichnungen Terrestrische Dynamische Zeit (TDT) und Terrestrische Zeit
(TT) sind folglich gleichgestellt. Die dynamische Zeit wurde 1984 fir die
Ephemeridenzeit (ephemeris time, ET) eingefihrt. Die Ephemeridenzeit war als die
unabhéngige Variable in den Bahnbewegungsgleichungen der Himmelskdrper des
Sonnensystems definiert. Nach der Einsteinschen Relativitatstheorie ist die Zeit aber
keine absolute GroRe, sondern abhangig von Bezugspunkt, Bewegung und
Schwerepotential. Da die heute erreichbare Genauigkeit in der Zeitmessung es
erfordert, solche relativistische Effekte zu beriicksichtigen, wurde die dynamische
Zeit eingeflhrt. Sie ist kontinuierlich und die Zeiteinheit ist ebenfalls die SI-Sekunde.
Somit sind TDT bzw. TT und TAI (nahezu) parallellaufend und nach z.B. B. Richter
(19954, S.118) gilt der Zusammenhang:

TDT =TT =TAI+32.°184 (2.8)

Der Vollstandigkeit halber sollte noch erwdhnt werden, dass die Beziehung (2.8)
eigentlich nur an der Erdoberflache (auf Meereshohe) gilt, da im Rahmen der
allgemeinen Relativitatstheorie die Zeit eine orts- und geschwindigkeitsabhangige
GroRRe darstellt.

2-4. Transformationen zwischen den Zeitsystemen

Nachdem wir nun die fir uns relevanten Zeitsysteme vorgestellt haben, kénnen
wir ihre gegenseitigen Beziehungen durch folgendes Diagramm veranschaulichen:
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4 N

+32.°184

TDT =TT

[ GAST (GST) ]

Glg. d. Aquinoktien n Schaltsekunden

GMST <« UT1 (' GMT) ]47

+2

Auf Bahnbe-
[ MEZ ’ { MESZ ] wegung und
Relativitats-
Auf der Erdrotation Auf Atomzeit basierende theorie
basierende Zeitsysteme Zeitsysteme basierende

\\ ZeitsysteD

Abb. 2.2: Transformationen zwischen den Zeitsystemen

Zum jetzigen Zeitpunkt (September 2000) betragt die Anzahl der eingefligten
Schaltsekunden (n - ng) zwischen TAI und UTC 22 Sekunden. Da sich bereits bei der
EinfUhrung des UTC-Zeitsystems am 1.1.1972 die Internationale Atomzeitskala TAI
von der Koordinierten Weltzeitskala UTC um no = 10 Sekunden unterschied, betragt
der Zeitskalenunterschied zwischen TAI und UTC momentan n = 32 Sekunden.

2-41. Transformation von UT1 nach GMST

a Iy N
u 36525

(2.9)
a, =18"41"50.°54841+8640184.°812866T, +0.°093104T? -6.°210° T?
(2.10)
GMST,, ;, =a,, —12" (2.11)
r =1.002737909350795 +5.9006 10T, —5.9(1075T? (2.12)
GMST =GMST,, ;, +r[(UT1-UTC)+UTC] (2.13)

o /
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Die Vorgehenensweise bei der Transformation von UT1 nach GMST ist, dass in
einem ersten Schritt die mittlere Greenwicher Sternzeit fur den Zeitpunkt UT1 = 0 des
jeweiligen Tages (in welchem der zu transformierende Zeitpunkt liegt) ermittlet wird.
Danach wird in einem zweiten Schritt das Intervall von UT1 = 0 bis zum zu
transformierenden Zeitpunkt bericksichtigt.

Die GroRRe T, die wir fir die Berechnung der Rektaszension ay der mittleren
Sonne bendtigen, wird mit Hilfe der Beziehung (2.9) entsprechend D.D. McCarthy
(1996, S.21) berechnet . Dabei ist d, die Anzahl der ganzen Tage (plus einem
halben), die seit dem Zeitpunkt “2000 Januar 1, 12h UT1” und dem Zeitpunkt UT1 =
0 am Tag des jeweiligen Berechnungszeitpunktes vergangen sind bzw. noch fehlen.
dy, nimmt nur Werte der Form 0.5, £1.5, u.s.w. an. Der Anteil eines halben Tages
folgt aus der Tatsache, dass der Referenzzeitpunkt auf 12h UT1 fallt.

Nach z.B. B. Richter (1995a, S.104) ergibt sich aus T, die mittlere
Rektaszension ay der mittleren Sonne nach (2.10) und entsprechend (2.11) gilt
weiter, dass die mittlere Sternzeit von Greenwich zu UT1 = 0 gleich der mittleren
Rektaszension ay der mittleren Sonne minus 12 Stunden ist. Somit ist der oben
angesprochene erste Schritt, die Transformation von UT1 nach der mittleren
Greenwicher Sternzeit fur den Zeitpunkt UT1 = 0 des jeweiligen Tages durchgefihrt.
Es verbleibt das Intervall von UT1 = 0 bis zum betrachteten Zeitpunkt von Sonnen- in
Sternzeit zu transformieren. Zu diesem Zweck definieren wir den MaRRstab r zwischen
Sonnen- und Sternzeit nach z.B. D.D. McCarthy (1996, S.21) entsprechend (2.12).
Nun kann der betrachtete Zeitpunkt mit (2.13) von UT1 in GMST uberfuhrt werden.
Der in (2.13) etwas ungeschickte Ausdruck [(UT1 - UTC) + UTC] ergibt sich aus der
Tatsache, dass UT1 praktisch tber UTC realisiert wird. D.h. es wird UTC
“beobachtet” und die Korrektur (UT1 — UTC) = DUT1 angebracht, um UT1 zu
erhalten. DUT1 wird wie bereits erwahnt von verschiedenen Diensten wie z.B. dem
IERS zu Verfligung gestellit.

2-42. Transformation von GMST nach GAST (GST)

4 h

GST =GMST +Aycosg, +0."00264 sin2 +0."000063sin2Q  (2.14)

Q =125.°04455501 - 6962890." 2665t + 7."4722t> +0."007702t* - 0."00005939t"
(2.15)

t= (TT-2000 January 1d12h TT)in day%6525 (2.16)

£, =84381."448 - 46! 8150t - 0.”00059t* +0."001813t> (2.17)

\_
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Die Transformation von GMST nach GAST (GST) erfolgt mit Hilfe der Gleichung
der Aquinoktien (2.14) in der Form nach D.D. McCarthy (1996, S.21). Dabei sind die
letzten beiden Terme erst seit dem 1. Januar 1997 zu verwenden.

Q bezeichnet die vom mittleren Frihlingséquinoktium aus gezahlte ekliptikale
Lange des aufsteigenden Knotens der mittleren Mondbahn auf der Ekliptik und
berechnet sich nach B. Richter (1995a, S.51) oder D.D. McCarthy (1996, S.23) mit
(2.15). Der dabei auftretende Zeitparameter t ist mit (2.16) nach D.D. McCarthy
(1996, S.20) definiert. Der in (2.16) benétigte Zusammenhang von terrestrischer Zeit
(TT) und UTC (oder Zonenzeit MEZ bzw. MESZ) bzw. UT1 ist Abbildung (2.2) zu
entnehmen.

Weitere fir (2.14) erforderliche GrofRen sind die mittlere Schiefe der Ekliptik &
und der Nutationsparameter Ay, den wir in Abschnitt 2-52. definieren werden.
Erstere erhalt man nach D.D. McCarthy (1996, S.22) mit (2.17).

2-5. Abfolge der Transformationen zwischen erdfestem und raumfestem
Bezugssystem

In den vorangegangenen beiden Abschnitten haben wir das ICRF als raumfestes
Bezugssystem I" und das WGS84 als erdfestes Bezugssystem H° eingefiihrt. In
diesem Abschnitt wollen wir nun die Vorgehensweise zur Transformation vom
erdfesten ins raumfeste Bezugssystem (oder umgekehrt) angeben. Um dies tun zu
kénnen, ist es allerdings sinnvoll, zunachst das wahre zalestische Aquatorsystem E’,
das terrestrische Aquatorsystem F* und das mittlere zalestische Aquatorsystem e’
einzufiihren.

Sei nun Q der momentane Rotationsvektor der Erde und W der
Ekliptiknormalenvektor, so gilt fur das wahre zalestische Aquatorsystem E:

/ QxWY \

= % axy]
E, =E, xE; (2.18)
Q
E, =_——
* o]

- /

Sei der Schwerevektor in Greenwich [, so qilt fur das terrestrische
Aquatorsystem F':
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4 N

R = xF;

. Q x(_rGr) (2 19)
? ||£-2 X(_rGr) .
FB.‘ :ng'3

[ Yy,

Zunachst lasst sich feststellen, dass E° und F° Systeme der gleichen
Hierarchieebene sind und sich folglich durch die gemeinsame dritte Achse
auszeichnen. Die Uberfiihrung von einem System zum anderen erfolgt dabei durch
den Stundenwinkel von Greenwich (vgl.: Abb. 2.3). Weiter kann man der Einfachheit
halber betonen, da dies vielleicht nicht unmittelbar aus der Darstellung (2.19)
hervorgeht, dass der Basisvektor F;" in die Greenwicher Meridianebene fallt.

Fur das mittlere zalestische Aquatorsystem e’ (Mean of Date System, MDS)
koénnte ebenfalls eine Darstellung entsprechend (2.1) oder (2.18) angegeben werden.
In diesem Fall wéare der Rotationsvektor z.B. mit Q.- zu bezeichnen. Er ergibt sich
aus dem Rotationsvektor Q, der Erde zur Fundamentalepoche t, = J2000.0 durch
das Prazessionsmodell von Lieske und legt den dritten Basisvektor e;” fest. Dieses
Modell ist u.a. in D.D. McCarthy (1996), in B. Richter (1995a,b) oder ausfihrlich in K.
Seidelmann (1992) beschrieben.

Nachdem wir nun alle intermediaren (zwischengeschalteten) Systeme zur
Verfugung gestellt haben, konnen wir ein Schema fur die Abfolge der
Transformationen, die den gesuchten Zusammenhang zwischen raum- und
erdfestem Bezugssystem liefern, angeben:
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/ [ raumfestes Bezugssystem I’ ] \

T
P Prazessionsmodell

4

[ mittleres zalestisches Aquatorsystem e’ ]

I
N Nutationsmodell + Korrekturen

v

[ wahres zélestisches Aquatorsystem E- ]
I
S=R;(6&;) Rotation um Greenwicher

* Sternzeitwinkel

[ terrestrisches Aquatorsystem F ]

+

W  Polbewegung
|

\\ [ erdfestes Bezugssystem H’ ] /

Abb. 2.3: Folge der Transformationen zwischen dem raumfesten und dem erdfesten
Bezugssystem

2-51. Prazession

Die Prézession wird durch Drehmomente, die durch Sonne und Mond (und
andere Planeten) verursacht werden, hervorgerufen. Diese Drehmomente ergeben
sich aus der Asymmetrie der Gravitationswirkung von Sonne und Mond. Die
Asymmetrie kommt aufgrund der Abplattung der Erde sowie der Schragstellung der
Erdachse bezlglich der Bahnebene der Erde um die Sonne wie auch der Bahnebene
des Mondes um die Erde zustande. Die Prazession hat eine zeitliche Anderung des
zalestischen Ephemeridenpols relativ zum raumfesten System I’ zur Folge. Diese
Anderung entspricht naherungsweise einem Kegelumlauf um den Ekliptik-
normalenvektor W mit einem Offnungswinkel von ca. 23.5° und einer Umlaufdauer
von etwa 25800 Jahren.

Wie aus Abbildung 2.3 ersichtlich erfolgt der Ubergang vom raumfesten
Bezugssystem I° zum mittleren zalestischen Aquatorsystem e durch die
Prazessionsmatrix P. Diese setzt sich aus drei Elementarrotationen in der
Eulerschen Anordnung entsprechend D.D. McCarthy (1996, S.21) zusammen:
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P =R;(-2,)R,(6,)R3(={n) (2.20)

Die drei EULERschen Préazessionswinkel ¢a, 6., za sind durch das
Préazessionsmodell von LIESKE als Funktionen der Zeit bekannt. Z.B. D.D. McCarthy
(1996, S.22) oder K. Seidelmann (1992, S.104):

{, =2306."2181t+0."30188 t* +0."017998 t*
6, =2004."3109t-0."42665 t* —0."041833 t° (2.21)
z, =2306."2181t+1."09468 t* +0."018203 t°

Der auftretende Zeitparameter t ist dabei nach (2.16) definiert.

Der Vollstandigkeit wegen wollen wir an dieser Stelle ebenfalls die inverse
Prazessionsmatrix P zur Verfligung stellen. Diese wird beim Ubergang vom
mittleren zalestischen Aquatorsystem e ins raumfeste System I" benotigt:

E_l =ET =R;3({a)R, (4R ;(z,) (2.22)

2-52. Nutation

Die Nutation wird ebenso wie die Prazession durch Drehmomente von Sonne
und Mond (sowie anderer Planeten) verursacht. Im Gegensatz zur Prazession, die
sékulare Anderungen der dritten Achse zur Folge hat, bewirkt die Nutation
periodische Anderungen. Diese Anderungen haben Amplituden unter 10” und
Periodendauern von 4.7 Tagen bis hin zu 18.6 Jahren.

Abbildung 2.3 entsprechend, erfolgt der Ubergang vom mittleren zalestischen
Aquatorsystem e” zum wahren zalestischen Aquatorsystem E° durch die Nutations-
matrix N. Diese ist z.B. durch die IAU-Nutationstheorie von 1980 gegeben; vgl. D.D.
McCarthy (1996, S.22ff). Bei diesem Ubergang werden alle (nahezu) eintagigen
Frequenzen aus dem Nutationsmodell ausgeschlossen. Somit beschreibt dieses
Nutationsmodell genau genommen nicht die Richtung des Rotationsvektors der Erde,
sondern die Richtung des unter Abschnitt 2-1. erwahnten zalestischen
Ephemeridenpols (CEP). Der Winkel zwischen der eigentlichen Rotationsachse und
dem zéalestischen Ephemeridenpol liegt in der GréRenordnung von 0."01, was etwa

58



2. Referenzsysteme

30 cm an der Erdoberflache entspricht. Man kann sagen, dass der Ephemeridenpol
die (derzeit) beste Approximation des tatsachlichen Rotationspoles ist.

Das Nutationsmodell der IAU-Nutationstheorie von 1980 ist in B. Richter (1995a,
S.50ff) und D.D. McCarthy (1996, S.22ff) wiedergegeben. Es beschreibt die nach
obigen Erlauterungen notwendige Stellung der Sonne und des Mondes relativ zur
Erde. Dies wird durch die funf Fundamentalargumente ermdéglicht, welche wir im
Folgenden anfiihren:

F, =1=134.°96340251+1717915923" 2178t + 318792t* +0!"051635t> —0."00024470t" (2.23)

F, =I' = 357.°52910918 + 12959581 " 0481t — 0."5532t + 0."000136t” - 0."00001149t* (2.24)
F, =F = 93.°27209062 + 1739527262 8478 — 12" 7512t - 0."001037t" - 0"00000417t"* (2.25)

F, =D = 297.°85019547 +1602961601." 2090t — 6."3706t° +0."006593t> —0."00003169t" (2.26)

N

= Q = 125.°04455501 - 6962890." 2665t + 7. 4722t> + 0" 007702t> — 000005939t (2.27)

Dabei ist | (2.23) die mittlere Anomalie des Mondes, |I" (2.24) die mittlere
Anomalie der Sonne und D (2.26) die mittlere Elongation des Mondes von der
Sonne. F ist die Differenz zwischen der ekliptikalen Lange des aufsteigenden
Knotens der mittleren Mondbahn auf der Ekliptik und der mittleren ekliptikalen Lange
des Mondes und @ die vom mittleren Fruhlingsaquinoktium aus gezéhlte ekliptikale
Lange des aufsteigenden Knotens der mittleren Mondbahn auf der Ekliptik (siehe
auch (2.15)).

Die Nutationsparameter Ayiay so und Agay g0 €rgeben sich dann mit Hilfe dieser
funf Fundamentalargumente:

106

AYipyao = Z (A, + A't)sin(ARG)

(2.28)

106

DE L0 = Z (B, +B,t)cos(ARG)

Die Amplituden A,, A/,B,und B sind in Tabelle A.1 in Anhang A-1. vertafelt. Das
Argument der trigonometrischen Funktionen ist eine ganzzahlige Linearkombination
von funf Grundfrequenzen, die durch die finf Fundamentalargumente gegeben sind:
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5
ARG = ZN F (2.29)
]:

N; sind ganzzahlige Faktoren, welche ebenfalls in Tabelle A.1 Anhang A-1.
aufgefiihrt sind. Die periodisch variierenden Nutationsparameter Aiay go Und Agay so
sind somit durch verallgemeinerte Fourierreihen gegeben.

Da das Modell der IAU Nutationstheorie von 1980 auf der Annahme basiert,
dass die Erde ein Korper mit festem inneren und flissigem auf3eren Kern sei, und
auBerdem nur der Einfluss von Sonne und Mond bertlicksichtigt wurde, spiegelt es
nicht (vollstandig) die Realitat wieder. Fir das Erreichen hoher Genauigkeiten sind
deshalb, wie in D.D. McCarthy (1996, S.22) dargestellt, Korrekturen dAy, dAs an den
Modellnutationsparametern Aiiau so, A&iau so @nzubringen:

AY =D pyg +ODY

(2.30)
AE = A“':IAU 80 + 6A£

Die Korrekturen 0A¢ und OAs werden aus hochgenauen VLBI und LLR
Beobachtungen ermittelt und vom IERS veréffentlicht. Ein Beispielfile, das diese
Korrekturparamter beinhaltet, ist in Anhang A-2. Tabelle A.2 gegeben.

Auf weitere Griinde fir das Einfuhren dieser Parameter wird am Ende dieses
Kapitel nach der Behandlung der Polbewegung eingegangen.

Aus den Nutationsparametern Ay, Ag und der mittleren Schiefe der Ekliptik &
(siehe (2.17)) ergibt sich nun die Nutationsmatrix N fir die Transformation vom

mittleren zum wahren Aquatorsystem bzw. die inverse Nutationsmatrix N fir die
Transformation vom wahren zum mittleren Aquatorsystem:

~
N 231(_£A _AE)Bs(_A‘//)Bl(EA) (2.31)

N_l =NT =R, (—€,)R;(AY)R, (g, +Ag) (2.32)

J

Fur den Fall, dass eine sehr genaue Vorhersage fur die Nutationsparameter
getroffen werden soll, bietet es sich an, anstelle dieses Modells das IERS 1996
Nutationsmodell in D.D. McCarthy (1996) zu verwenden. Dort ist zum einen das
Verhalten der Erde als nicht-starrer Korper bericksichtigt, wobei anstelle von 106
Termen 263 verwendet werden. Zum anderen ist eine weitere Nutationsreihe mit 112
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Termen gegeben, die die Einflisse von Venus, Mars, Jupiter und Saturn auf die
Nutationsparameter bericksichtigt.

2-53. Greenwicher Sternzeitwinkel

Der Ubergang vom wahren zélestischen Aquatorsystem E° zum terrestrischen
Aquatorsystem F° erfolgt nach Abbildung 2.3 mittels einer Rs-Rotation um den
Greenwicher Sternzeitwinkel 8. Dieser entspricht der Zeitkoordinate GAST (GST).
Da die Zeitkoordinate GAST im ZeitmaRB, also (" ™ °) und 8, im WinkelmaB (° = )
in die Rs-Rotationsmatrix einzusetzten ist, hat ein Ubergang zu erfolgen. Dieser
Ubergang vom Zeit- ins Winkelmaf3 erfolgt durch die Beziehungen:

4 N
24" =360°
h — o
1=15 (2.33)
1" =15’
1° =15"
N J

Der Drehwinkel &, nimmt innerhalb eines (Stern-)Tages Werte von 0° bis 360°
an. Die Vorgehensweise zur Transformation vom Beobachtungszeitpunkt in UTC
oder UT1 nach GAST wurde in Abschnitt 2-4. abgeleitet. Somit sind Darstellungen
der Rs-Rotationsmatrix sowohl durch &; bzw. GAST (GST) als auch durch die
Weltzeit UT1 bzw. DUT1 mdglich. Fur die Transformation vom System E’ zum
System F° bzw. fur die inverse Transformation vom System F° zum System E’ gilt
somit:

cosf, sing; O \

F'=SE° mit S=R,;(6;)=0Fsing; cosb, 0O (2.34)
0 0o 1

0s8; -—sinfd,, OH
E'=S'F mit S7=S' =R,(-6,)=[sinf; cosf, O (2.35)
K H o o 1H /
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2-54. Polbewegung

Die Richtungsédnderung des Nordpols (definiert durch den zalestischen
Ephemeridenpol) realtiv zum Erdkdrper (zur Figurenachse der Erde), nennt man die
Polbewegung. Die Polbewegunsgparameter x, und y,, die regelmaRig vom IERS
veroffentlicht werden, beschreiben somit die Richtung des Nordpols bezlglich eines
erdfesten Systems. Sie tun dies entweder in der Form linkshandiger kartesischer
Koordinaten oder in der Form von Polbewegungswinkel. Der Koordinatenursprung ist
dabei der CIO. Die x-Achse liegt in Richtung des Nullmeridians (z.B.: Meridian von
Greenwich, A = 0°) und die y-Achse zeigt nach Westen (A = 270°) (vgl.: z.B. Y. Shen
(2000)):

4 N

A =270°
y <« clo
Xp

cep Y

- /

Abb. 2.4: Polbewegungsparameter

Der Zusammenhang zwischen (metrischen) kartesischen Koordinaten und den
korrespondierenden Polbwegungswinkeln ist wie folgt gegeben:

x| _xlrad] o oyiml _ylad] e radios (2.36)
2TR  2m 2R 2m

Der Hauptanteil der Polbewegung setzt sich aus einem Kegelumlauf mit einer
Periode von etwa 430 Tagen (CHANDLER-Periode) und einem Offnungswinkel von
etwa 0."2 sowie einem etwa einjahrigen Kegelumlauf mit einem Offnungswinkel von
etwa 0."1. Die Uberlagerung dieser beiden Perioden hat eine Umlaufdauer des
Nordpols von etwa 450 Tagen zur Folge. Der resultierende Offnungswinkel schwankt
schwebungsartig (zu- und abnehmend) zwischen 0."1 und 0."3 mit einer
Schwebungsperiode von ca. 6.25 Jahren. An der Erdoberflache korrespondiert dies
zu einer Anderung des Nordpols von bis zu zehn Metern. Die Richtungsanderung
des Nordpols kann somit als klein angesehen werden. Dadurch kénnen die
Polbewegungswinkel als differentielle Winkel betrachtet werden.

Nach Abbildung 2.3 ist die Polbewegungsmatrix W das letzte Glied, um die Kette
der Transformationen zwischen raumfestem und erdfestem Bezugssystem zu
schlieBen. Sie Uberfuhrt das erdfeste Bezugssystem H" in das terrestrische
Aquatorsystem F°. Es konnte hervorgehoben werden, dass sich an dieser Stelle die
Transformationsrichtung andert, was allerdings zu keinerlei Schwierigkeiten fuhrt. Fur
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die (differentielle) Polbewegungsmatrix W bzw. deren Inverse W™ gilt nach D.D.
McCarthy (1996, S.21) bzw. B. Richter (1995a, S.62)

4 N

01 0 —xpD
W =R, (y,)R,(X,) =R, (6, )R:(Y,) =0 1y, O (2.37)
E(p Yo 1 H
01 0 X, O
wWh=w" =32(-xp)31(—y,,):31(-yp)32(—xp)=E0 1 -ypE (2.38)
Hx ¥, 1H

\_ J

Es sollte zur Kenntnis genommen werden, dass die obige Vertauschung der
Reihenfolge der Rotationen erlaubt ist, da es sich um differentielle Rotationen
handelt.

2.6 Transformation zwischen erdfestem und raumfestem Bezugssystem

Da nun alle notwendigen Transformationen fir den Ubergang zwischen erd- und
raumfestem Bezugssystem eingefuihrt wurden, konnen wir die direkte Transformation
von I" nach H™ bzw. umgekehrt angeben:

. N

H =R

H =WT'SNP I

H =R (Y, )Ry (X, )R5 (65 )Ry (=65 —BER, (-AW)R, (£ )R (=24 )R, (04)R5(=(x)
(2.39)

I"'=R" M =R H

I" = WT§NE)T 18 :ETNTgTWDH.
H =R, (ZA )Bz (_QA )Ba (ZA )Bl(_‘gA)BS (Al/’)Bl(fA + Ag)Ba(_HGr )Bl(yp )Bz (Xp) o

(2.40)
\

Die Parameter obiger Transformationen lassen sich in zwei Gruppen einteilen.
Zum einen werden die Parameter {, 6a, Za, Aliau so UNd Agay g0 durch ein Modell als
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Funktionen der Zeit als bekannt angenommen. Zum anderen werden die Parameter
Xp» Yp» G bzw. letzterer substituiert durch UT1 — UTC, d8Ay und A& durch
Beobachtungen bestimmt bzw. geschéatzt. Sie sind also modellmaRig nicht
darstellbar. Somit ist die Orientierung der Erde durch finf Parameter gegeben, die
regelmalig vom Internationalen Erdrotationsdienst (IERS) vertffentlicht werden
(siehe Tabelle A.2 Anhang A-2.).

Nachdem wir nun sowohl die Prazession und die Nutation, welche Anderungen
des Nordpols der Erde bezogen auf ein raumfestes Bezugssystem zur Folge haben,
als auch die Polbewegung, welche Anderungen des Nordpols beziglich eines
erdfesten Systems beschreibt, diskutiert haben, kdénnen wir erklaren, weshalb
anstelle der Rotationsachse der Erde der zdlestische Ephemeridenpol als Nordpol
eingefuhrt wurde.

Nach B. Richter (1995b) auRlert sich eine langperiodische Richtungsanderung
des Rotationsvektors der Erde relativ zum raumfesten System als eine
naherungsweise tagesperiodische Richtungsénderung relativ zum erdfesten System.
D.h. Prazession und Nutation verursachen tagesperiodische Bewegungs-
komponenten des Pols in Bezug auf das erdfeste System. Dieser tagesperiodische
Anteil wird als erzwungene tagliche Polbewegung bezeichnet. Umgekehrt verhalt es
sich genauso. Dem CHANDLER- und dem jahresperiodischen Anteil der Polbewegung
entsprechen tagesperiodische Nutationskomponenten in Bezug auf das raumfeste
System. Somit waren allerdings Prazession und Nutation einerseits und die
Polbewegung andererseits nicht unabhangig voneinander. Aus diesem Grund
werden aus dem Nutationsmodell alle etwa eintagigen Frequenzen ausgeschlossen.
Die beschriebene Richtung ist dann wie bereits erwahnt nicht mehr die Richtung des
Rotationsvektors der Erde, sondern die Richtung des zélestischen Ephemeridenpols.
Dieser zeichnet sich wie ebenfalls schon angefuhrt dadurch aus, dass er weder in
Bezug auf ein erdfestes noch in Bezug auf ein raumfestes System tagsperiodische
Anteile besitzt. Unter diesen Voraussetzungen koénnen Préazession und Nutation
einerseits und die Polbewegung andererseits als unabh&ngig betrachtet werden.
Dies bedeutet nun, dass die Prazession und die Nutation, und somit die Richtung
des Nordpols in Bezug auf das raumfeste System I" als bekannt angenommen
werden, und dass die Polbewegungsparameter unabhdngig davon aus
Beobachtungen ermittelt werden. Laut der Definition des zélestischen
Ephemeridenpols durften diese aus Beobachtungen ermittelten Polbewegungs-
parameter allerdings keine tagesperiodischen Anteile mehr aufweisen. Tatsachlich
lassen sich aber bei der Auswertung von VLBI-Beobachtungen tagesperiodische
Anteile der Polbewegung feststellen. Der Grund dafir ist, dass im Nutationsmodell
zwar tagesperiodische Anteile, die durch die CHANDLER- und die Jahresperiode der
Polbewegung verursacht werden, ausgeschlossen wurden, das umgekehrte
Verhalten aber nicht bertcksichtigt wurde. D.h., dass die Prazession und die
langperiodische Nutation immer noch tagesperiodische Polbewegungsanteile
verursachen. Streng genommen weist also das Prézessions- und Nutationsmodell
nicht fehlerfrei in die Richung des zalestischen Ephemeridenpols. Aus diesem Grund
werden die zwei Parameter dAy und dAs eingefiihrt, die die Abweichung des
zalestischen Ephemeridenpols von seiner Modellrichtung in Bezug auf das raumfeste
System I' darstellen. Sie stellen somit Korrekturen zu den modellmé&Rigen
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Nutationsparametern Agiay so Und Agause dar. Durch sie verschwindet nun auch der
tagesperiodsche Anteil der Polbewegung und die endgultigen Nutationsparameter
Ay und Ae (vgl. (2.30)) beschreiben tatsachlich die Richtung des zalestischen
Ephemeridenpols.

Nun ist auch die Tatsache erklart, warum zur Beschreibung der Erdorientierung
genau flinf, und nicht wie vielleicht angenommen nur drei Parameter notwendig sind.
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

3-0. Allgemeines

Normalerweise wird das Potenzial des Erdschwerefeldes U(A,¢,r) in einer
Kugelfunktionsentwicklung dargestellt. Diese erhdlt man nach LOsung eines
Separationsansatzes nach spharischen Koordinaten (A,¢,r) der LAPLACE-
Differentialgleichung,

{ AU(A,¢,r)=0 }
(3.1)

welche fur den AuRBenraum der ,Erdkugel“, also den massefreien Raum gilt. Man
erhalt jedoch auf diese Weise zwei Losungen : eine fir den Innenraum und eine fir
den AuRRenraum einer Kugel mit Radius R. Fir die Analyse von Satellitenbahnen zur
Bestimmung des Erdschwerefeldes wird aber nur die letztere Lésung bendtigt, da der
Satellit sich immer im Auf3enraum bewegt.

Die Kugelfunktionsentwicklung fiir den AuRenraum der Erde sieht wie folgt aus:

4 N

UAé.1) = —I|m Z z U, Eﬁﬁﬂe'm(/\,;p)

=Iimz 2ulmmJ|m(/\ @,r)

mit Uy, (A 8.1 )——ﬂﬁ 2'""(A )
- J (3.2)

Die grundlegende Aufgabe der physikalischen Geodasie ist es nun, die
unbekannten Koeffizienten u,, (I = Grad und m = Ordnung des Kugelfunktionstermes)
aus Schweremessungen usw. zu bestimmen. Im Rahmen dieser Arbeit wird
versucht, diese Koeffizienten mit satellitengeodatischen Methoden, also aus der
Analyse von Satellitenbahnen zu ermitteln.

3-1. Kugel- und Kugelflachenfunktionen

In der oben angegebenen Kugelfunktionsentwicklung treten die sogenannten
Kugelflachenfunktionen e'"(A,¢) auf. Diese berechnen sich zu:

Eﬁm(sinqb)m:os(m/\) © m>0
e"(A@) = D R,(sing) ; m=0 (3.3)

(sing)Bin(mA) ; m<0

'\m\
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mit den normierten LEGENDRE—Funktionen:

4 N
_ D 1) (l (sing) ; m>0
Rm(sing) = B ’
H \/2I+1[H>|O(S|n¢) : m=0
Y ) (3.4)
Die dabei auftretenden LEGENDRE—Funktionen P,.(sin(¢)) ergeben sich zu:
4 (21-2k)! )
P (Sing) = (1 sin’g)? EZ( D BT —m =z &9
wobei r die grofdte Zahl < m ist.
- /
(3.5)

Die Berechnung der LEGENDRE—Funktionen mit der vorher aufgefiihrten
Summenformel kann bei groBem Grad und Ordnung wegen einer grof3en Anzahl zu
berechnender Summen und den dabei auftretenden hohen Fakultdten sehr
aufwendig und numerisch zu ungenau werden. Geschickter und effizienter ist die
Verwendung von Rekursionsformeln. Diese sind in der nachfolgenden Box
angegeben:

4 I
1)  Pya(sin(@)) =(21+1) @os(4) P, (sin(9))
2) @) Py(sin(g)) =(21+1) $in(g) (P, (sin(4))

b) Py (SIN(B)) = [(21+1) Bin(@) P, (sin(#)) (1 + M) P, (sin(¢)]

(I-m+1)
NN 1 o :

3) &) P (Sin(@) = s (e m dan(@) Py, (sin(@) P (sin(e)]

b) P, (sin()) = tan(¢) [P, (sin(9))
\ )

(3.6)
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Der Rechenweg mit den oben angegebenen Rekursionsformeln lasst sich in
folgenden Diagrammen darstellen:

zul) zu 2.a) zu 2.b)
m A m A m A
° ° o
/./. o—>e ° °
o o o o—>eo © e
/o/o e o >0 © o H—re @
—o—90o o o ) — oo o o ) "z e—e—eo—Pp
Zu 3.a) zu 3.b)
ma ma
g .,
° i ° b3 $ o
: i o o ° $ o o
—o o o o ) o 9o 9o o o )

Abb. 3.1: graphischen Darstellung des Rechenweges der Rekursionsformeln

Aus den Rekursionsformeln kann dann ein Algorithmus zur Berechnung von
LEGENDRE—Funktionen erstellt werden. Zwei solcher Algorithmen sind im folgenden
(unter Verwendung von for—Schleifen) angegeben:

GStartwert D Pyo(sing) =1 \

b) forl=0tillL
P.m(Sing) =(21+1) [¢osg B, (sing)

end;
c) forl=0tillL
P, (sing) =(21+1) 3ing [P, (sing)
end;
d) form=0tillL
for | = m+1till L

Pran(Sg) = (21+1) Sing By (sing) ~(+m) Py (5

(I-m

end;
Kend; /

Box 3.1: Erster Algorithmus zur rekursiven Berechnung von LEGENDRE-Funktionen
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6Startwert: Poo(sing) =1 \

b) forl=0tillL
P.yn(Sing) =(21+1) [€osg [P, (sing)
end;
c) forl=1tillL
P (Sing) = 1 EtQm [fang [E>,m(sin¢)—|3|m+1(sin¢)]
' (I +m)(I-m+1) ~ :
end;
d) forl=2tillL
form=1-1till 1
P,.(sing) = tang [P, (sing)
end;

- y

Box 3.2: Zweiter Algorithmus zur rekursiven Berechnung von LEGENDRE-Funktionen

In der folgenden Box sind zur Veranschaulichung die Kugelflachenfunktionen bis
Grad und Ordnung 2 angegeben:

~

e (Ag)=1
e'%(A ¢) =+/3sing
e (A @) =+/3 [Gos ¢ [BinA elY(A ¢) =+/3 [os ¢ [EosA
e2%(\, @) = ‘f(ssinzq) -1)
e} (A, ¢) = V15sin¢ [Gos ¢ [EosA e?(A, @) =/15sing [Gos ¢ [osA
e’ ?(Ag)= \/gscosng [$in(24) e** (A ¢) = \/Sscosng [€os(2A)

\ /

Box 3.3: Kugelflachenfunktionen bis Grad und Ordnung 2/2

Um die Auflésung des Geoids durch die Kugelflachenfunktionen abschatzen zu
kénnen, ist es notwendig, das Verhalten der Schwingungen der Kugelflachen-
funktionen zu kennen.

Dazu lassen sich die Kugelflachenfunktionen in drei Gruppen einteilen: zonale,
sektorielle und tesserale Kugelflachenfunktionen. Zonale Kugelflachenfunktionen
ergeben sich bei der Ordnung m = 0. Sie teilen die Kugel in [+1 Bereiche ein, in
denen das Vorzeichen wechselt. Sektorielle Kugelflachenfunktionen erhalt man fur |
= m. Die Kugel wird dabei in 2| Sektoren mit wechselndem Vorzeichen aufgespalten.
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Die tesseralen Kugelflachenfunktionen bilden den allgemeinen Fall fur | # m # 0. Es
entstehen 4m spharische Dreiecke und 2m(l-m-1) sphéarische Quadrate mit jeweils
wechselndem Vorzeichen. Die folgende Abbildung zeigt diese verschiedenen
Kugelflachenfunktionen im Vergleich (Visualisierung nach D. Rabel(1997)).

W
S

S

1\

77/l

7

i

(/7//,

Abb. 3.2: zonale, sektorielle und tesserale Kugelflachenfunktionen e*°, e** und e**

Die Flachen der zonalen Kugelflachenfunktionen besitzen, wie zu erkennen, eine
Ausdehnung in Ost-West Richtung, wahrend die Flachen der sektoriellen
Kugelflachenfunktionen eine Ausdehnung in Nord-Sudrichtung besitzen.

3-2. Gravitationspotenzial in spharischen Koordinaten

Fur das in dieser Arbeit als Referenzmodell verwendete Modell EGM96 (s.
Anhang A-6.) wird eine leicht modifizierte Form von Gleichung (3.2) benutzt. Die

Kugelflachenfunktionen €'"(A,¢) und die entsprechenden Koeffizienten u,,, werden
hierfur aufgeteilt in:

e'""(A, @) =P, (sing)[@os(mA) . Um=Cm farm=0  (fur Cosinus)
e'"(A9) =R, (sing)Bin(m|4) Um= S furm<0  (fur Sinus)

Man erhalt nun folgende Darstellung fur U(A,@,r):

4 p
U(A,@.r)= Gr_MEZ él;@i(&,mcos(m/\) +SimSin(MA) Pin (Sing)

mit : GM = 3,986004415[10* Nm?/kg
R=6370991,248 m

\_ )

(3.7)

Um sich eine Vorstellung tUber die Kugelflachen- und Kugelfunktionen machen

zu konnen, wird nachfolgend eine Interpretation fir Koeffizienten niedrigen Grades
angegeben.
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Der Koeffizient c,, beschreibt das Zentralfeld des Erdgravitationsfeldes. Es ist
kugelféormig und entspricht dem Schwerefeld einer massegleichen Punktmasse. Die
Abweichung des Gravitationsfeldes von der Kugelform wird durch alle anderen
Koeffizienten héheren Grades beschrieben.

Die Koeffizienten ersten Grades beschreiben die Abweichungen zwischen
Schwerpunkt der Erde und Koordinatenursprung in x-, y- und z-Richtung. Da sich der
Koordinatenursprung normalerweise im Schwerpunkt der Erde befindet, sind diese
Koeffizienten zu null zu setzen und werden deshalb nicht mehr berticksichtigt.

Die Erdabplattung wird durch den Koeffizienten c,, angegeben. Allgemein
werden durch die Koeffizienten zweiten Grades die Haupttragheitsmomente der Erde
beschrieben. Die einzelnen Koeffizienten beschreiben aber nicht einzelne
Haupttragheitsmomente, sondern Linearkombinationen dieser. Falls die Haupt-
trdgheitsachsen der Erde parallel zu den Koordinatenachsen sind, ergeben sich die
Koeffizienten c,,, s.; und s,, zu null. Koeffizienten héheren Grades beschreiben
entsprechend héhere Momente.

3-3. Gravitationsvektor in spharischen Koordinaten

Um aus dem Gravitationspotenzial U(A,¢,r) den Gravitationsvektor ' (A,¢,r)

berechnen zu kénnen, muss der Gradient grad U(A,4,r) des Gravitationspotenzials
gebildet werden. Dieser lautet (in kartesischen Koordinaten):

gradU(x,y,z) = e, E—Ia—+ey [—la—+eZ [—la— (x,y,2)
0Xx oy 0z
=e, U, +e U, +e, U,
mit den Basen:

ax 0X
e, =—+|—=
ox | ox

’e = =

(3.8)
Nach Transformation in spharische Koordinaten erhalt man:

-

gradU(A,@,r) = [-IiE-I— Bl—[-l—+eB— (/\¢r)
* 't [@os(¢) 0A r o¢
_ 1 3
=e,B——+-U,,+e, U, +e U,
r [cos(¢) r
mit den Basen:
_0X . ||0X _0x . |0x _0X . [0X
ex==F € =TIl & Tt
0A |0A op |0¢ or |or

J (3.9)
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Es werden folglich die partiellen Ableitungen des Gravitationspotenziales
bendtigt. Diese ergeben sich zu:

0U(A¢r) aulm(A¢r) (B m20 6U(A¢r) 6U,m(A¢r) i m
; I,-m m<0 Z ;m<0

I,—m
aU(A)¢1r) < I aUI,m(AI¢1r) Ij::I,m ,m20
a¢ ; m=-1 a¢ %I,—m ym< 0’

mit den Gliedern:

aUI,m(a/r\!¢’r) - GM ml El_rll;l@l,m(A’¢)
0Un(Ag.r) ™ ER,.(sing) [{-m) Bin(mA) ; m>0
0A R OrQO QF’l‘m‘(smmmnmosqu) © m<0
U, (A.¢.1) _GM 0P (sing) [tos(mA) ; m=0
o R %‘?H Pima, o0  sin(mA) ; m<o0
. — o (I-m)! _ L ; m=0
mit:n,, —\/(2 0, ) [(21+1) (1 m)! ; 0, =

. T

Box 3.4: Ableitungen des Gravitationspotenziales nach sphérischen Koordinaten

Die partielle Ableitung der LEGENDRESchen Funktionen nach ¢ kann direkt
vorgenommen werden. Fur die Verarbeitung an einem Rechner bietet es sich
allerdings an, eine Formel zu finden, die ohne Differentiale auskommt, da die
meisten Computersprachen keine Ableitungen berechnen kénnen. Ideal erscheint
folgende Rekursionsformel (3.10), mit der die Ableitung der LEGENDRESchen
Funktionen aus den LEGENDRESchen Funktionen selbst berechnet wird.

apl,\m‘(Sin¢) _ 1
0p  cos¢

(1+1)8ing (B, (sing) —(1- m|+1) P, 1y (SING)

(3.10)
Jedoch kann diese Formel nicht flr cos¢ = 0 verwendet werden, da sie an dieser
Stelle eine Singularitét besitzt.
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3-4. Gravitationstensor in sphéarischen Koordinaten

Fur die Berechnungen im Rahmen unserer Arbeit wird der Gravitationstensor
(engl. gravitational gradient) nicht bendétigt. Gebraucht wird er allerdings fir die
Gradiometrie, wie es bei der Satellitenmission GOCE (s. Einleitung) der Fall ist. Der
Vollstandigkeit halber soll er deshalb hier angegeben werden.

Der Gravitationstensor ist ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe und berechnet
sich durch nochmaliges Anwenden des Gradientenoperators auf den Gravitations-
vektor bzw. durch zweimaliges Anwenden des Gradientenoperators auf das
Gravitationspotenzial. In Indexnotation (kontravariante Darstellung) sieht der
Gravitationstensor wie folgt aus:

{ M g“0g¢' m, ; gO'nM® }

(3.11)

Nach Normierung der Kotangentenvektoren g* g¢' erhalten wir fir den
Gravitationstensor M (MARUSSI-Tensor) folgende Darstellung:

[ M(r,¢,A¥ gradOgradU(r,@,AF eiDejB{/E g’ mn, J

(3.12)

In (3.12) muss die partielle, kontravariante Ableitung m; noch durch die
kovariante Ableitung ersetzt werden, da das sphérische Koordinatensystem
krummlinig ist:

ago 0
m, :%m Oort = %J(rw\) (3.13)

Zur genaueren Behandlung der Ableitung der vorher genannten Formeln (3.11),
(3.12) und (3.13) verweisen wir auf Anhang A-8. In (3.13) treten die CHRISTOFFEL-
Symbole 2.Art auf. Sie ergeben sich fur unseren Fall zu:

4 N

o 0 0 O 0o r™ 0 0
do=f -+ o B de=fr o o ]
Do =) 0 -rleos’¢H L HO 0 sing [osgH
woae ° T f
DD:DO 0 —tan¢D
0lo H™ -tang 0 H

(3.14)
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

Desweiteren wird fur (3.12) noch der kontravariante Metriktensor (g”) der

Transformationsbeziehungen von sphérischen in kartesische Koordinaten (s. Formel
(3.24)) bendotigt. Er berechnet sich aus dem kovarianten Metriktensor

@1 0 0 O
O
(gij): %) r 0 g
B 0 r’ltos’¢H
(3.15)
durch die Beziehung ¢’ [, =, und ergibt sich zu:
@1 O 0 O
i) — - O
(9])‘%) r’ 0 0
B 0 r?kos?gH
(3.16)

Mit der HEesse-Matrix H; der zweiten partiellen Ableitungen und dem
Gravitationsvektor G, der ersten partiellen Ableitungen nach r, ¢, A

4 0o’U 90U 9°U O oU H\
Jor? agar  aAdr o DB_ar .
92 no’u  9°U  9%U . 0 oy
H =——U(r,¢,A)= G, =—U(r,¢,A)= ——
" ox'ox! r.e.4) %ra¢ 0p> Aol ' oax! (r.¢.4) EG¢B
00°U  9%U 0% . 29U
EproA  0goA  0A? H 00A O
\ J
(3.17)

ergibt sich zusammen mit Formel (3.16) und (3.14) fir den gesuchten
Gravitationstensor M nach Formel (3.12):

4 N
|:IMrr M¢r MAr S
M(r.¢.4) = %/'w Mgy My
@‘Am M¢A M, H
\_ Y, (3.18)

74



3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

mit den Komponenten M;;:

" oor?
2

M¢¢=£Ba£+iz sz

r or r° 09

2

MM:1 U_tar2|¢d3£+ 2 12 l2J

r or r 09 r-cos‘g 0A

2

M =M, =— @Y, 10U

1 U1 @
rm:os¢ 0Ador r?[dos¢g 0A

2
M. =M sing [f£+ 1 Dau

\”’A " " v200s%¢ 0A  ricosg 0Ad@

/

(3.19)

Nach Einsetzen des Gravitationspotenzials und Differentiation erhalt man fir die

Komponenten M;;:

/ﬁ= =3 DZEBH Dmiu"m EE(I+1)[QI+2)®"”‘(A,¢)]

~

My =25 Dzﬁﬁ

r O m=-|

M Rgmzrg
m,, =M, = Mg R
\ REZD

r

Eiulm ﬂ |-1) @' (A ¢)+ O ln;)(A ¢)D
M GRZADZBEH Eiulm ﬁr +1)e'"(A, ¢)+tan¢£elm¢;\ = A2
r¢ - ¢r - Rs ngria EE

9%e'"(4,¢)0

L i (0 I+2) elvr;g\’(p)g

m=-|

= ¢)0
u, I+2 Becgbﬂ)i

m
m=-|

S e

m=—|

“e"(A,4)0

o O /

(3.20)
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

Die dabei

auftretenden Ableitungen erster

Bericksichtigung von Beziehung (3.10) zu:

! N\
de'm ' G-mEinmA) : m=0
ok e B ity
de'™m (A,¢) _ aP.,\m\ (Sin¢) ECOS(m/\) . m=20
e GT inﬂmlf\) . m<0

) J

und die darin vorkommenden Ableitungen zweiter Ordnung ergeben sich zu

aZeI,m(A,¢)
0A?

aZeI,m(A’¢)
g2

0’e"(Ag) _
dgoA

[-m? [os(mA)

=Nims,, |:IPI,m (Sin¢)%_|m|2 Binﬂm|A) ;
G62P|,\m\(5in¢) ECOS(mA) ;
bm B 0¢> ian|A) :
P,.(sing) [-msin(mA)
Y | @os(m|4)

. m=0
m<0

m=0
m<0

: m=0
: m<0

Ordnung berechnen sich mit

(3.21)

(3.22)

Die auftretende zweite Ableitung der LEGENDRE-Funktion nach ¢ ist in einer
rekursiven Darstellung nach M.V. Belikov/ K.A. Taybatorov (1992) wie folgt gegeben:

OPin(sing) _ P, (sing)+1[sing GL-LS;QW)

FYE

+% Bing [, (sin ¢)E56P|_1,m+1(sin¢) 4 EQF’,_Lm_l(singi))E
H u

0@
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

3-5. Gravitationspotenzial in kartesischen Koordinaten

Im Rahmen dieser Arbeit soll eine kartesische Darstellung des
Gravitationspotenzials benutzt werden, und somit alle Rechnungen mit kartesischen
Koordinaten durchgefuhrt werden. Begrindet wird dieser Ansatz darin, dass mit
GPS—Koordinaten der Satelliten bereits kartesische Koordinaten im WGS84 (also
einem erdfesten System) vorliegen.

Zundchst muss also das Gravitationspotenzial U(A,¢,r), dargestellt in
sphérischen Koordinaten, in eine Darstellung U(x,y,z) in kartesischen Koordinaten
transformiert werden.

Die Transformation von spharischen Koordinaten (A,¢,r) in Kkartesische
Koordinaten lautet:

B( H [Cos¢ mosAE
[y [F [ [Gos¢ [$inA O
FHH reing H
(3.24)
Lost man nun (3.24) nach sinA, cosA, sing, cos¢g und r auf, so erhélt man:
sinA=L ; cosA=L
/X2+y2 X2 +y2
/ 2+ 2
sing :; : cos¢ :#
/X2 +y2+22 X2+y2+22
F+ ¢ W z20 0°
(3.25)

Wahrend die kartesischen Koordinaten (x,y,z) den gesamten dreidimensionalen
Raum { 0%, &; } mit der Euklidschen Metrik & vollstandig tiberdecken, erfassen die
sphérischen Koordinaten { A,¢,r D 0° 00 <A< 21 -T2 < ¢ < +702, 0 < r < o } nicht
die Punkte z = #r. ¢ = *7172 ist die Ausnahmemenge, da am Nord- bzw. Sudpol keine
Tangentenrichtung 0x / 04 (¢ = £172) existiert. Mit diesen Einschréankungen lauten die
direkten Abbildungsgleichungen (3.24) und die inversen Abbildungsgleichungen
(3.25) wie angegeben. Im Folgenden versuchen wir, cos(mA) und sin(mA) aus Formel
(3.7) so umzuformen, dass nur noch Potenzen von cosA und sinA auftreten. Dies
gelingt mit den Formeln von A. MOIVRE (3.26):
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

-

sin(mA) = _UE] 1)[@ Eﬁccos)\)m 2 [sin )2

cos(mA) = mZ/f( 1) [@Eﬁﬂcos)\)m 2 [sinA)*

\_

)

(3.26)

Die Gleichungen (3.25) und (3.26) Uuberfihren die Darstellung (3.7) des
Gravitationspotenzials in spharischen Koordinaten in kartesische Koordinaten (3.27)

-

\_

+ [(-m)r2]

U(x,y,z) = GMEZR' Danmé 0 2“‘” @2t m*g

O- [m2] .
gy

2 m-2i-1 (g, 2i41 0
+S|m|:|Z ( )%|+1E]< | @l %

(21 - 2K)!
k' [0 —K)! [ - m - 2K)!

mit h, =(- 1)

~

3-6. Gravitationsvektor in kartesischen Koordinaten

(3.27)

Die Darstellung (3.9) drickt den Gradienten grad U(x,y,z) in kartesischen
Koordinaten aus. Mittels der Darstellung (3.27) des Gravitationspotenzials in Form
einer unendlichen Summe kann auch der Gradient grad U(x,y,z) gliedweise
berechnet werden, falls die Reihe des Potenzials und seines Gradienten gleichmafig
konvergieren. Eine Summenformel kann durch einfaches partielles Ableiten von
Beziehung (3.27) nach x, y und z hergeleitet werden. Sie lautet:
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

+ [(-m)r2]

gradU(x,y,z) = GMDZR' Danmé [ ghlmk [ 2218 ['m-2

E@ Cun D[”f( 1y E@”%& y®

e, @ f{m -2i)2 +(2k -21-1)x?)
+e, y* [(Q|r + 2k—2|—1)y )
e, 7 [((| -m -2K)r 2 +(2k —2I—1)22)}

+S|m|]_l/2]( ) —211 2i+1
i+1

ﬂ] e, & fim -2i -1)r? +(2k -21-1))

ve, 7 ({2i +1)r? +(2k -21-1)y?)

\ ve, 27 fffl -m —2k)r2 +(2k —21-1)z?)

\

(3.28)

g
D/
U

Aufgrund der multiplen Summen und grosser Binomialkoeffizienten bei hohem
Grad und Ordnung sind wir versucht, eine effizientere Formel zur Berechnung des

Gradienten in kartesischen Koordinaten zu finden. Dazu wird
Berechnungsformel gesucht. Hierfir greift man auf die im

eine rekursive
Algorithmus 1

verwendeten, in Gleichung (3.6) aufgefuhrten Formeln zurlick. Nach Einsetzen der
Transformationsvorschriften aus Beziehung (3.25) erhalt man fir Algorithmus 1 in

kartesischer Darstellung:

ﬁ Startwert: Py, =1

b) Forl=0tillL

X2 +y2
Puyw =(21+1) Q/m P,

end;
c) forl=0tillL
P, _(2|+1)G—|P||
NG +y +z?
end;

d) form=0tillL
for | = m+1till L

end;
\\end;

I+1,m (I -m+ l)

YXZ +y?+2z?

=;§2| 1)9—[1? ~(+m)P._

~

Box 3.5: Erster Algorithmus zur kartesischen Darstellung von LEGENDRE-Funktionen
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

Um die in Box 3.4 auftretenden Glieder cos(mA) bzw, sin(mA) in kartesischen
Koordinaten angeben zu kénnen, kann die Formel von A. MOIVRE (3.26) verwendet
werden. Da man aber die hierbei auftretenden hohen Fakultaten und Potenzen
vermeiden will, benutzen wir den Arcustangens. Es ergibt sich

A= arctan@ﬁ i X#0
Ox O

(3.29)
unter Beachtung der Quadrantenregel. Mithin haben wir eine Darstellung des
Gradienten grad U(A,¢,r) gewonnen, in welchem die Kugelfunktionskoeffizienten und
die orthonomalen Kugelflachenfunktionen in kartesischen Koordinaten auftreten:

. m=20 \

)
b [pian|@1rctan(y/x)) ; m<0

. os(m Grctanly/x
ﬂu“mg/f\’¢’r):emm' |I 1m.,m,6mtﬂ’ i ( (y/x)

oy, . (A9, r) GM -m) Bkln(m Birctan(y/x)) ;, m=0
0A R E%I;H Pims, Bé(m @os(m@rctan(y/x)) ; m<0

oy,.(A¢,r) GM i [x? +y +2° z
u = _— ]—
¢ R %IFEQ X2 +y? s, EﬂHl VX2 +y?+22 i
( 1 |+1) [cos(miarctan(y/x)) ; m=0

X))
K Bloim D[§|n0m|@rctan(y/ )) , m<O0 /

(3.30)

Dies ist allerdings noch nicht der gesuchte Gradient im Kkartesischen

Koordinatensystem, sondern im sphéarischen, nahezu ,bahnbegleitenden®
Referenzsystem.

€
€

ez
AS

»c,

Abb. 3.3: kartesisches und sphérisches, nahezu ,bahnbegleitendes* Koordinatensystem
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3. Das Gravitationsfeld der Erde und seine Ableitungen

Es muss also noch eine Transformation in die kartesische Basis erfolgen. Diese
wird mit Hilfe der Kettenregel gefunden:

4 N

WALr) o U o U PP, QU
- “0A 0

ox X, 0@ ox, 1 ar 0x

(3.31)

X = (X1, X,5,X5) =(X,Y,2)
- J

Eine Darstellung der Kettenregel in Matrizenform ist (3.32):

/
HOU H H@A 09 a_rH BGU H
00X 0ox o0x 0X[O [O0AQO
ooug_ poA 0¢  orpg, 0ouUQ (3.32)
Ogy O oy a9y ov L Oyg O
Dmaﬁ = DDaX 29 or 0 Dmag =
fz0 0oz 9z oz0 mar D
z z z z r
N J
Die Matrix in Gleichung (3.32) ist die Transponierte der JACOBI-Matrix in der
Umrechnungsformel von kartesischen in sphérische Koordinaten vom Typ (3.25).

Diese JAcOBI-Matrix hat die spezielle Form:

4 N

0A 04 0AD
ox 9y ozp
jies - 09 90 000 (3:33)
X,¥,Z
EBX ay 62%
Dor or or [
N Px 0y 0z[ )

Sie berechnet sich am einfachsten als Inverse der JAacoBl-Matrix der
Umrechnungsformel von sphéarischen in kartesischen Koordinaten nach Formel
(3.24).

/ g = ( ARk )-1 \

xy.z — \YAgr

[x  0x 0xU  [rGosg BinA -rBingtosA cosg [GosAO
Uax O g O
g/\ dp Or 0 0
oy 9y

oy . , .
Yz = —— 2L = [ [Bos@p@osA -rZing[sinA cos¢g ZinAl]
Moo 9 ord O ¢ ¢ PNt

0 O
A 09 org B 0 r [Cos¢ sing H

(3.34)
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Nach invertieren dieser Matrix aus der obigen Box erhélt man fur

4 N
0  sinA cosA 0
B r [tos¢ r [tos¢ E

I = L Sing [dosA S|n¢ [$inA  cos¢

w0 r r D
Ucos¢g[tosA  cos¢ E'kinA sing [
m O
b O

- / (3.35)

Wir bendtigen aber die kartesische Darstellung dieser JACoBI-Matrix, die wir mit
Hilfe der Formeln aus (3.25) gewinnen:

D X2 +y2 X2+y2 D
Jhor = E}_ x[2 _ y [z E
O R ry2+z2)G/xPy? (X2 +y2 +22) xE +y? X2 +y?+2*
4 X y O
0o —— —— ————0
D X2 +y2+22 X2+y2+22 X2+y2+22 B
- /
(3.36)
(3.31) Uberfuhren wir mittels (3.30) und (3.36) in die rekursive Form (3.37):
Lo N . \
/gradu(xly,z) -5 Z%x Un(6y.2) o QUny.2) E@ul,m<x,y,z)Ejgbl,m m=0
&L ox Y oy a [Si-m ;M<0
mit:
M Nims, &E@ % ——— [P, mﬁlnﬁﬂ@rctan&%
ox x?+y
+e XQ [Itos%n mrctang%ﬂl +1 ~(I-m+1) [PHLmE

[@ I-1)P, mosﬁn@rctan@i%
¢9U|m(xyz)_nlma %@Q By [pl‘m‘ mosEnmrctanB[%

'XQ I__BEIHET\ @rctan&%%I )& By ~

-m+ 1) [P|+1,\m\ @

/

[G I-)®,, ‘Eﬁlnﬁnarctan&%
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+1

Un(xy,2) _ BG—MEBEE Eﬁ
ay 1,m,3;, R Dr D

v [IP,m -m Bm%ﬂ @rctan@%

)2/ Eos%n@rctan&%ﬂl +1 I m+1 I]Plﬂmg
+ rlz [I? I]:OSET! @rctan@%

aU.mgyZ) Nins, &[ﬁa [ﬁ o [Pl‘m‘mnmosan@rctang%

v Binaﬂ farctanty. %Eﬂl +1) E7rr By —(-m+)®B,,,, E
+ ryz [H’um\ EIHE‘H @rctang%

Mﬂhma B(ﬂ Eosahmrctang%ﬁh )& B, ~(-m+) B,
0z "o R r -

+ r% P, mosﬁn farctan. %D

+l

Win(xy.2) _  BM R D 1Bm§ﬂ@fct3n@%ﬂ' )& By, -(-m )R,
0z SR OO gr e

ZZDPum\ BIHET\ @rctanﬂ%m

r OX 00

(3.37)

Die erwahnten Singularitéaten der Rekursionsformeln nach (3.10.) treten deutlich
fir cos¢ = 0 bzw. x> + y? = 0 hervor. Wir betonen insbesondere, dass derartige
Singularitaten in der Satellitenpraxis nicht auftreten: Pollberfliegungen sind
ausgeschlossen. Allerdings kann es bei einem ,Vorbeiflug am Nordpol oder Sudpol”
zu numerischen Problemen kommen. Wir empfehlen in solchen féallen den Ruckgriff
auf die Summenformel (3.28).

3-7. Gravitationstensor in kartesischen Koordinaten
In kartesischen Koordinaten ergeben sich die Komponenten des Gravitations-

tensors (Tensor zweiter Stufe) aus den zweiten partiellen Ableitungen des
Gravitationspotenziales nach x, y und z.

B, M0
M(x,y.z¥ e O e; M; = S/lyx My, M,
%/sz sz Mzz E

(3.38)
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Eine zu (3.28) vergleichbare Form des Gravitationstensors zweiter Ordnung in
kartesischen Koordinaten ist (3.39):

[(-m)r2]

~ =GM DZI OR' [anma 0 zhlmk [J 2215 zl-m=2k
_ [me] ) v v
EI]jClm DZ( 1)'[%”i m-2 [y 2

[x 2(8(8 -1 +02[5+1)xr2+q(a—2)x“)]

< E[Em_l)lz] 1| 2i-1 , 2i+1 0
+Sim _ m-2i-: i+
; ; %i +1%]k y

o2 e ol
[(-m)r2]

_GMq“:)Rl I:anmﬁ Dzh|m m2k_2|5al—m—2k|:|
_ [mi2] )
-1) m-2i ry, 2i
Ilé Cim EIZ( 1) %: @ 0

[y 2(2i (2i 1) * +a(4i+1)r?y? +a(a—2)y4)]

— m-p] _ .
+Sim O Z (_ 1)I %in:lH](m—a—l w2|+1 0

[y (i (i +2)r* +a(4i +3) ?y? +a(a-2)y*) @

[(-m)r2]

_GM§| oRIEZnImB O zhlmk [ 2215 [zl-m-2 ]

LTIEl = [mlz]( ) ma
C,m - .
qonty EE;H}

[Z ,,/ _1r +a ZY +1)zr +U(C( 2) )]

_1/2] 2i-1 2i+1
+smI] 2R yfto
I Z %HlH} v

[Z n/ n/ —1r +a 2Y+1)r z +(1(G 2) )] E
g

[(-m)r2]

M, =M, —GMDZOR'DZn,mB D;h (B

0 2] i m-2i 2i
Bonth - 1)%} y*0O

[X_ly_l(ZiBr“ +2iar2x? +apr?y? +q(a_2)xzy2)]

+ SI m s /2] m-2i-1 @2&1 D
i+1]

[y (B )i 0r* +a2i +2)xr* +a(B -Lr*y? +ala-2)x?y?) E

[(-m)r2]

M,, =M, -GI\AE]ZIOR'EIZDnI . Dzh  EEEAS g

0 - [m/Z]( ) 2 2
o UGy

[x'1 (Byr +ayr?x? +apr?z? +afa-2)x? z)]

m1/2
+Sm|:| _1 m-2i-1 2|+1D
Uy I

[ 2B -2 * +ayr®x® +a -1r?z? +ala-2)xz?) 5
g
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/ [(-m)r2]

M —M —GMqloRIDana Dzhlmkmzk—m—sal—m 2k[|

% - [m/Z]( l)l m-2i 2i 0
e g

[y 2z *(2iyr® +yar2y? +2iar?z? +a(a-2)y?z2)

/2
+s m D m-2i-1 2i+1 D
' Z %HlH} Y

K mit a=2k-2[-1 ; B=m-2i ; y=I-m-2k

[y 2z2(y @i +2)r ¢ +yar?y? +a(2i +1)r 222 +a(a-2)y?z2) E

/

Alternativ. kann auch wieder eine rekursive Berechnungsformel

(3.39)

des

Gravitationstensors in kartesischen Koordinaten aus der rekursiven Darstellung des
Gravitationstensors in spharischen Koordinaten analog zu (3.19)-(3.23) hergeleitet
werden. Dazu missen wieder die Beziehungen aus Gleichung (3.25) und Formel
(3.29) eingesetzt werden. Der so entstehende Gravitationstensor im spharischen
System muss anschlieBend mit Hilfe der Transformationsgesetze (3.40) fur Tensoren
zweiter Stufe ins kartesische System transformiert werden. Dies soll aber an dieser

Stelle nicht mehr erfolgen.

X,y =3, 0y KX (Summenkonv ention)
J, =ox'/oxX'  (Jacobi—Matrix)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

4. Berechnung von Beschleunigungen
4-0. Allgemeines

Bei den drei geophysikalischen Satellitenmissionen CHAMP, GRACE und
GOCE werden gemessene Positionen (bzw. Geschwindigkeiten) im WGS84
bereitgestellt. Um nun die Bewegungsgleichung analysieren zu kdnnen, bendtigt man
die Beschleunigungen, welche der Satellit erfahrt.

In diesem Kapitel beschéaftigen wir uns deshalb damit, wie man aus den
gemessenen Koordinaten (und Positionen) die Beschleunigungen schéatzen kann.
Sinnvollerweise, wie im nachfolgenden Kapitel 5 Uber die Bewegungsgleichung
erlautert wird, geschieht dies im Quasi—Inertialsystem. In einem ersten Schritt
mussen also die gemessenen Koordinaten (und Geschwindigkeiten) vom WGS84 in
das raumfeste Bezugssystem nach Formel 2.40 (s. Kapitel 2 ,Referenzsysteme")
transformiert werden.

C. Schafer (2000, S.61ff) verwendet zur Schatzung von Beschleunigungen einen
KaLMAN—-BUcCY—Filter. Wir wollen einen mathematisch einfacheren Weg einschlagen.

Zunachst soll Uber eine geeignete Interpolationsformel ein Interpolationspolynom
fur die Koordinaten (bzw. Geschwindigkeiten) gefunden werden, welches dann durch
zweimaliges Ableiten (bzw. einmaliges Ableiten) nach der Zeit in eine Formel zur
Berechnung von Beschleunigungen Uberfihrt werden soll. Als Interpolator wurde die
Interpolationsformel nach GREGORY-NEWTON ausgewahlt, die in G. Mael3 (1988,
S.89ff) ausfihrlich beschrieben ist.

Einer kurzen Beschreibung der allgemeinen NEwTONschen Interpolationsformel
am Anfang diese Kapitels folgt eine Spezifikation auf unser Problem. Einen wichtigen
Punkt dabei bildet die Frage nach der Anzahl der zu verwendenden Stitzstellen.
Eine Untersuchung des entstehenden Approximationsfehlers durch die Interpolation
durch Vergleich mit simulierten Sollbeschleunigungen rundet das Kapitel ab.
Ausfuhrliche Diagramme zum Interpolationsfehler sind im Anhang B zu finden.

4-1. Allgemeine NEWTONsche Interpolationsformel fir nicht—-aquidistante
Stitzstellen

Fur n Wertepaare (X,,f(X,)),(X;,f(X;)),...,(X,-;,f(X,-,)) ergibt sich nach G.
MaeRR (1988, S.69ff) das Interpolationspolynom p,(X) in der NEwWTONschen

Darstellung mit den NEwTONschen Basispolynomen (Knotenpolynome)w ,(X) und
den Steigungen m - ter Ordnung Cp,:

Pu(X) =Cq +Cy(X =X ) +Co (X =X )(X - X, ) +...
+CN(X _Xo)(x _Xl)---(x _XN—l)

N

) Z;cm W, (x);  we(x)=1, ¢, =f(x)

m=
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4. Berechnung von Beschleunigungen

-

\_

W00 = TT(x-X,)

m

Xm - Xm—l

:f[xm,xm_z,xm_3,...,xo]—f[Xm_l,Xm_z,.--,Xo] :f[x ,...,XO]

J (4.1)

Die

folgenden

Abbildungen zeigen

die

ersten

neun

NEWTONschen

Basispolynome, wie sie bei einem Neunpunktschema verwendet werden:

Erstes NEwToONsches Basispolynom wy

Erstes Newtonsches Basispolynom wi(x)=x-x0

T T T T 12

Zweites NEwTONsches Basispolynom w,

Zweites Newtonsches Basispolynom w2(x)=(x-x0)*(x-x1)

M

Drittes NEwTONSches Basispolynom wjs

Drittes Newtonsches Basispolyn

om

W

X0

Viertes NEwTONsches Basispolynom wy

W3(X)=(x-X0)*(x-X1)*(x-x2)
T

Flnftes NEwToNsches Basispolynom ws

Fiinftes Newtonsches Basispolynom w5(x)=(x-x0)*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)*(x-x4)

Viertes Newtonsches Basispolynom wa(x)=(x-x0)*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)
T T T

T T T T 10

Sechstes NEwTONSches Basispolynom wg

Sechstes Newtonsches Basispolynom we(x)=(x-x0)*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)*(x-x4)*(x-X5)
T

-20
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Siebtes NEwTONsches Basispolynom wy

Siebtes Newtonsches Basispolynom w7 (x)=(x-x0)*(x-x1)*(x-x2)*(x-x3)*(x~x4)*(x-X5)*(x-X6)
100 T T T T T T T

Neuntes NEwWTONsches Basispolynom wy

6000 T T

4000 -

2000

-2000
-4000
~6000 L L L L L L I I I
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
*X
Abb. 4.1:

Neuntes Newtonsches Basispolynom wa(x)=(x-X0)*(x-X1)*(x-X2)*(x-X3)*(x-X4)*(x-X5)*(x~X6)(x-X7)*(x~x8)
T T T T T T T

-200

-400

-600

-800

Achtes NEwTONsches Basispolynom wg

Achtes Newtonsches Basispolynom w8(x)=(x-X0)*(x-X1)*(x-X2)*(x-X3)(x-¥4)*(x-X5)*(x-X6)*(x-X7)

NEWTONsche Basispolynome

Je mehr Punkte fir das NEwWTONsche Interpolationspolynom verwendet werden,
desto groRer werden die Schwingungen in den Basispolynomen. Dies kann zu
unerwinschten Effekten fihren (siehe auch Spline-Interpolation). Es muss deshalb
fur die jeweilige Anwendung die optimale Anzahl der fir die Interpolation zu
verwendenden Punkte herausgefunden werden.

Die Steigungen m — ter Ordnung kann man sich anschaulich durch folgendes
Steigungsschema vorstellen (verwendete Steigungen sind unterstrichen),

/ X, f(X,)

f[Xl,XO]
X f(x)

f[X21X1]
X, f(x;)

g, %,
Xy f(x;)

f[X2 ’X11Xo]

f[xs 1X2, Xl]

~

f[Xg,Xz,Xl,XO]
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4. Berechnung von Beschleunigungen

das auf der folgenden Rekursionsvorschrift beruht:

| ] T s
Xm _Xn

f[xm,xm_l,...,x

; n<m

n

(4.3)

4-2. NEWTONsche Interpolationsformel flr aquidistante Stutzstellen

Besonders einfach wird die Darstellung des NEwWTONschen Interpolations-
polynoms fir aquidistante Stitzstellen, wie sie auch in unserer Anwendung benutzt
wird. Dies erscheint auch als sinnvoll, da GPS-Positionen in fest vorgegebenen
Intervallen, z.B. in 10—Sekunden oder in 20-Sekunden-Schritten gemessen werden.

X, =X, +sth ; s=0,1,..,N ; h=Kkonstante Schrittweite

(4.4)

Es ergibt sich somit fur die NEwTONschen Basispolynome wn,(X) und die
Steigungen m—ter Ordnung Cp, :

4 . )
W, (X, +s ) =h" %I]Oms—n)

Cp, =f[xm,xm_1,...,x0]=Amm+l(;nf); m=1,...,N

\ / (4.5)

Die dabei auftretenden vorwarts genommenen Differenzen A™f(x,) lassen sich

rekursiv berechnen zu:

A™(x,)= A" (X, ) - A" (x, ) A%F(x,)=F(x,)
(4.6)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Dies lasst sich durch folgendes Differenzenschema verdeutlichen (die zu

verwendenden Steigungen A™f(x,) sind unterstrichen):

f(x,) D%f(x,) = A (x,) - 2 (x, )

\

/

(4.7)

Eine Summenformel zur Berechnung der vorwérts genommenen Differenzen
wird im néchsten Abschnitt unter Verwendung von Binomialkoeffizienten vorgestellt

und verwendet (s. Formel 4.10).

Es ergibt sich somit die NEwTONsche Darstellung des Interpolationspolynomes
fur den Fall aquidistanter Stutzstellen und vorwarts genommener Differenzen. Diese

wird auch Interpolationsformel nach GREGORY — NEWTON genannt:

0, (%, +sm):f(x0)+ggm(xo)ﬁﬁmzf(xo)+.._+%]wf

(%)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

4-3. Berechnung von Beschleunigungen aus Koordinaten und
Geschwindigkeiten mit Hilfe der NEwTONschen Interpolationsformel

Im Folgenden wird die zuvor angegebene Interpolationsformel nach GREGORY-
NEWTON (kurz: NEwWTONsche Interpolationsformel) so eingesetzt, dass damit

Beschleunigungen X,Y,Z aus den zuvor nach Formel (2.40) ins raumfeste System
transformierten Koordinaten X,Y,Z (bzw. Geschwindigkeiten X,Y,Z) berechnet
werden konnen. Dabei sind Xg, X1 Xz,...,X,, die beobachteten Koordinatenvektoren zu

den Beobachtungszeitpunkten to,t,1,,...,t,. ES ergeben sich also die Wertepaare nach
Abschnitt 4-2. zu (to, Xo), (t1,X1), «-.y (th-1,Xn-1).

Die Interpolationsformel von GREGORY-NEWTON, ausgedrickt in Koordinaten im
raumfesten System, lautet wie folgt (fiir konstantes At):

4 I
oo G e
t

mit: s=—
At

\_ J
(4.9

Die vorwéarts genommenen (absteigenden) Differenzen A, berechnen sich in
einer Summenformel wie folgt:

A =3 () E@T E}

(4.10)

Sie ergeben sich somit zu:

4 N

AL, =X, =X,

A? =X, 20X, +X,

A3, =X; -3, +3[X; - X,

A, =X, -4X, +6 X, —4 X, + X,

A>, =X, -5, +10 X, 10 [X, +5X, - X,

A} =X, -6 X, +15 X, -20 [X, +15 X, -6 [X, + X,

A, =X, -7 X, +21 X, =35 X, +35 X, —21[X, +7 X, - X,

A} =X, 8 X, +28 X, 56 X, +70 X, -56 X, +28 [X, -8 X, + X,

(4.11)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Die NEWTONschen Basispolynome gﬁberechnen sich zu:

“

\

0 s! _
H (s-1)'1
N st _s’-s
0 (s-2)!2! 2
; s! _s®-3s*+2s
H (s-3)!3! 6
; s! _ s -6s® +11s* -6s
H (s-4)'@! 24
_ 35 -10s* +35s® —50s? + 24s
(s- 5)I B! 120
N _s° -15s° +85s" -225s° +274s” -120s
(s- 6) B! 720
N s’ —21s® +175s° -735s* +1624s® -1764s” + 720s
(s- 7)l 7! 5040
_ _ s -28s’ +322s® -1960s® +6769s* -13132s® +13068s” —5040s
(s- 8)' B! 40320

/

92

(4.12)



4. Berechnung von Beschleunigungen

Die Darstellung der NEwTONschen Basispolynome in Abhangigkeit von der Zeit
sieht wie folgt aus:

T Wy PR O W B W R
I
=
=
N
=
=

(4.13)

Zur Berechnung von Geschwindigkeiten wird die erste Ableitung (nach der Zeit)
gebildet. Sie berechnet sich zu:

1% 2s-1 352 -6s+2 4s® —18s% +225-6 1 1Hl(s‘i) E

Yy — © LA S— 2, 98" —bs+ 3 §” —1os” +27s - a1 =i n

X(t)_At EAl/z"' o1 A+ 31 Ay, + 20 (A; + +n!|Z s—K Ij5n/2§
(4.14)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Eine alternative Darstellung dazu sieht wie folgt aus:

B B -

(4.15)

Fur die ersten Ableitungen der NEWTONschen Basispolynome nach der Zeit
ergibt sich dann:

-1
At
:iEgs—l
At 2
% _i§32—65+2
At 6

_iD4s3 -18s% +22s -6
At 24

S W )
1. O Coock. COo). COorh OOk CIr- COor -

_ 1 ps’ -40s’ +105s® ~100s +24
At 120

_ 1 Bs® ~75s" +340s’ ~675s” +548s 120

At 720
_ 1 7s° -126s° +875s" ~2940s° +4872s" ~3528s +720
At 5040

_1 5587 -196s°® +1932s® —-9800s* +27076s> —39396s* +26136s —5040
At 40320

by L

(4.16)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

In Abhangigkeit von der Zeit sehen die ersten Ableitungen der NEwWTONschen
Basispolynome wie folgt aus:

01
1 ZBLH-I
%; -1 o 0AtO
0 At 2
. L PN L P
%: _ 1 0AtD DAtD
5 At 6
L« PN L= PP EL SIS
%;ZLDDMD OAtO  OAtO
5 At 24
DR s e L= BT el e e L A
%::i OAt oAt O oAt DAt O
H At 120
60t ~750¢ F +2a00! F —6750t H +548At F-120
ﬁzlmmtu DAtD T OAtD OAtD At
At 720
78U _1068 Hag7sH F - 29405ig+48725ﬁg 3528&5&720
%_wmtm DAtDOAtD T OAtD
At 5040
sgig 196&§+19325ﬁg 98005#&+270769ﬁg 39396Bﬁg +261369hH—5040
%%zlmmtm oAt O CAtO
At 40320

(4.17)

Zur Berechnung von Beschleunigungen wird die zweite Ableitung nach der Zeit
gebildet. Sie berechnet sich zu:

4 N\
X(t) = Aiz 182+ 200 &g, 42 {(s 2)(s B) A5 4)(s -3) (5 -1)(s -2) +3s(s ~2)] B +
]
1 % z( —k) lnzol( _i)m:&%
T
\ J
(4.18)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Eine alternative Darstellung hierzu, ausgedrickt in  NEWTONschen
Basispolynomen, lautet wie folgt:

e o o G-

(4.19)

Die hierfir bendtigten zweiten Ableitungen der NEwWTONschen Basispolynome
nach der Zeit ergeben sich zu (Zahlenangaben fir ein Neunpunktschema (s = 4), in
Klammern fur das Siebenpunktschema (s = 3):

./
15 =0=0)
i/
01 1
%Z =72=5725
0 At t° O
%é -1 fooq)= b m={L of
o At? At? At O
) 2
1 _ 1 12s*-36s+22_ 1 35_{1 Jip
0 At? 24 At? 12 At 120
= 3 _ 2 _ )
0 12 20s® ~120s? +210s 100 _ 12 5 -H 12 g1
H At 120 At? 6 [OAt? 120
= 4 _ 3 2 _ )
0 12 30s" ~300s® +1020s’ ~1350s +548 _ 12 518 _F 12 a1 H
H At 720 At? 180 [At? 900
- __1 p2s® -630s’ +3500s° -8820s” +9744s-3528 _ 1 Ei:(o)
H At? 5040 At? 90
41 E5656 -1176s° +9660s* —39200s° +81228s2 - 78792s + 26136
H At? 40320
=1 073 ()
t2 1680

@

(4.20)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Dargestellt in der Abhangigkeit von der Zeit berechnen sich die zweiten
Ableitungen der Basispolynome zu:

4281 63081 + 350081 - 88208t + 07447 B 3528
= ] ] ] 0 OAt O

56 F —1176PL A + ss60RF - 302000 A + 81228AL F ~78792A% Bk 26136
0 0 O O OAt O OAt O

1 At
At? 40320

(4.21)

Es wurden folgende vier Interpolatoren (basierend auf der NEwWTONschen
Interpolationsformel) entworfen und hinsichtlich ihrer Genauigkeit zur Berechnung
von Beschleunigungen (Approximationsfehler) fur ein Dreipunkt-/ Funfpunkt-/
Siebenpunkt- und Neunpunktschema getestet:

- Interpolation aus gemessenen Koordinaten
- Interpolation aus gemessenen Geschwindigkeiten
- Interpolation aus gemessenen Koordinaten und Geschwindigkeiten

- Super-Interpolator aus gemessenen Koordinaten und Geschwindigkeiten

Diese werden im folgenden néher erlautert.
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4. Berechnung von Beschleunigungen

4-4. Interpolation aus gemessenen Koordinaten

Die Berechnung der Beschleunigung aus der Interpolation von gemessenen
Koordinaten erfolgt nach der Formel fir die zweite Ableitung

T T

(4.22)

mit den oben angegebenen zweiten Ableitungen der Basispolynome (s.Formel (4.20)
bzw. (4.21)) und den oben angegebenen vorwarts genommenen Differenzen (s.
Beziehung (4.11)).

Fiur das Dreipunktschema wird die Summation bis n = 2 durchgefihrt, fir das
Funfpunktschema bis n = 4, fir das Siebenpunktschema bis n = 6 und fir das
Neunpunktschema bisn = 8.

Als Interpolationszeitpunkt wird der Zeitpunkt der mittleren Beobachtung
gewabhlt, da hier der Interpolationsfehler am geringsten ist. Flr das Dreipunktschema
ware dies t; , fir das Funfpunktschema t, , fir das Siebenpunktschema t; und fur das
Neunpunktschemat, .

Fur s = (t / At) ergibt sich fur die einzelnen Schemen fir den Zeitpunkt der
mittleren Beobachtung ein jeweils konstanter Wert. Dieser st fir ein
Dreipunktschema s = 1, fur ein Funfpunktschema s = 2, fiir ein Siebenpunktschema
s = 3 und fir ein Neunpunktschema s = 4.

Die zweiten Ableitungen der Basispolynome hé&ngen somit nur noch vom
Messintervall At ab. Die gemessenen Koordinaten gehen in die Berechnung der
vorwarts genommenen Differenzen ein. Den Newton-Interpolator kann man sich nun
wie in der digitalen Bildverarbeitung als eine Operatormaske vorstellen, die Uber die
gemessene Zeitreihe der Koordinaten lauft und die Beschleunigung am mittleren
Punkt der Maske ausgibt

4-5. Interpolation aus gemessenen Geschwindigkeiten

Die Berechnung der Beschleunigung aus der Interpolation von gemessenen
Geschwindigkeiten erfolgt nach der Formel fir die erste Ableitung,
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4. Berechnung von Beschleunigungen

B -5

(4.23)

allerdings mit der Modifikation, dass die vorwarts genommenen Differenzen A:,z
diesmal nicht aus Koordinaten X,Y,Z, sondern aus den gemessenen Ge-

schwindigkeiten X,Y,Z berechnet werden. Sie sehen dann wie folgt aus :

/Ai/z :Xl_XO \

A’ =X, -2[X,+X,

A%, =X, -3[X, +3[X, - X,

Al =X, -4X, +6 X, —4 X, +X,

A3, =X, -5 X, +10 X, 10 X, +5X, - X,

AS =X, -6 X, +15 X, —20 X, +15 X, -6 X, + X,

AT, =X, -7 X, +21[X, -35 X, +35 X, —21[X, +7 X, - X,

Kél =X, 8 X, +28 X, -56 X +70 X, -56 [X, +28 [X, -8 X, +X, /

(4.24)

Die ersten Ableitungen der Basispolynome entsprechen den oben angegebenen
(s. Formeln (4.16) und (4.17)). Die weitere Berechnung der einzelnen Schemen
entspricht der Interpolation aus gemessenen Koordinaten.

4-6. Interpolation aus gemessenen Koordinaten und Geschwindigkeiten

Ein weiterer Interpolator soll eingefihrt werden, der gleichfalls gemessene
Koordinaten und Geschwindigkeiten berticksichtigt. Eine ganz einfache Mdéglichkeit
besteht darin, die erhaltenen Ergebnisse aus der Interpolation aus gemessenen
Koordinaten und der Interpolation aus gemessenen Geschwindigkeiten zu mitteln.
Dies geschieht zur Untersuchung des Interpolationsfehlers jeweils fir die Ergebnisse
aus Dreipunkt-, Funfpunkt-, Siebenpunkt- und Neunpunktschema.
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4. Berechnung von Beschleunigungen

4-7. Super-Interpolator aus gemessenen Koordinaten und Geschwindigkeiten

Dieser Interpolator stellt eine kompliziertere Realisierung einer Interpolations-
formel dar, die gemessene Koordinaten und Geschwindigkeiten berlcksichtigt.

In einem ersten Schritt werden aus gemessenen Koordinaten X,Y,Z durch
NEWTON-Interpolation Geschwindigkeiten v,,v,,v, berechnet. Dies geschieht nach

der Formel fur die ersten Ableitungen

e G G -§

(4.25)

mit den oben angegebenen ersten Ableitungen der Basispolynome (s. Gleichungen
(4.16) und (4.17)) und vorwarts genommenen Differenzen aus Koordinaten X,Y,Z (s.
Beziehungen (4.11)).

Aus den so Dberechneten Geschwindigkeiten und den gemessenen
Geschwindigkeiten X,Y,Zwird in einem zweiten Schritt durch Mittelbildung ein

Schatzwert vV fir die Geschwindigkeit berechnet:

x

X

LI
DDI%ED
N |-

N

sy
iy
i

EDT;IFED
PRR.
HESEE

z

(4.26)

In einem dritten Schritt wird aus den so erhaltenen geschéatzten
Geschwindigkeiten durch NEwTON-Interpolation die Beschleunigung berechnet. Dies
geschieht nach der Formel fiir die erste Ableitung

T

(4.27)
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mit den vorwarts genommenen Differenzen A}, aus geschétzten Geschwindigkeiten:

7 a o N
A1/2_V1_V0

A2 =v,-200, +V,

A3, =V, -3, +3 0, -V,

A} =v,-40,+60,-40, +V,

AS, =0, -5, +10 1, 100, +5 0, -V,

Al =v, -6 N, +15 N, -20 B, +15 00, -6 [, +V,

A7, =, -7 i, +218, —35 ¥, +35 [, —210, +7 ¥, -V,

A

Ai :\78 _8 7 +28 @6 _56 Iﬁ5 +70 |ﬁ4 _56 |ﬁ3 +28 NAZ _85}1-{_\70

\_ Y,

(4.28)

4-8. Untersuchung des Approximationsfehlers

Zur Untersuchung des durch die Interpolation entstehenden Fehlers wurden die
durch die jeweiligen Interpolationen erhaltenen Ergebnisse mit den durch ein
Bahnsimulationsprogramm berechneten, am Satelliten angreifenden Beschleu-
nigungen verglichen.

Zunachst wurden die Interpolatoren an einer Keplerbahn getestet. Da diese aber
aufgrund eines relativ gleichmafigen Gravitationsfeldverlaufes einen sehr ruhigen
Bahnverlauf aufweist, in Wirklichkeit aber unruhigere Bahnverlaufe (verursacht durch
héhere Koeffizienten, nicht gravitative Stérungen usw.) auftreten, mussten die
Interpolatoren auch an starker gestorten Bahnen getestet werden. Hierfir wurden
dann Satellitenorbits verwendet, die durch Koeffizienten bis Grad 10, bis Grad 50
und bis Grad 100 beeinflusst sind. Bleibt anschlieend noch zu untersuchen, wie
sich Orbitkorrekturmanéver auf den Interpolationsfehler auswirken, da diese sehr
grol3e Bahnstérungen ergeben. Im Rahmen dieser Arbeit soll aber diese Frage
vorerst einmal offen bleiben. Untersucht wurde der Interpolationsfehler fir einen
Umlauf des CHAMP-Satelliten. Dieser kann aber als reprasentativ fir die beiden
anderen Missionen angesehen werden, da fir diese ahnliche Bahnen vorgesehen
sind.

Die fur die Untersuchung erzeugten Diagramme sind im Anhang B
nachzuschlagen. Einige Diagramme wurden flr diesen Abschnitt herausgegriffen,
um auffallige Besonderheiten zu zeigen und zu erklaren, und um herauszufinden,
welcher Interpolator am geeignetsten ist.
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Differenzen zwischen interpolierter Beschleunigung aus Koordinaten und Sollbeschleunigung
fur x-Werte

2,00E-09
1,50E-09
1,00E-09

5,00E-10

e N\ i ) AA L Ma L
0.002+00 SRR T .,,‘,"u”,', NS o Ay I ANANW l“wfl‘»"“ .y

u,.'.,\AM wlh. e INAL ‘hu ket

-5,00E-10

Abweichungen in m/s2

-1,00E-09

-1,50E-09

-2,00E-09

Zeit in Sekunden

Abb. 4.2: Keplerbahn; At = 10s; 5-Punkt (griin), 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema
(blau) im Vergleich

Abbildung 4.2 zeigt fur die x - Koordinate einer Keplerbahn ein Funfpunkt-, ein
Siebenpunkt- und ein Neunpunktschema im Vergleich. Wie zu erwarten war, liefert
das FuUnfpunktschema wesentlich schlechtere Werte als die anderen beiden.
Allerdings wirde zundchst auch dessen Genauigkeit ausreichen, da die
Abweichungen in der GrolRe der Messgenauigkeit des Akzelerometers liegen,
dessen Messungen ja als Korrekturwerte an die interpolierten Beschleunigungen
angebracht werden. Schon zu sehen ist auch, dass der Interpolationsfehler dort am
grofdten ist, wo die gréRten Beschleunigungen (s. Anhang B-1.), also die starksten
Bahnkrimmungen, auftreten.

Differenzen zwischen interpolierter Beschleunigung aus Koordinaten und Sollbeschleunigung
fur x-Werte

3,00E-10

2,00E-10

N, il k-l

Abweichungen in m/s2

-1,00E-10

'*J"‘/"'”N‘ HW r*-f’ iy

-2,00E-10

-3,00E-10
Zeit in Sekunden

Abb. 4.3: Keplerbahn; At = 10s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im
Vergleich
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In Abbildung 4.3 sind die Abweichungen durch ein Siebenpunkt- und ein
Neunpunkt-Schema  vergroRert  dargestellt. Erstaunlicherweise  ist  der
Interpolationsfehler beim Neunpunktschema grof3er als beim Siebenpunktschema.
Das konnte aber daran liegen, dass, wie vorher schon einmal erwdhnt, das
Interpolationspolynom zu schwingen anfangt. Der grofite Interpolationsfehler wird
beim Sieben- und Neunpunktschema auch dort wieder begangen, wo die gréf3ten
Bahnbeschleunigungen vorliegen, allerdings jetzt mit wechselndem Vorzeichen.

Wie verhélt sich allerdings das Sieben- und das Neunpunktschema bei einem
unruhigeren Bahnverlauf? Die folgenden beiden Abbildungen zeigen Sieben- und
Neunpunktschema fir eine durch Koeffizienten bis Grad 50 und fir eine durch
Koeffizienten bis Grad 100 gestorte Bahn.

Abweichungen zwischen interpolierter Beschleunigung aus Koordinaten und Sollbeschleunigung
fur x-Werte

3,00E-10
2,00E-10
1,00E-10

0,00E+00

Abweichungen in m/s?

-1,00E-10

-2,00E-10

-3,00E-10
Zeit in Sekunden

Abb. 4.4: Bahnstorung bis Grad 50; At = 10s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema(blau)

Abweichungen zwischen interpolierter Beschleunigung aus Koordinaten und Sollbeschleunigung
far x-Werte

3,00E-09
2,00E-09
1,00E-09

0,00E+00 |

Abweichungen in m/s2

-1,00E-09

-2,00E-09

-3,00E-09

Zeit in Sekunden

Abb. 4.5: Bahnstorung bis Grad 100; At = 10s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Wahrend fur eine Bahnstérung bis Grad 50 das Siebenpunktschema vielleicht in
Ansétzen noch ein besseres Ergebnis liefert, sind bei einer Bahnstdrung bis Grad
100 die Abweichungen zwischen Siebenpunkt und Neunpunktschema nahezu
identisch. Dies lasst sich dadurch erklaren, dass bei einem Neunpunktschema
wegen dessen héheren Interpolationspolynomes die Feinheiten der jetzt unruhigeren
Bahn besser erfasst werden. Auffallig ist, dass fur einen Umlauf bei einer
Bahnstorung bis Grad 50 der Interpolationsfehler ca. 50 mal um die Zeitachse
schwingt, wahrend er bei einer Bahnstérung bis Grad 100 ca. 100 mal um die
Zeitachse schwingt. Korrelationen des Interpolationsfehlers mit der Bahnstérung
scheinen aufzutreten. Dies kann zu unerwinschten Fehlern in der
Koeffizientenbestimmung fuhren. Der Interpolationsfehler liegt aber immer noch
innerhalb der Genauigkeit des Akzelerometers, so das dadurch keine Probleme
entstehen sollten.

Abweichungen zwischen interpolierter Beschleunigung aus Koordinaten und Sollbeschleunigung
fur 20 Sekunden-Abstand fir x-Werte

6,00E-11
4,00E-11
2,00E-11
0,00E+00 ]

-2,00E-11

Abweichungen in m/s2

-4,00E-11

-6,00E-11

-8,00E-11
Zeit in Sekunden

Abb. 4.6: Keplerbahn; At = 20s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau)

Abweichung zwischen interpolierter Beschleunigung aus Koordinaten und Sollbeschleunigung fir
20-Sekunden-Abstand fir x-Werte

1,00E-08
8,00E-09
6,00E-09
4,00E-09
2,00E-09
0,00E+00

-2,00E-09

Abweichungen in m/s2

-4,00E-09

-6,00E-09

-8,00E-09

-1,00E-08

Zeit in Sekunden

Abb. 4.7: Bahnstdrung bis Grad 50; At = 20s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Wie sieht das Verhalten des Sieben- und des Neunpunktschemas beim
Ubergang vom 10-Sekunden-Intervall auf ein 20-Sekunden-Intervall aus? Dargestellt
ist dies in den Abbildungen 4.6 und 4.7.

Besonders deutlich wird hier, dass das Siebenpunktschema gegentber dem
Neunpunkt - Schema fur den ruhigen Bahnverlauf der Keplerbahn wesentlich besser
ist, wahrend fir den unruhigeren Bahnverlauf einer durch Koeffizienten bis Grad 50
gestérten Bahn das Neunpunktschema eindeutig genauere Ergebnisse liefert. Auch
hier treten wieder fir eine Bahnstérung bis Grad 50 ca. 50 Schwingungen des
Interpolationsfehlers um die Zeitachse auf, die jetzt noch klarer zu sehen sind .

3,00E-10
2,00E-10
1,00E-10
0,00E+00

-1,00E-10

Abweichungen in m/s2

-2,00E-10

-3,00E-10
Zeit in Sekunden

Abb. 4.8: Interpolationsfehler bei Keplerbahn; Neunpunkt—Schema; 10—Sekunden-
Abstand (blau) und 20-Sekunden-Abstand (rot)

2,50E-08
2,00E-08
1,50E-08
1,00E-08
5,00E-09

0,00E+00

Abweichungen in m/s2

-5,00E-09

-1,00E-08

-1,50E-08

-2,00E-08

-2,50E-08

Zeit in Sekunden

Abb. 4.9: Interpolationsfehler bei einer Bahnstérung bis Grad 100; Neunpunkt-Schema;
10-Sekunden-Abstand (blau) und 20-Sekunden-Abstand (rot)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Die beiden Abbildungen 4.8 und 4.9 zeigen die Unterschiede in der
Interpolationsgenauigkeit am Beispiel eines Neunpunktschemas beim Ubergang auf
ein grolReres Zeitintervall. Es wird jeweils der Interpolationsfehler bei einem 10-
Sekunden-Intervall dem 20-Sekunden-Intervall gegeniubergestellt. Erstaun-
licherweise sind bei einem ruhigen Bahnverlauf (Keplerbahn, s. Abb. 4.6) die
Abweichungen fir einen 20-Sekunden—Abstand, also einem groReren Zeitintervall
geringer. Dies lasst sich nur durch einen gleichméaRigen Bahnverlauf mit nahezu
konstanter Krimmung erkléren, bei dem durch ein gréReres Intervall trotzdem kein
Informationsverlust auftritt. Numerische Aspekte fuhren dann wohl bei einem 20-
Sekunden—-Abstand zu einem besseren Ergebnis.

Wird der Bahnverlauf aber dann unruhiger wie hier bei einer Bahnstdrung bis
Grad 100 (s. Abb. 4.7), dann liefert ein kurzes Zeitintervall (hier. 10-Sekunden—
Intervall) das bessere Ergebnis. Logischerweise muss das auch so sein, denn bei
einem 20-Sekunden-Intervall kénnen die Feinheiten der Bahn nicht mehr so gut
erfasst werden, es entsteht also ein Informationsverlust. Die Schwingungen im
Schaubild eines 10-Sekunden—Intervalls werden gegeniuber denen des Schaubildes
des 20-Sekunden-Intervalls gedampft.

Man kann also sagen, dass eine hohere Messdichte von Satellitenpositionen
und damit verbunden ein kirzeres Zeitintervall zu besseren Ergebnissen flihren
werden. Bei dem 10-Sekunden—Abstand fir die Messungen von Satellitenpositionen
mit Hilfe von GPS handelt es sich um ein realistisches Zeitintervall, das ausreichen
soll, um die erwlinschte Schwerefeldauflosung bis Grad 70 — 100 zu gewahrleisten.
Es konnte der erwlinschte Nebeneffekt auftreten, dass hdherfrequente Anteile im
Schwerefeld durch die Interpolation nicht mehr erfasst und somit ,herausgefiltert"
werden. Dies muss allerdings noch in einer ausfuhrlichen Simulation herausgefunden
werden.

7- Punkt-Schema fir verschiedene Bahnstérungen im Vergleich

6,00E-10
4,00E-10
2,00E-10

0,00E+00

Abweichungen in m/s2

-2,00E-10

-4,00E-10

-6,00E-10

Zeitin Sekunden

Abb. 4.10: Interpolationsfehler bei 7-Punkt-Schema fiir verschiedene Bahnstérungen
im Vergleich; Keplerbahn (griin), Grad-50-Bahnstdrung (rot) und Grad-100-
Bahnstorung (blau)
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4. Berechnung von Beschleunigungen

In Abb. 4.10 ist abschlielend noch einmal die Entwicklung des Interpolations-
fehlers beim Ubergang auf eine unruhigere, starker gestorte Bahn dargestellt.
Deutlich zu erkennen ist der starke Anstieg des Interpolationsfehlers beim Ubergang
auf eine bis Grad 100 gestorte Bahn, wahrend er bei einer bis Grad 50 gestorten
Bahn gegeniber einer Keplerbahn kaum zunimmt. Dies liegt an der héheren
Frequenz der Bahnstérungen, die nicht mehr so gut erfasst werden kénnen. Es sei
aber nochmals erwahnt, dass der Interpolationsfehler immer noch im Rahmen der
Messgenauigkeit des Akzelerometers liegt bzw. unter ihr und somit die NEWTON—
Interpolation verwendet werden kann.

Die bisherigen Diagramme zeigen Untersuchungen, die ausschlie3lich an der
Interpolation von gemessenen Satellitenpositionen durchgefuhrt worden sind. Dies ist
die spater auch benutzte Form der Interpolation, da bei CHAMP und den anderen
Satellitenmissionen voraussichtlich auch nur Koordinaten bereitgestellt werden.

Fir den Fall aber, dass bei zuklnftigen Satelliten auch Geschwindigkeiten
gemessen werden, sind Untersuchungen an den anderen Interpolatoren
durchgefihrt worden und deren Ergebnisse graphisch dargestellt. Dies geschieht in
Abb. 4.9, bei der Interpolationsfehler fir ein Neunpunktschema bei einer
Bahnstdrung bis Grad 100 fur die Interpolation aus Koordinaten, die Interpolation aus
Geschwindigkeiten, die Interpolation aus Koordinaten und Geschwindigkeiten und
den Super-Interpolator gegenibergestellt werden.

Interpolation aus Koordinaten Interpolation aus Geschwindigkeiten
2,00E-09 2,00E-09
1,50E-09 1,50E-09
1,00E-09 1,00E-09
5,00E-10 5,00E-10
0,00E+00 0,00E+00
-5,00E-10 ] -5,00E-10
-1,00E-09 -1,00E-09

-1,50E-09 -1,50E-09

-2,00E-09 -2,00E-09

Interpolation aus Koordinaten und Geschwindigkeiten Super - Interpolator
2,00E-09 2,00E-09
1,50E-09 1,50E-09
1,00E-09 1,00E-09
5,00E-10 5,00E-10
0,00E+00 0,00E+00
-5,00E-10 -5,00E-10
-1,00E-09 -1,00E-09

-1,50E-09 -1,50E-09

-2,00E-09 -2,00E-09

Abb. 4.11: Die vier Interpolatoren im Vergleich bei einer Bahnstérung bis Grad 100 fir ein
Neunpunkt-Schema; At = 10; x-Achse £ Zeitachse; y-Achse £ Abweichungen in m/s2
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4. Berechnung von Beschleunigungen

Auffallig ist, dass die Interpolation aus Geschwindigkeiten genauer ist als die
Interpolation aus Koordinaten. Erklaren kann man diese Tatsache dadurch, dass das
Interpolationspolynom hier nur einmal abgeleitet werden muss und deshalb
Ungenauigkeiten in der Interpolation nicht so stark zum Tragen kommen. Eine kleine
Genauigkeitsverbesserung kommt dann nur noch bei einer Interpolation, in der
gemessene Koordinaten und Geschwindigkeiten verwendet werden, zustande. Dies
liegt daran, dass die Auswertung von Geschwindigkeiten und Koordinaten gegentber
einer Auswertung ausschlief3lich von Geschwindigkeiten nur noch ein kleines Plus an
Informationen bringt. Die Genauigkeitssteigerung durch Verwendung des Super—
Interpolators im Vergleich mit einer einfachen Interpolation aus Koordinaten und
Geschwindigkeiten ist nur noch gering.

Deutlich zu sehen sind Spitzen in den Interpolationsfehlerfunktionen aller vier
Interpolatoren zu gleichen Zeitpunkten. Diese treten an den Stellen auf, an denen die
groRten Storungen in der Bahn, also die groRten Anderungen in der Bahnkriimmung
vorliegen. Dadurch werden gleichermal3en Interpolationspolynome aus gemessenen
Positionen und Geschwindigkeiten beeinflusst.

Es bleibt aber zu erwahnen, dass der Interpolationsfehler fir alle vier
Interpolatoren in der GréRenordnung 10° m/s? liegt. Aufgrund einer schlechter zu
erwartenden Bestimmbarkeit von Geschwindigkeiten gegentiber Koordinaten scheint
dann auch die Interpolation aus Koordinaten mehr als gleichwertig gegentiber den
anderen Interpolationsverfahren zu sein.

Aus den vorher angestellten Untersuchungen geht hervor, dass wohl das
Neunpunktschema die besten Werte liefert, da hier der Interpolationsfehler bei
unruhigem Bahnverlauf am kleinsten ist. Anzustreben ist dabei ein mdglichst kurzes
Messintervall, dass mit At = 10s aber auch gegeben ist. Da voraussichtlich dann bei
den drei Satellitenmissionen auch nur Koordinaten gemessen werden, wird flr den
weiteren Verlauf unserer Arbeit das Neunpunktschema einer Interpolation aus
gemessenen Koordinaten mit einem Intervall von At = 10s ausgewahit. Alternativ
sollen dann auch noch Ergebnisse mit dem Siebenpunktschema berechnet werden,
die dann mit den Ergebnissen des Neunpunktschemas verglichen werden kénnen.
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5. Bewegungsgleichung eines kinstlichen Erdsatelliten

5. Bewegungsgleichung eines kiinstlichen Erdsatelliten

5-0. Allgemeines

Wir wollen im Folgenden die NEwTONsche Bewegungsgleichung allgemein far
ruhende und bewegte Bezugssysteme erortern. Zu diesem Zweck sei X(t) = X;[E; der
Ortsvektor eines Massenpunktes m im Inertialsystem, x(t) = x;i& der Ortsvektor
desselben Massenpunktes im bewegten Bezugssystem und Xg(t) = XqlE; der
Ortsvektor des Ursprungs des bewegten Bezugssystems bezlglich des ruhenden

Systems:

-

\_

~

- /

Abb. 5.1: Relativkinematik

5-1. Bewegung im Inertialsystem

@1 =F Grundgesetz der Mechanik (2. NEWTONsches Axiom)

mX(t) = F
mit

d
dt
und

d2
~ X =
K dt 2

ZX=X=v :Bixi&i =Vv,E,
odt O

(5.1)\

(5.2)

(5.3)

(5.4)
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5. Bewegungsgleichung eines kinstlichen Erdsatelliten

Das NEwTONsche Bewegungsgesetz (5.1) lasst sich im Falle eines Inertial-
systems, d.h. die Basisvektoren E; sind zeitlich unveranderlich, in der Form (5.2)

schreiben. Dabei wird X(t) aus (5.4) bzw. a als Absolutbeschleunigung und F als
Absolutkraft bezeichnet. Die durch (5.1) oder (5.2) definierte Bewegung wird als

Absolutbewegung beziiglich des Inertialsystems bezeichnet.

5-2. Bewegung im bewegten Bezugssystem

Ist nun das Bezugssystem, in dem der sich bewegende Massenpunkt koordiniert
werden soll, selbst auch nicht in Ruhe, so gelten nach M. Scheinert (1996, S.30ff)

folgende Zusammenhange:

X = Xo(0) + x(1)

(5.5)
dx=9yx +9, (5.6)
dt dt dt
d d
EXO :Xo Vo = EthXO' élzl _VOIEI (5-7)
d_xz)(:Bd_xiEei+xin—eiH=vr+wxx (5.8)
dt dt 0O Odt 0O
mit d xi&.:v =v e und Bd—eiH:wxe. (5.9), (5.10)
Odt O ' not Odt O !
j—tx =X =v =(vO +tw ><x)+vr =V, +V, (5.11)
d2 d2 d2 (512)
= + —— X
dt 2 dt2 " °  dt?
d? 5 d d? d
—  X. =X. =a.,.=—vV,. = X . .= V<&-:a-E~ 5.13
dt2 0 0 0 dt 0 dt2 OI%I Ddt 0|D| Oi—i ( )
2
A"y =x :ivr +i(w><x) (5.14)
dt ? dt dt
mit d—vr :Bd—vri Eei +V d eiH (5.15)
dt Odt O dt 0
=a, +wxV, (5.16)

und i(uoxx):Bd—uonx+uo><%dfx£ei+xﬂd—
dt Odt 0O dt O

dt

\_ =W XX +w xv, +w x(wxx)

e % (5.17)

~

(5.18)/
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5. Bewegungsgleichung eines kinstlichen Erdsatelliten

2
/(;jtz X =X =a =a, +w x(W xx)+2w xv, +w xx +a, (5.1&h

mit a, =w x(wxx) (520
z (5.21)
a, =W xX
(5.22)
a, =a, +a, +a,
a, =2w xv, (5.23)
folgt
ma =m(a, +a, +a,)=F (5.24)
bzw.

ma, =F -ma, -ma, (5.25)
\\ mX(t) =F —ma, —ma_, (5.26)J

Gleichung (5.5) stellt gemall Abb. 5.1 die Beziehung zwischen Inertialsystem
und bewegtem Bezugssystem dar. Fir die Herleitung des Bewegungsgesetzes eines
Massenpunktes bezliglich eines translatorisch und rotatorisch bewegten Bezugs-
systems differenzieren wir (5.5) entsprechend (5.6) oder (5.12) einfach bzw. zweifach
nach der Zeit. Die linken Seiten dieser Gleichungen beziehen sich auf das
Inertialsystem und wurden in (5.3) und (5.4) betrachtet. Wir wollen nun die rechten
Seiten der Gleichungen (5.6) und (5.12), welche die Zusammenhange im bewegten
Bezugssystem darstellen, ausfiihren.

In (5.7) wurde zunachst der Verschiebungsvektor Xy(t) zwischen Inertial- und
bewegtem Bezugssystem (bezogen auf das Inertialsystem) einmal zeitlich
differenziert, um den Lineargeschwindigkeitsvektor vy des Koordinatenursprungs des
sich bewegenden Systems gegenuber dem festen Ursprung des Inertialsystems zu
erhalten. In (5.13) wurde X(t) zweimal nach der Zeit abgeleitet. Als Ergebnis erhalt
man den Vektor a,, der die Linearbeschleunigung des veranderlichen Ursprungs
gegeniber des festen beschreibt. Man bezeichnet a, auch als Vektor der
Anfahrbeschleunigung. Der Vollstandigkeit halber sollten wir noch erwahnen, dass
man Vv, und a, beziglich des sich bewegenden Systems ausdriicken kdnnte, um auf
den rechten Seiten nur GrofRen bezogen auf das bewegte Bezugssystem stehen zu
haben. Da allerdings die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Referenzsysteme
geozentrisch sind, Xq(t), vo und a, also gleich null sind, wollen wir darauf nicht weiter
eingehen.

In Gleichung (5.8) wird der Ortsvektor x(t) des Massenpunktes m bezlglich des
bewegten Systems zundchst einmal und in (5.14) ein zweites Mal nach der Zeit
differenziert. Der wesentliche Unterschied gegenuber dem Vorgehen beim
Inertialsystem ist, dass nun auch die Basisvektoren g;, da sie im Gegensatz zu den
Basisvektoren E; zeitlich veranderlich sind, abgeleitet werden missen. Der erste
Summand von (5.8) bzw. (5.9) steht fiir die zeitliche Anderung der Koordinaten x;
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5. Bewegungsgleichung eines kinstlichen Erdsatelliten

bezlglich der unverédnderten Einheitsvektoren e und wird auch als
Relativgeschwindigkeit v, bezeichnet. Der zweite Summand beschreibt, wie soeben
erlautert wurde, die zeitliche Anderung der Einheitsvektoren e; durch eine Rotation
des bewegten Systems gegeniber dem Inertialsystem. Diese Rotation ist durch den
Vektor der Winkelgeschwindigkeit w(t) entsprechend (5.10) definiert. Auf den Vektor

w(t) kommen wir im Weiteren noch genauer zu sprechen. Fur die Bildung der

zweiten Ableitung des Ortsvektors x(t) (5.14) muss sowohl die Relativge-
schwindigkeit (1.Term) als auch die Rotationsgeschwindigkeit des bewegten
Systems gegentber dem Inertialsystem (2.Term) nach der Zeit abgeleitet werden.
Die Ableitung des 1. Terms setzt sich entsprechend (5.15) und (5.16) aus der
Relativbeschleunigung sowie der Rotationsbeschleunigung des bewegten Systems
gegeniber dem Inertialsystem zusammen. Die Ableitung des 2. Terms summiert sich
unter Beachtung der Produktregel aus der Andrehbeschleunigung (vgl. auch (5.21),
der Rotationsbeschleunigung des bewegten Systems gegentber dem Inertialsystem
und der Zentrifugalbeschleunigung (vgl. auch (5.20)).

Als Ergebnis der einmaligen zeitlichen Differentiation (5.6) von (5.5) erhalten wir
(5.11). Die Absolutgeschwindigkeit v setzt sich somit aus der Fuhrungs-
geschwindigkeit v¢ und der Relativgeschwindigkeit v, zusammen. Die Fuhrungs-
geschwindigkeit selbst besteht aus der linearen Translationsgeschwindigkeit (5.7)
sowie der Rotationsgeschwindigkeit des bewegten Systems gegeniber dem Inertial-
system.

Als Ergebnis der zweimaligen zeitlichen Differentiation (5.12) von (5.5) ergibt
sich (5.19). Die Absolutbeschleunigung a besteht demnach aus der Linear-
beschleuigung (Anfahrbeschleunigung) a, (5.13), der Zentrifugalbeschleunigung a,
(5.20), der Caoriolisbeschleunigung a. (5.23), der Andrehbeschleunigung a4 und der
Relativbeschleunigung a;. Entsprechend (5.22) kann die Anfahrbeschleunigung ay,
die Andrehbeschleunigung a4 und die Zentrifugalbeschleunigung a, auch unter der
Bezeichnung Fuhrungsbeschleunigung a; zusammengefasst werden. Die Fihrungs-
beschleunigung as und die Coriolisbeschleunigung a. werden auch als Scheinbe-
schleunigungen bezeichnet, da sie nur im bewegten nicht aber im ruhenden Bezugs-
system auftreten.

Setzt man fur die Absolutbeschleunigung a in Gleichung (5.1) nun die gefundene
Beziehung (5.19) ein, erhalt man das NEwWTONsche Bewegungsgesetz in der Form
(5.24) oder in der Form (5.25,26). Es qilt fur einen, beziglich eines translatorisch und
rotatorisch bewegten Bezugssystems, bewegten Massenpunkt.

5-3. Der Winkelgeschwindigkeitsvektor

Wir wollen nun den Vektor der Winkelgeschwindigkeit w(t), der in (5.10) ein-

gefuhrt wurde, etwas genauer betrachten. Dieser Vektor wird beziiglich der Basis
des bewegten Systems angegeben, da er die Rotation des bewegten Systems
gegeniiber dem Inertialsystem, also die (zeitliche) Anderung, beschreibt.
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e, =R(tE, bzw. E, =R (t)e, (i=1,2,3) (5.27)
Es gilt
00 W w0
on=2"®=RR'=Fw, 0 - (5.28)
sz —0y 0 E
[, 0
w(t) = %ozﬁ (5.29)
Fos 5

sowie der Zusammenhang

—Q(1)x(t) = w(t) x x(t) (5.30)

Die Beziehungen (5.27) machen deutlich, dass das bewegte und das
Inertialsystem durch eine 3x3-Rotationsmatrix R(t) bzw. deren Inverse R™(t) = R'(t)
ineinander Uberflhrt werden kénnen. Mit Hilfe dieser Rotationsmatrix R(t) und deren

zeitlicher Ableitung B(t) wird nach (5.28) die antisymmetrische 3x3-Matrix Q(t)

definiert. lhre drei unabhangigen Elemente w;, w», ws bilden nach (5.29) den
Winkelbeschleunigungsvektor w(t), der wie bereits erwahnt bezuglich der Basis des

bewegten Systems gilt und die rotatorische Anderung der Basisvektoren e; angibt.
Gleichung (5.30) verdeutlicht die Beziehung der Matrix Q(t) und des Vektors w(t)

und ist ein hilfreicher (und anschaulicher) Zusammenhang bei der Anwendung
von Q(t) bzw. w(t)auf Vektoren.

5-4. Gegenuberstellung der Bewegungsgesetze, Bewegungsgleichung eines
kunstlichen Erdsatelliten

Nachdem wir nun die Bewegungsgleichungen eines Massenpunktes im
Inertialsystem und im bewegten Bezugssystem erarbeitet haben, kénnen wir dazu
Ubergehen, die Bewegungsgleichungen eines Satelliten im Gravitationsfeld der Erde
anzugeben.

Der Einfachtheit halber wollen wir im Rahmen dieser Arbeit den Satelliten wie
z.B. in M. Scheinert (1996, S.32ff) als starres Teilchensystem auffassen, welches
durch die Bahnbewegung seines Massenmittelpunktes représentiert ist. Angesichts
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der Abmessungen und des Gewichts der hier betrachteten Satelliten CHAMP,
GRACE und GOCE im Vergleich zum Betrag ihrer geozentrischen Positionsvektoren
und im Vergleich zum Gewicht der Erde scheint dies auch gerechtfertigt. Wir
beschranken uns somit auf das Modell der “Bewegung eines (Einheits-)
Massenpunktes” und kdnnen somit ebenfalls die Kopplung von Bahnbewegung und
Drehbewegung des Satelliten aufl3er Acht lassen. Somit lasst sich bereits festhalten,
dass die “linken Seiten” der Bewegungsgleichungen eines Satelliten denen der
Gleichungen (5.2) und (5.26) fir m = 1 entsprechen werden. Fir die Bestimmung der
“rechten Seiten” eben genannter Gleichungen verbleibt somit die Aufgabe, die dort
auftretende Absolutkraft F zu identifizieren, also diejenige Kraft (diejenigen Krafte) zu
bestimmen, welche fur die Bewegung des Satelliten verantwortlich ist (sind). Hier ist
natdrlich in erster Linie die Gravitationskraft der Erde zu nennen, die sich als
Gradient des Gravitationspotenzials darstellen lasst. Aber auch gravitative und nicht-
gravitative Storkrafte, auf die bereits teilweise im Rahmen der Missions-
beschreibungen eingegangen wurde, sind zu bericksichtigen.

Die Bewegungsgleichungen eines kinstlichen Erdsatelliten im Gravitationsfeld
der Erde bezlglich des Inertialsystems bzw. bezilglich des terrestrischen
Bezugssystems lauten somit wie folgt:

4 O

X(t) = grad U(X(t),u) +a(X(t), X(t),&(t)) (5.31)
X(t) =grad U(x(t),u) —a, —a, +a(x(t),x(t),g(t)) (5.32)
mit: a; =0 XX +o X(0XX) (5.33)

a, 2w XX =2wWXxV, (5.34)

.

(5.31) stellt das (kontinuierliche) Bewegungsgesetz des Satelliten im

Inertialsystem dar. Dabei ist X(t),X(t), X(t) der Positions-, der Geschwindigkeits- bzw.

der (Absolut-)Beschleunigungsvektor des Satelliten im Inertialsystem (ICRF). U steht
hier fur die kartesische Kugelfunktionsentwicklung des Gravitationspotenzials der
Erde (vgl. (3.29)). Weiter bezeichnet u den Vektor, der die fir diese Entwicklung
notwendigen Parameter (Kugelfunktionskoeffizienten) enthalt. Aus dem Gravitations-
potenzial U erhalt man bekanntlich die Gravitationskraft durch Gradientenbildung
beziiglich des Inertialsystems. Der Vektor a berlcksichtigt alle weiteren (nicht in
Zusammenhang mit dem Gravitationsfeld der Erde) auftretenden Beschleunigungen
und wird als Vektor der Stdrbeschleunigungen bezeichnet. Er ist abhangig von
Position und Geschwindigkeit des Satelliten, sowie einigen anderen Einflussgrof3en,
die stellvertretend durch den Vektor g(t) dargestellt werden, und die uns teilweise in

Form von Modellparametern bekannt, teilweise aber auch unbekannt sind. Auf die
Stdrbeschleunigungen kommen wir spéater noch genauer zu sprechen.
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(5.32) bescheibt die Bewegung eines Satelliten in einem bewegten
(terrestrischen) Bezugssystem. Es st x(t),x(t),X(t) der Positions-, der

Geschwindigkeits- bzw. der Beschleunigungsvektor des Satelliten gegeniiber dem
terrestrischen Referenzsystem (ITRF, WGS84). Bei der Angabe der Bewegungs-
gleichung des Satelliten gegenlber des "mit der Erde mitrotierenden Systems” ist die
Gravitationskraft der Gradient des Gravitationspotenzials beziglich des mitbewegten
Systems. Dies stellt auch den "natlrlichen"” Zusammenhang dar, da das Gravitations-
potenzial und die dadurch verursachten Gravitationskréfte selbstverstandlich an die
Bewegung (Rotation) der Erde gebunden sind. Daflir muss man im Bewegungs-
gesetz der Form (5.32) Scheinbeschleunigungen wie die Fihrungsbeschleunigung as
und die Coriolisbeschleunigung a. bertcksichtigen. In (5.32) tritt ebenfalls der Vektor
der Storbeschleunigungen a, dieses Mal in Abhangigkeit von Position und Ge-
schwindigkeit des Satelliten beztiglich des bewegten Systems, auf.

Mit (5.31) und (5.32) haben wir nun eine Gegenuberstellung der
Bewegungsgleichungen eines idealen kinstlichen Erdsatelliten hinsichtlich inertialem
und bewegtem System vorgenommen. Hieraus lasst sich schlussfolgern, dass die
Darstellung beziglich des Inertialsystems aufgrund der nicht vorhandenen
Scheinkrafte gunstiger erscheint. Daftr wird es allerdings notwendig sein, die
kartesischen WGS84-Positionen des GPS-vermessenen Satelliten, aus denen mit
Hilfe der Interpolationsformel nach GREGORY-NEWTON (vgl. Kapitel 4) die
Beschleunigungen geschéatzt werden (diese sind fir die linke Seite von Gleichung
(5.31) notwendig), vom terrestrischen ins Inertialsystem zu transformieren (vgl.
Kapitel 2). Weiter muss eine Uberfilhrung des Gradienten des Gravitationspotenzials
bezlglich des mitrotierenden (terrestrischen) Systems, welches Grundlage fir die
Darstellung des Erdschwerefeldes ist, in den Gradienten beziglich des
Inertialsystems erfolgen.

Die erste Aufgabe, also die Transformation von Positionen zwischen
terrestrischem (WGS84-)System und (Quasi-)Inertialsystem, wurde bereits in Kapitel
2 behandelt und wird hier als bekannt angenommen. Den zweiten Teil, namlich die
Uberfiihrung des Gradienten, sowie die im Folgenden in dieser Arbeit verwendete
Bewegungsgleichung (kontinuierlich und diskret) wollen wir jetzt einfiihren:

4 X()=RMOX({) und  X(t)=R"(t)x(t) (5.35>\
grad U(X(t),u) =R (t)grad U(x(t),u) (5.36)
X(t) =R’ (t)grad U(x(t),u) + a(X(t), X(t),&(1)) (5.37)
X(t,) =R (t, )grad U(x(t, ),u) + a(X(t, ), X(t, ).£(t,))  (5.38)

%
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In (5.35) ist nochmals der Zusammenhang zwischen bewegtem und ruhendem
Bezugssystem entsprechend den Gleichungen (2.39) und (2.40) dargestellt.
Zusatzlich soll in Erinnerung gerufen werden, dass die Matrix R(t) die in Kapitel 2-6.
hergeleitete Transformationsmatrix, bestehend aus Prézessions-, Nutations-, und
Polbewegungsmatrix, sowie einer Rs-Rotationsmatrix um den Stundenwinkel von
Greenwich, ist.

(5.36) beschreibt nun die angesprochene Transformation des Gradienten des
Gravitationspotenzials der Erde bezlglich terrestrischem und inertialem System.

(5.37) und besonders die diskrete Darstellung in (5.38) beschreiben die Form
der Bewegungsgleichung eines kunstlichen Erdsatelliten wie wir sie im Weiteren
verwenden wollen. Die diskreten Beschleunigungen der linken Seite von (5.38)
erhalten wir wie bereits besprochen mit Hilfe der Interpolationsformel nach
GREGORY-NEWTON (5.22). Die Beschleunigung X(t) zum Zeitpunkt t, wird in (5.22)
aus bis zu vier vorausgegangenen Satellitenpositionen X(tx.1)...X(t.4) bzw., da wir auf
Beschleunigungen beziiglich des Inertialsystems Ubergehen, aus X(tc.1)... X(tx4) und
vier nachfolgenden Positionen X(tx+1)..-X(tkra) bzw. X(tk+1)... X(tk+s) geschétzt. Die
Verwendung von "zukinftigen" Positionen ist méglich, da die Auswertung nicht in
Echtzeit, sondern im sogenannten post-mission-processing geschieht.

Bevor wir nun mit Hilfe obiger Bewegungsgleichung (5.38) die Beobachtungs-
gleichung und somit das Gleichungssystem zur Bestimmung der gesuchten Kugel-
funktionskoeffizienten des Gravitationspotenzials angeben, muissen wir die
verschiedenen Stoérbeschleunigungen, die entweder im Vektor a gesammelt oder in
Form von (zeitabh&ngigen) Zuschlagen zu den Kugelfunktionskoeffizienten ¢, bzw.
s,m berucksichtigt werden, im néchsten Kapitel etwas néher betrachten.
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6. Storbeschleunigungen
6-0. Allgemeines

Im Rahmen der Missionsbeschreibungen des ersten Kapitels sind wir bereits auf
einige Storkrafte und die durch sie verursachten Storbeschleunigungen zu sprechen
gekommen. So wurde fur die beiden Missionen CHAMP und GRACE festgehalten,
dass nicht-gravitative Storbeschleunigungen wie z.B. die Atmosphéarenreibung, der
Strahlungsdruck der Sonne und der Erde (Erdalbedo) durch an Bord der Satelliten
befindliche Akzelerometer erfasst werden. Zusatzlich wurde fir die GRACE-Mission
festgestellt, dass sich Stoéreinflisse auf die beiden GRACE-Satelliten annahernd
gleich auswirken und sich somit z.B. durch Positions- bzw. Geschwindigkeits-
differenzen leicht eliminieren lassen. Im Fall der GOCE-Mission registriert ein
Gradiometer nicht-gravitative-Storkréafte und leitet sie sofort als Steuersignal an das
Lagekontrollsystem weiter, das durch entsprechend gerichteten Schub daflr sorgt,
dass sich der Satellit im Freien Fall befindet.

Im Folgenden wollen wir Uber obige Feststellungen hinaus weitere
Untersuchungen zu Storkraften machen, um deren Effekt auf die Bestimmung des
Erdgravitationsfeldes besser verstehen zu kdnnen. Somit sollten wir dann in der
Lage sein, sie entweder messtechnisch (wie oben angefiihrt) oder durch geeignete
Modelle berlcksichtigen zu kdnnen.

Im Wesentlichen kann man zwei Arten von Storkraften unterscheiden. Dies sind
zum einen die sogenannten gravitativen oder konservativen und zum anderen die
uns bereits besser bekannten nicht-gravitativen oder nicht-konservativen Storkrafte.
Als konservativ bezeichnet man u.a. ein Kraftfeld, fur das das Arbeitsintegral tUber
einen geschlossenen Weg null ist.

Die relevantesten Storeinflisse wollen wir im Folgenden auffihren, und auf
diejenigen, die wir im Rahmen dieser Arbeit zu bericksichtigen beabsichtigen,
anschlieBend weiter eingehen. Dabei ist die Reihenfolge der Vorstellung der
Storkréafte so gewahlt, dass ihr Einfluss immer geringer wird.

6-1. Ubersicht gravitative und nicht-gravitative Storeinfliisse

Gravitative Storkrafte:

« Direkte Gravitationswirkung anderer Himmelskorper, wie z.B. Sonne, Mond,..
* Indirekte Gravitationswirkung anderer Himmelskorper

* Gezeiten der festen Erde

¢ Ozeangezeiten

e Einfluss der Polbewegung

e Einfluss der Atmosphéare

* Relativistische Effekte

¢ (Nacheiszeitliche Hebungsvorgéange,...)
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Nicht-gravitative Storkrafte:

« Atmosphérenreibung

e Strahlungsdruck der Sonne
« Erdalbedo

e Orbitmanéver

¢ (Lorentzkréfte,...)

6-2. Gravitative Storeinflisse
6-21. Direkte und indirekte Gravitationswirkung anderer Himmelskérper

Unter der direkten Gravitationswirkung ist die Beschleunigung des Satelliten
relativ. zum Geozentrum zu verstehen, die sich ausschliel3lich aufgrund der
gravitativen Anziehung des Himmelskorpers ergibt. Sie setzt sich dabei aus zwei
Anteilen zusammen. Zum einen wird der Satellit direkt aufgrund der Anziehungskraft
des Himmelskérpers zu diesem beschleunigt und zum anderen erféhrt die Erde, also
das Geozentrum, welches den Ursprung des vereinbarten (Quasi-) Inertialsystems
bildet, eine Beschleunigung (vgl. Abb. 6.1).

Als indirekter Gravitationseinfluss wird die Deformation des Erdschwerefeldes
bezeichnet. Diese Deformation ergibt sich durch Massenumverteilungen innerhalb
der Erde, die durch das Potenzial des Himmelskdrpers hervorgerufen werden.
Schwerefeldanderungen bewirken ihrerseits Stdrbeschleunigungen auf den
Satelliten.

Fur die Behandlung der direkten Gravitationswirkung betrachten wir beispiels-
weise den Einfluss von Sonne und Mond, denn sie verursachen die grof3ten
Stoérbeschleunigungen. Fir den Mond erklart sich dies durch seine Nahe zur Erde
und im Fall der Sonne durch ihre sehr grol3e Masse:

4 . N

Sonne

Abb. 6.1: Gravitationswirkung weiterer Himmelskorper
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In Abb. 6.1 sind die auf den Satelliten wirkenden Anziehungskréafte von Sonne
Fs, Mond Fy und Erde F sowie die auf das Geozentrum der Erde wirkenden Krafte
Fos und Foy aufgrund der Anziehung von Sonne und Mond dargestellt. Fs, Fy und F
stellen den oben beschriebenen ersten Anteil der direkten Graviationswirkung dar,
Fos und Foy den zweiten.

Nimmt man an, dass die Himmelskorper als Punktmassen betrachtet werden
duarfen, so berechnet sich der erste Storanteil ay bezlglich des Inertialsystems,
verursacht durch einen beliebigen Himmelskoérper H, allgemein mit (6.1) und der
zweite apy mit (6.2). Hieraus ergibt sich nach (6.3) die direkte Graviationswirkung
agrav i (6.4) eines beliebigen Himmelskorpers. Sollen die Anziehungskrafte mehrerer
Himmelskdrper (z.B. von Sonne und Mond) berlcksichtigt werden, so ergibt sich die
direkte Gesamtstdrbeschleunigung acry, hervorgerufen durch die Gravitation aller
berlicksichtigter Himmelskorper, aus der Summe der Teilbeschleunigungen, bewirkt
durch die einzelnen Himmelskdrper nach (6.5).

/ 8, = (1) - X, (1) <6.1)\

[X(t) - X, @)

GM
Aoy = _—H(XH(t)) (6.2)
. F
agrav i = aH _aEIH (63)
2y =M, IO=X4@) | Xy 64

gx®-x.0F X0 5

\\ aGrav = Z agrav i (65)/

Fur die Berechnung der benétigten Ortsvektoren Xs und Xy von Sonne und
Mond sowie fur die Behandlung der indirekten Gravitatonswirkung verweisen wir auf
Ch. Pfister (1999). Uns soll es fir den Rahmen dieser Arbeit zunachst genligen den
Effekt an sich vorzustellen und dabei auch nur die mal3geblichen Anteile zu
bericksichtigen. Eine sukzessive Erweiterung auf weitere Himmelskérper sowie die
indirekte Gravitationswirkung, welche Stdrbeschleunigungen in der GréRBenordnung
von 210" m/s? zur Folge hat, ist leicht mdglich. Desweiteren ist es z.B. nach V.
Shen (2000) mdglich, die Annahme, dass die Himmelskorper punktférmige Massen
darstellen, fallen zu lassen und aufgrund ihrer tatsdchlichen Gestalt weitere
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Korrekturen zu berechnen, um somit eine hohere Genauigkeit fur die
Stoérbeschleunigungen zu erreichen.

AbschlieBend lasst sich festhalten, dass der Einfluss anderer Himmelskorper
Storbeschleunigungen in der GréRBenordnung bis zu 0.1mGal (10° m/s?) zur Folge
haben kann.

6-22. Gezeiten der festen Erde

Ursache fir die Gezeiten der festen Erde (der Kontinentalgebiete), sind in erster
Linie Anziehungskréfte der Sonne und des Mondes. Die feste Erde, also das
Festland, fuhrt unter Einfluss dieser Himmelkorper (Auf- und Ab-)Bewegungen in der
GroRRenordnung einiger Dezimeter durch. Es ist nachvollziehbar, dass diese
Deformationen Massenbewegungen darstellen, wodurch sich der Zusammenhang
zum Schwerepotenzial der Erde und dessen zeitliche Anderung erkléart.

Die Gezeiten der festen Erde lassen sich nach D.D. McCarthy (1996, S.41ff)
oder P.K. Seidelmann (1992, S.233ff) durch zeitabhdngige Zuschlage

AEl,m bzw. A§|,m zu den normierten  Kugelfunktionskoeffizienten El,m bzw. §|,m
modellieren. Im Folgenden sollen hier speziell die Zuschlage fur die Koeffizienten
zweiten Grades 52,0,52,1 und 62,2 angegeben werden, da diese mit einer GrolRen-

ordnung von 10® den maRgeblichen Beitrag liefern. Zuschlage zu den Koeffizienten
mit Grad und Ordnung héher als drei liegen bereits bei 10™" und darunter, weshalb
wir diese (zunachst) vernachlassigen.

/ i —iS = Sim_ 5 SV, ﬂﬁ (sing,)e™™ (GGN
I,m Im — 2|+1JZZ GMD ]. I,m i .

= 0.29525 & GM, :
Ac20 = NG Z GM] gapz,o(smq)j) (6.7)
I= o[
_ _ 3 GM. ~
AC21 —iAS21 = O'f/ii;o GM] ij(sinq)j e (6.8)
IE o[

_ _ 3 GM. .
AC22 —1AS,, = 0'396%01 GMJ }jszz(sinq)j)e 2, (6.9)
1= O j

mit der Eulerschen Formel:

\ e™ =cosx +isinx (6.10)/
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Mit (6.6) ist die allgemeine Form fir die Berechnung der Zuschlage zu den
Kugelfunktionskoeffizienten fur Grad zwei und drei gegeben. Wie angesprochen,
mochten wir uns auf die Koeffizienten zweiten Grades beschréanken, weshalb diese
explizit in (6.7) bis (6.9) aufgefihrt sind. Die Definition der LEGENDRESchen
Funktionen und der bendtigte Zusammenhang zwischen normierten Py, sin(¢;) und

unnormierten p, sin(¢,) istin (6.4) bzw. (6.5) gegeben.

Es wird deutlich, dass die Zuschlage Acimbzw.As,» zu den Kugelfunktions-
koeffizienten ¢, bzw.si» von den LovEschen Zahlen k., den zeitabhangigen
Positionen rj, @, A; der (berticksichtigten) Himmelskorper j (z.B.: j = 2... Sonne und j =
3... Mond), sowie deren Massen M; abhangig sind. Die LovEschen Zahlen stellen
Parameter fir das Deformations-/Festigkeitsverhalten der festen Erde dar. Die
Positionen r,¢,4 von Sonne und Mond werden bezuglich eines terrestrischen
Bezugssystems angegeben. Fir die Bewegungen/Deformationen haben wir hier
vereinfacht angenommen, dass sie elastisch sind. Im Fall der realistischeren
Annahme, namlich dass sich die Erde nicht-elastisch verhdlt, sind komplexe
LoveEsche Zahlen (D.D. McCarthy (1996, S.43)) zu verwenden. Der nicht-elastische
Beitrag liegt nach D.D. McCarthy (1996, S.42) in der GroRenordnung von 10™° und
wird hier deshalb nicht bericksichtigt. Desweiteren haben wir angenommen, dass
die LovEschen Zahlen von der Schwingungsdauer der Deformation unabhangig sind,
ihre Werte also konstant (frequenzunabh&ngig) sind. Zuséatzliche Zuschldge zu den
Koeffizienten ¢, bzw.sim, die  sich aufgrund der Frequenzabhangigkeit der
LovEschen Zahlen ergeben, sind D.D. McCarthy (1996, S.43ff) zu entnehmen. lhre
Betrage (fur den Fall einer elastischen Erde) sind mindestens eine GrolRenordnung
geringer als im Fall der Frequenzunabhangigkeit der LovEschen Zahlen.

AbschlieBend lasst sich sagen, dass die Zuschlage Aco,Acz:undAcz. zu den
zugehorigen  Kugelfunktionskoeffizienten  zeitabhéngige  Potenzialanderungen
darstellen, die nach Y. Shen (2000) zu (St6r-)Beschleunigungen der GréRenordnung
10" m/s? korrespondieren.

6-23. Ozeangezeiten

Die Gezeiten der Ozeane werden ebenfalls vorwiegend durch Anziehungskrafte
von Sonne und Mond bewirkt. Die sich daraus fir das Erdschwerefeld ergebenden
Auswirkungen kénnen wiederum durch zeitabhéngige Zuschlage Acim bzw.Asm zu
den normierten Kugelfunktionskoeffizienten ¢, bzw.s;» modelliert werden. Diese

Zuschlage berechnen sich nach D.D. McCarthy (1996, S.47ff) bzw. P.K. Seidelmann
(1992, S.240ff) mit Hilfe folgender Beziehungen :
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ACim —iASim =F, Z Z (cjIm T is;m)ei‘es (6.11)
ACim = Fim ; [(c am T Cam )cos 6, + (s;m +Sg, )sin 93] (6.12)
s(l,m)

Agl'm = I:I,m [(S;rlm + S;Im )COS gs - (C ;Im + C;Im )Sin es] (613)

W [+m) +K/
= J (l-mxél +1)()2 ) (644

5

6, =n(B= iniﬁi oder 6, =(f, +1 N B =m(6,, +T[)—ZN.F.
1= =

I

(6.15)
s =F +Q(=p,)
h=s-D (=)
p=s-1(=B,)

6.16
N =-0(=) ©19
p, =5-D-I'(=B;)
T =@, +1t-s(=p,)

C;_rlm _isilm :_iéilmei(€§|m+XS) (6'17)

Mit (6.11) bzw. mit den durch (6.10) erhaltenen expliziten Darstellungen (6.12)
und (6.13) berechnen sich die zeitlichen Variationen Acm bzw.As,» der normierten
Kugelfunktionskoeffizienten cim bzw. sim. In Gleichung (6.14), die fiir die Berechnung
der Zuschlage Acin bzw.As, benétigt wird, ist py = 1.025 kgm™ die Dichte von
Salzwasser, G = 6.6725910 ' mkg s die Gravitationskonstante, g = 9.780327 ms™
der Schwerewert am Aquator und k' der vom Grad | abhéangige
Lastdeformationskoeffizient. Diese Lastdeformationskoeffizienten sind zusammen
mit anderen Konstanten im Rahmen eines Ozeanmodells gegeben.

In (6.12) bzw. (6.13) ist & das Gezeitenargument der jeweiligen
Gezeitenkomponente s. & wird nach (6.15) entweder mit Hilfe der sechs
DoobDsoNelemente T,s,h,p,N’,p; bzw. durch die funf Fundamentalargumente der
Nutationstheorie (DELAUNY Variablen) I,I'F,D,Q und einem Satz zugehdriger
Multiplikatoren ; bzw. F; bestimmt. Der Zusammenhang zwischen den
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DoobsoNelementen und den Fundamentalargumenten ist in (6.16) gegeben. Die
Fundamentalargumente berechnen sich entsprechend 2-52. (2.23-2.27). Die sechs
respektive funf Multiplikatoren, die fur die Auswertung von (6.15) benétigt werden,
sind fur die elf wichtigsten Gezeitenkomponenten (s = 1..11) in Tabelle 6.1 dargestellt
(vgl. D.D. McCarthy (1996)). Die sich anschlieRende Tabelle 6.2 fuhrt die einzelnen
Gezeitenkomponenten mit Periodendauer und absoluten bzw. relativen Amplituden
auf und ist E. Schwiderski (1983) enthommen.

BEZEICHNUNG T | S pIN|ps| I |I"'|F|D|Q

M2 2 o|0o|j0|0|0]|0|2]|]0]2

S, 2121(-2|0 0j|0|0|2]|-2]|2

N, 2/-1{0|1]0|0|2]0(2|0)| 2

Ky ojo0|0j0O|O

K1 l1/1(0(0l0|0O|JO]jO|JO]O|O

0O, l1/-1(0(0|0|0|0O|0O0|2]0|2

Py 1/1(-2(0(0|0|0|0|2]|-2|2

Q: 1/-2(0(2|0|0|2]|]0|2]0|2

M 0|2|0|0|0|0O|0O|0O0]|-2|0]-2

M 0|1|/0|-12|]0|0|-12|0|0]|0O0]O

S 0|0|2|0|0|0|0|0]|-2]2]-2

Tab. 6.1: Gezeitenkomponeten

BEZEICHNUNG PERIODENDAUER [h] AMPLITUDE [cm, (%)]
M, Principal Lunar Ys-tagig 12.421 24.23 (100.000)
S, Principlal Solar Yo-tagig 12.000 11.28 (46.564)
N, Elliptical Lunar Ys-tagig 12.568 4.64 (19.146)
K, Declination Luni-Solar Yo-tagig 11.967 3.07 (12.670)
K1 Declination Luni-Solar 1-tagig 23.935 14.16 (58.417)
0, Principal Lunar 1-tégig 25.819 10.06 (41.502)
P, Principal Solar 1-tagig 24.066 4.68 (19.330)
Q. Elliptical Lunar 1-tagig 26.868 1.93 (7.946)
Mg Fortnightly Lunar 14-tagig 13.661 d 4.17 (17.225)
M Monthly Lunar Monatlich 27.555 d 2.20  (9.089)
Sea Semiannual Halbj&hrlich 182.621d 1.94 (8.024)

Tab. 6.2: Perioden und Amplituden der Gezeitenkomponeten

Erganzend zu Tab. 6.2 lasst sich feststellen, dass die relativen Amplituden aller
vernachlassigten Gezeitenkomponenten nach E. Schwiderski (1993) unter 4%
liegen.
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Im Weiteren wollen wir nun speziell zwei Ozeanmodelle, mit denen sich dann die
Zuschlage Acim bzw. As,» nach (6.12) bzw. (6.13) berechnen lassen, vorstellen.

Hierzu stellen beide Modelle die dafir notwendigen harmonischen
Gezeitenkoeffizienten ¢* ¢ ,s* ,sZ bzw.C! sowie weitere Parameter, wie

sim? ™~ slm?~slm’*~ slm sim?

A

c

sim?

z.B. die erwahnten Lastdeformationskoeffizienten k' oder die Phasen ¢* , die

sim
Phasenverbesserungen xs, die Amplituden Hs und die Frequenzen der einzelnen
Gezeitenanteile s zur Verfiigung.

Das erste Modell ist das nach SCHwWIDERSKI und ist z.B. in P.K. Seidelmann
(1992, S.240ff) zu finden. Dieses Modell berlicksichtigt die soeben angesprochenen
elf maRgeblichen Gezeitenkomponenten (s = 1..11). Es ermdglicht Zuschlage bis
Grad | = 6 und Ordnung m = 2 zu berechnen. Dabei resultieren Korrekturen der
Ordnung m = 0 aus dem Einfluss langperiodischer Gezeitenkomponenten, der
Ordnung m = 1 aus dem Einfluss tagesperiodischer Gezeitenanteile und der
Ordnung m = 2 aus dem Einfluss von Gezeitenkomponenten mit einer Periodendauer
von einem halben Tag. Im Rahmen des SCHWIDERSKI-Modells sind die harmonischen
Gezeitenkoeffizienten in der Form ¢! ,¢_ nach SCHWIDERSKI gegeben. Sie kénnen

sim? ™ slm

durch (6.17) und den dazu erforderlichen Modellparametern g% , Hs bzw. Xs in die

bendtigten Koeffizienten c¢* ,¢cZ s’ ,s7  Uberfuhrt werden. Der Vollstandigkeit

sim? ™ sim?~slm? ~slm

halber kann man noch angeben, dass fir den Fall, dass die Phasenverbesserungen
Xs durch das Modell nicht explizit festgelegt sind, diese sich wie folgt aus den
sogenannten TAYLOR-CARTWRIGHT Amplituden Hs ergeben:

Hs>0 Hs<O
Langperiodisch 1 0
Tagesperiodisch V2 -T02
Halbtagesperiodisch 0 T

Tab. 6.3: TAYLOR-CARTWRIGHT Amplituden

Das zweite Modell, welches wir vorstellen méchten, wird vom IERS im Rahmen
der Technical Note 21 (D.D. McCarthy (1996, S.49)) empfohlen. Es tragt die
Bezeichnung CSR 2.0 und kann von der anonymen ftp-Seite ftp://ftp.csr.utexas.edu/
pub/tide/csr_2.0/spharm_csr_2.0_big8 heruntergeladen werden. Ein Auszug der
Modellparameter ist in Anhang A-3. zusammengestellt. Dieses Modell bertcksichtigt
insgesamt nur acht Gezeitenkomponenten (s = 1..8), und zwar die vier mit
Tagesperiode (K, O1, P1, Q1) und die vier mit Halbtagesperiode (K, O,, P,, Q,). Die
langperiodischen Anteile (M;, M, Ssa) Sind aul3er Acht gelassen. Mit diesem Modell
konnen allerdings Zuschlage Aci, bzw. As» bis Grad | und Ordnung m = 20
berechnet werden. Dies bedeutet, dass fur jede der acht Komponenten 228, also
insgesamt 1824 harmonische Gezeitenterme gegeben sind, was einem erheblichen
Rechenaufwand entspricht, dafur allerdings auch héhere Genauigkeiten ermdglicht.

Nach Y. Shen (2000, S.24) korrespondiert der Einfluss der Ozeangezeiten zu
Stérbeschleunigungen von bis zu 30°® m/s?.
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6-24. Einfluss der Polbewegung

Wie in 2-54. bereits erlautert, stellt die Polbewegung die Bewegung des
zélestischen Ephemeridenpols (um tagesperiodische Schwankungen befreite
Erdrotationsachse) gegeniiber der Figurenachse der Erde dar. Die Figurenachse der
Erde ist, wie schon beschrieben, als Achse beziglich der das Tragheitsmoment der
Erde maximal ist (Haupttragheitsachse) festgelegt. Wurde nun das ITRF, wie in 2-2.
vorgestellt, durch Koordinaten von Beobachtungsstationen und entsprechende
Zwangsbedingungen relativ zum Erdkdrper fixiert, ist nachzuvollziehen, dass sich
der zélestische Ephemeridenpol ebenfalls hinsichtlich des ITRF andert. Da nun das
Zentrifugalpotenzial durch die Bezugsachse der Erdrotation festgelegt wird, sich die
Darstellung des Erdschwerefeldes aber auf das ITRF bezieht, ist die Polbewegung
bei der Gravitationsfeldbestimmung zu bertcksichtigen. Da nun bekanntlich die
Koeffizienten c,; und s,; der Kugel-funktionsdarstellung des Gravitationspotenzials
mit den Tragheitsachsen des Erdkdrpers in Zusammenhang stehen, genauer die
Position der Figurenachse der Erde bezlglich des ITRF festlegen, kann nach D.D.
McCarthy (1996, S.46) und P.K. Seidelmann (1983, S.240) der Einfluss der
Polbewegung (Abweichungen des Ephemeridenpols von der Figurenachse) durch
zeitlich variierende Zuschlage Ac.,bzw.As,; zu den normierten Koeffizienten
.. bzw.s»; beriicksichtigt werden.

Im Folgenden wollen wir diese Zuschlage in Abhéngigkeit der Groflzen x,(t) und
Yo(t), die die Polbewegung beschreiben, ausdriicken. Zu diesem Zweck werden wir
zunachst fur eine Station S (an der Erdoberflache) die Zentrifugalkraft F (6.18) bzw.
das Zentrifugalpotenzial ® (6.19) fir den Fall, dass die Bezugsachse der Erdrotation
Q mit dem dritten Basisvektor e; des terrestrischen Bezugssystems zusammenfallt,
herleiten. Dieses Szenario ist in Abbidung 6.2 dargestellt. AnschlieRend untersuchen
wir flr einen Rotationsvektor Q, der nun aufgrund der Polbewegung vom dritten
Basisvektor e; des terrestrischen Systems abweicht (6.20), die sich ergebende
Anderung A® des Zentrifugalpotenzials (6.22). Die Anderung A® des
Zentrifugalpotenzials wird in (6.24) mit Hilfe des LoveEschen Parameters k in eine
Anderung AU des AuRenraumpotenzials der Erde uberfiihrt. AU wird wiederum in
Form zeitlich variierender Koeffizienten Ac,; bzw. As,; ausgedriickt (6.25).

es3 Q
A
S
b F
X

>
€1, €

Abb. 6.2:
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F=w’p mit p=xe,+x,e,+0e, (6.18)
1 2 2 2
B (x2 +x2) (6.19)
Q :o,(xpel +y,€e, +(1+ m)eg) (6.20)
_ 1h 21~ 12 2]
=Sl - {x|2) (6.21)
i -
A<D=——S|n29(xpc05/\ +ypsm/\) (6.22)
AU=kA® mit k=0.2977 (6.23)
C21=-1.290107x,

_ (6.24)
Sz1 =+1.29107° Yo

Entsprechend (6.18) ist die Zentrifugalkraft F das Produkt aus dem Quadrat der
mittleren Rotationsgeschwindigkeit der Erde und dem Abstandsvektor p. Dieser
entspricht dem senkrechten Abstand der Station S von der Rotationsachse. Fur den
angesprochenen Fall, dass der Bezugsvektor der Erdrotation Q mit dem dritten
Basisvektor e; des terrestrischen Referenzsystems ubereinstimmt, gilt nach W.
Heiskanen (1967, S.47) fur das Zentrifugalpotenzial & vereinfacht die Beziehung
(6.19). Dabei ist w die mittlere Rotationsgeschwindigket der Erde. Der
Zusammenhang zwischen Zentrifugalkraft F und Zentrifugalpotenzial @ ist durch F =
grad(®) gegeben. Weicht nun die Bezugsachse der Erdrotation aufgrund der
Polbewegung von der dritten Achse des terrestrischen Systems ab, so kann man Q
nach P.K. Seidelmann (1992, S.239) in der Form (6.20) angeben. Dabei sind x, und
Yy, die Polbewegungswinkel (in der Einheit Gradsekunden["]) bezlglich des ITRF, die
vom IERS mitgeteilt werden (vgl. Anhang A-2.). Der Parameter m entspricht kleinen
Anderungen in der Rotationsgeschwindigkeit der Erde. Nach P.K. Seidelmann (1992,
S.239) ist der sich aus m ergebende Einfluss allerdings vernachlassigbar. Das
Zentrifugalpotenzial ist fur diesen Fall durch (6.21) gegeben, wobei x = (X3, X», X3) der
Stationsvektor ist. Die Anderung des Zentrifugalpotenzials aufgrund des Einflusses
der Polbewegung ist in P.K. Seidelmann (1992, S.239) entsprechend (6.22) definiert.
Dabei ist 8die Poldistanz und A die in Richtung Osten gemessene Lange der Station.
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Mit Hilfe der LovEschen Zahl k wird, wie in (6.23) angegeben, aus der Anderung des
Zentrifugalpotenzials die korrespondierende Anderung des AuRenraumpotenzials
ermittelt. Diese Anderung lasst sich abschlieRend nach (6.24) durch Variation der
Kugelfunktionskoeffizienten c,; bzw. s,, darstellen. Es sei nochmals angemerkt, dass

die Zuschlage Ac,.bzw.As,;, da sie von der Polbewegung abhangen, zeitlich

variabel sind. Ihre GréRBenordnung liegt im Bereich 10,

An dieser Stelle waren nun die bedeutensten gravitativen Storkréfte
abgehandelt. Der Vollstandigkeit halber wollen wir auf zwei weitere noch kurz
eingehen. Ob und in wie weit diese allerdings bericksichtigt werden, ist stark von der
erwarteten Genauigkeit der Anwendung abhéngig.

6-25. Einfluss der Atmosphare

Aufgrund der Gravitationswirkung von Sonne und Mond auf die Erdatmosphare,
sowie durch zahlreiche weitere Prozesse (Tag-Nacht Variationen bzw. saisonale
Variationen der Atmosphéare, atmosphéarische Winde,...) kommt es zu
Massenumverteilungen in der Atmosphére, die ihrerseits eine Stérung der
Satellitenbahn hervorrufen. Diese Storung liegt nach Y. Shen (2000, S.24) in einem
Bereich, der etwa eine Grof3enordnung kleiner ist, als die durch Ozeangezeiten bzw.
Polgezeiten verursachten Stérungen. Hinzu kommt, dass sich wegen der Vielzahl
komplexer Einflussfaktoren die durch die Atmosphére hervorgerufenen gravitativen
Storeffekte nur sehr schwer modellieren lassen. Aus diesem Grund wollen wir nur
eine einfache Moglichkeit vorstellen, um zumindest den Effekt, der aufgrund des
Einfusses der Planeten zustande kommt, zu beriicksichtigen. Nach P. K. Seidelmann
(1992, S.244) besteht die Moglichkeit im Ozeanmodell nach SCHWIDERSKI die
Koeffizienten ¢}, und s}, der Gezeitenkomponente S, wie folgt zu modifizieren,

ci, ;7 — 0.6628 102m O ¢}, .., =—0.5370102m

(6.25)
Sy, o0+ 0.64561107°m O s, ., =+0.3210107°m

um den (zeitabhéngigen) Einfluss der sogenannten “atmospheric tides” auf das
Gravitationsfeld der Erde, genauer dessen Entwicklungskoeffizienten ¢, bzw.sim zu
bericksichtigen.

6-26. Relativistische Effekte

E. Grafarend (1992) bzw. D.D. McCarthy (1996, S.83) folgend ist flr den Fall,
dass die auf der NEwTONschen Gravitationstheorie basierende Formulierung der
Bewegungsgleichung (vgl. Kapitel 5) auf eine Betrachtungsweise entsprechend der
allgemeinen Relativitatstheorie erweitert wird, eine weitere gravitative Stor-
beschleunigung zu berlcksichtigen:
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GM, HIl GM
- 0O - Dj [}
c?|xw)° B9 X

Rel

- HX (t>H2 éx(t) + 4<X(t)‘ X(t)>>'<(t)§ (6.26)

Es ist X(t) der geozentrische Positions- und X(t) der geozentrische

Geschwindigkeitsvektor des Satelliten. In D.D McCarthy (1996, S.19) wird der fur die
Lichtgeschwindigkeit ¢ zu verwendende Wert mit 299792458 ms™ angegeben. (6.26)
stellt nur den (betragsmafig groften) Stéranteil nach SCHWARZSCHILD dar. Weitere
Anteile und eine genauere Ausfihrung der Zusammenhange ist E. Grafarend (1992)
zu entnehmen.

6-3. Nicht-gravitative Storeinflisse

Zu Beginn dieses Kapitels und in Kapitel 1 wurde bereits erlautert, dass die
nicht-gravitativen Storkrafte mit Hilfe von speziell angeordneten Beschleunigungs-
messern wahrgenommen und somit im Weiteren entweder kompensiert (GOCE ist
“drag-free”) bzw. numerisch (CHAMP, GRACE) berlcksichtigt werden kénnen. Fir
diese Arbeit bedeutet dies, dass wir im Fall von GOCE nicht-gravitative Storeffekte
nicht beachten missen bzw. im Fall von CHAMP oder GRACE die nicht-gravitativen
Stérbeschleunigungen als Messgrofien erhalten und sie anschlieend in der
Auswertung rechnerisch berlcksichtigen kénnen. Somit mussten wir uns folglich um
die Modellierung nicht-gravitativer Storeffekte keine Gedanken machen. Zudem
liegen uns fir die Behandlung der Atmospérenreibung in S. Kraus (1998), des
Solardrucks in F. Sayda (1997), der Erdalbedo in B. Johannsen (1999) sowie fir die
Modellierung der Satellitenoberflachen in H. Hahnle (1999) bereits implementierbare
Funktionen vor. Um die GréRenordnung des Storeinflusses abschatzen zu kénnen,
wollen wir dennoch die beiden bedeutendsten Storeffekte vorstellen.

6-31. Atmospharenreibung

Die verbleibenden Molekiile der Restatmosphare in Hohe der hier betrachteten
Satelliten verursachen Stérbeschleunigungen bis zu einer GréRenordnung von 10°®
m/s®> (vgl. 1-16.) entgegengesetzt zur Flugrichtung des Satelliten und sind damit
maf3geblich fir die Lebensdauer des Satelliten verantwortlich. Eine ausfihrliche
Behandlung der Atmospharenreibung ist in D. King-Helle (1987) bzw. S. Kraus
(1998) zu finden. Nach D. King-Helle (1987, S.20) wird die Stérbeschleunigung
aufgrund der Atmosphéarenreibung wie folgt ermittelt:
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s . — ~
D= EpAcDA,HX(t)HX(t) (6.27)

a, =2 6.28
° = (6.28)
N /

In (6.27) ist pa die Dichte der Atmosphéare in Umgebung des Satelliten. Sie kann
durch ein Modell (z.B. D. King-Helle (1987, S.78ff)) in Abh&ngigkeit von der
Bahnposition des Satelliten ermittlet werden. Cp ist ein Widerstandskoeffizient, der
durch die Form des Satelliten und die Molekiildichte in der Umgebung des Satelliten,
die ihrerseits wiederum stark von der Hohe des Sateliten abhéngt, bestimmt wird.
Zahlenwerte flr Cp sind in Abhangigkeit von der Form des Satelliten D. King-Helle
(1987, S.21ff) zu enthehmen, wo auch ein Standardwert fir Cp mit 2.2 angegeben
ist. A, ist die Querschnittsflache senkrecht zur Flugrichtung des Satelliten und kann
ebenfalls mit Hilfe von D. King-Helle (1987, S.27ff) ermittelt werden.X(t)ist der
Geschwindigkeitsvektor des Satelliten relativ zur ihn umgebenden Atmosphéare und
Mg die Satellitenmasse.

6-32. Direkter Strahlungsdruck der Sonne

Der Begriff direkter Solardruck (Strahlungsdruck der Sonne) steht fir die auf den
Satelliten auftreffenden Photonen, die von der Sonne emittierten wurden und auf
direktem Weg von dieser zum Satelliten gelangten. Stérbeschleunigungen des
Satelliten, die sich aufgrund dieses Effektes ergeben, haben eine GréRenordnung
von etwa 10® m/s?. Sie treten dabei in erster Linie in radialer Richtung auf. Der
beschriebene Storeinfluss wird nach D.D. McCarthy (1996, S.81) wie folgt berechnet:

4 N

HO (AU) f A X -X() E
= 0Ck
vgax(t) Xs(t)||D Me [X(1) - )(S(t)"a (6.29)
mit K=4.5600107° = w
m

und (AU)=149597870691m +30m

- /

In (6.29) sind x und (AU) konstant, wobei « den Solardruck in einer Distanz, die
dem Bahnradius des Umlaufes der Erde um die Sonne (EKliptik) entspricht,
beschreibt. Dieser Radius (rund 150 Mio. Kilometer) ist eben genau eine
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Astronomische Einheit (Astronomical Unit, AU). X(t) und Xs(t) sind die
Positionsvektoren des Satelliten und der Sonne, mg, die Masse des Satelliten. Cg ist,
vergleichbar dem vorherigen Abschnitt, ein satellitenspezifischer Parameter fir den
Solardruck. A, ist die wirksame Flache, also diejenige Querschnittsflache, die
senkrecht auf der Verbindungslinie Satellit-Sonne steht. Der Vorfaktor v (0 < v< 1)
beschreibt die Stérke der Sonneneinstrahlung. Befindet sich der Satellit z.B. im
Erdschatten so gilt v = 0. Dagegen ist v = 1 fir den Fall, dass der Satellit
uneingeschrankt Sonnenlicht erhalt.

Eine detailiertere Modellierung des direkten Solardrucks mit bereits
implementierbaren MATLAB-Funktionen ist in F. Sayda (1997) zu finden.

6-33. Erdalbedo; Orbitmandver; Lorentzkrafte

Erdalbedo, Orbitmanoéver und Lorentzkrafte sind drei weitere Faktoren die nicht-
gravitative Storkrafte zur Folge haben. Im Folgenden wollen wir zu diesen nur einige
kurze Anmerkungen machen.

Fur die Behandlung der Erdalbedo, also den indirekten Solardruck, verweisen
wir auf B. Johannsen (1999). Die an der Erdoberflache reflektierte Sonnenstrahlung
verursacht Storbeschleunigungen, die deutlich geringer sind, als die durch den
direkten Strahlungsdruck zustande kommenden. Sie kénnen somit vorerst
vernachlassigt werden.

Wie bereits erwdhnt sind fir die betrachteten Satellitenmissionen aktive
Lageregelungsmandver vorgesehen. Zur Lageregelung werden entweder Kaltgas-
disen geringer Schubkraft oder lonenstrahlantriebe verwendet. Aufgrund nicht
praziser Anordnung dieser Steuerungskomponenten, nicht gleichmaRig
ausgesteuerter Schubkraft oder durch Lageregelung ins Schwingen versetzte
Satellitenbauteile (CHAMP-Magnetometerausleger) treten Stérbeschleunigungen auf
deren GroRRenordnung im Bereich derer verursacht durch die Atmosphéarenreibung
(10®) liegen. Sie kénnen folglich nicht vernachléassigt werden. Die Ziindzeitpunkte
und Zunddauer der Steuerdisen missen also bekannt sein, damit die dort erfolgten
Messungen wenn nétig gefiltert werden kdnnen.

Desweiteren ist mit der Lagekontrolle eine Abnahme der Masse des Satelliten
durch den Verbrauch von Treibstoff verbunden. Einflisse durch Entleerung der
Tanks mussen im Verlauf der Mission uberprift werden.

Da sich in den bei CHAMP und GRACE verwendeten Beschleunigungsmesser
geladene Probemassen befinden, und sich diese im Magnetfeld der Erde bewegen,
tritt die sogenannte Lorentzkraft auf. Storbeschleunigungen die aufgrund der
Lorentzkraft zustande kommen, kénnen mit Hilfe der Messungen des Magnetometers
korrigiert bzw. bei hinreichend genauer Kenntnis des Erdmagnetfeldes modelliert
werden. Es wird erwartet, dass Lorentzkrafte bei CHAMP Stérbeschleunigungen von
8,50010® m/s? zur Folge haben kénnen. Aus diesem Grund werden die mitgeteilten
Akzelerometerdaten um diesen Einfluss reduziert sein missen.
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7. Beobachtungsmodell und resultierendes Gleichungssystem
7-1. Umschreiben der ungestérten Bewegungsgleichung in Matrixschreibweise

Zu Ende des finften Kapitels wurde fur die diskrete (semi-kontinuierliche)
Bewegungsgleichung eines kinstlichen Erdsatelliten (5-38) folgender Zusammen-
hang gefunden:

X(t,) =R (t, )grad U(x(t, ),u) + a(X(t, ), X(t,).€(t,))  (7.1)

Der Einfachheit halber wollen wir zunachst nur das Gleichungssystem zur
Bestimmung der unbekannten normierten Kugelfunktionskoeffizienten ¢im und sim fiir

den Fall, dass die in Kapitel 6 beschriebenen Storbeschleunigungen (gravitativ und
nicht-gravitativ) vernachlassigt werden, aufstellen. Dieses Gleichungssystem kann im
Weiteren dann sukzessive um die fir das Erreichen der gewiinschten Genauigkeit
erforderlichen Stoéreinflisse erganzt werden. Desweiteren weisen wir nochmals
darauf hin, dass in (7.1) das Gravitationspotenzial U der Erde bzw. der Gravitations-
vektor gradU die kartesische Darstellung (3.27) bzw. (3.28) besitzt, und der Vektor u,
die gesuchten Kugelfunktionskoeffizienten enthalt.
Wir starten zunéchst also ausgehend vom Beobachtungsmodell:

X(t) =R (t)grad U(x(t,),u) (7.2)

und wollen nun (7.2) in Matrixschreibweise tberfihren:

KEE Rult) Ralt) R, Jele s

D{(t YJO=ERL(E) Ry(t) Raf(t, )lj:ﬂ]Jy(tk) (7.3)
az(tk)ﬁ qus(t ) st(t ) Rss(t )HEJz(tk)D

X(t1) = Rll(t]_)U.x(tl) +R,(4,)U + R3l(t1)U‘z(tl)

X y(t)
Hx(tl)H HJX(I ) B .

; ' Y (t) =Ry (t)U 4y # R (t)U, ) + R4 (1)U,
ov(t) O J v D B 1 123717 x(t) 22\ (1) 32\t (1)
DZ(tl) 0 HJm . Z(t,) =Rys(t)U ) *Ros(t)U, ) +Raa(t)U

IX(t, )D R't) 0 0 0 HM,O X(t,) = Ryy(t,)U ) + Roa(t:)Uy,) +Raa(t:)U,

0 .
E%{(t ) D | R'(t,) 0 0 SI%W 0 bzw Y (&) =R, +Ra(t:)U, ) +Ra(t)U )
DZ(t ) H | T(z )ﬁ oL Z(t3) = Ryg(to)Uxr,) * R (t:)U 5, +Ras(t2)U 4,
D : D sym. R't)OO @ O E
Xg EUANE R R e - $RI SR J0
oy (t )B %J E n) = Rultn M xi,) TRt My, T Nattn M)
n Y(tn) - _

Ez(t”) E BJ‘Z(M) E Y () =R (t)U ) +Ro (80U, + Rap (8)U ¢

2(tn) = R13(tn)u,x(ln) +Ry(t, )U,y(l y R, (t, U 2(t,)

(7.43) (7.4b)
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(7.3) stellt die Bewegungsgleichung (7.2) in Matrixform allgemein fir einen
beliebigen Zeitpunkt t, dar. (7.4a,b) sollen die Struktur des Beobachtungsmodells fir
beliebig viele Zeitpunkte veranschaulichen.

7-2. Aufstellen des Gleichungssystems

Wir wollen als néachstes das Gleichungssystem, das es im Weiteren zu l6sen gilt,
aufstellen, indem wir das Beobachtungsmodell nach den Unbekannten, namlich den
(normierten) Kugelfunktionskoeffizienten u,, auflésen. Zur Erinnerung wird nochmals
darauf hingewiesen, dass der Zusammenhang zwischen den Kugelfunktions-

koeffizienten der Form u,,, und der Form Cim, Sim in Abschnitt 3-2. gegeben ist. Dem

Auflésen nach den Unbekannten entspricht das Umscheiben in die Form y = Ax
(Beobachtungsvektor = Designmatrix mal Unbekanntenvektor). Es kann vorwegge-
nommen werden, dass dies in unserem Fall leicht gelingt, da die Kugelfunktions-
koeffizienten u;n,, wie schon aus der Darstellung des Gravitationspotenzials
entsprechend (3.2) ersichtlich ist, linear auftreten.

Ausgehend von (7.3) ergibt sich (7.5) wenn man die partiellen Ableitungen U,
U,, U, der rechten Seite von (7.3) durch die Beziehungen gegeben in (3.37) ersetzt:

EZ + ! aULm(X(tk),Y(tk)’Z(tk))H

EP-(-(t")H qul(tk) R () Rsl(tk)HDT_ m+:|_| " ox(ty ) B
Df(tk)D:ERu(tk) R,,(t,) R, (t)Om0 ZULm aULm(X(t(;))/,()t/(;k)’Z(tk))B

ﬁz(tk) %l3(tk) R (ty) Rss(tk)HE_Zm’:l oV, , (x(t,),y(t, ), z(t,)) O

I m

oA oz(t,) :

(7.5)

Diese sind explizit wie folgt gegeben und stellen die Ableitungen des
Gravitationspotenzials U(X, y, z) nach den Koordinatenkomponenten X, y, z dar:

[ U
S U, i H " aUq, ‘u,, au,, u au, , u,, aU,, . au,, u, au,, u. au, , ot Y f
el ox, O g% ax,) oox(ty) ox(ty) = ox(ty) “ox(ty) < ox(ty) " ox(ty) Toox(t,) O
Lo o 6UImD 00Uy, J,, oy, , 0U,, 0U,, 0U,, U, , oy, U
SZ Zul‘m L= VY — tUy, — tUy — t Uy, —tU,, —tU,, — tUg; — t..otug =0
=0 =l ay‘k g g™ oy(ty) ay(ty) ay(ty) ay(ty) ay(ty) ay(ty) ay(ty) dy(t,)o
Oow ou. B0 aug, au, , au, , au,, au,, au,, U, , U, O
ZUm&D OUoo —tUy, — tUy, — + Uy — T Uy, =+ Uy, — tUss — t.tu = 0O
G "oz, H O ooz(t,) oz(t,) oz(t, ) oz(t, ) oz(t,) oz(t,) oz(t, ) oz(t,) O

(7.6)

Dabei ist nochmals darauf hinzuweisen, dass die Koeffizienten ersten Grades
und Ordnung null sind bzw. zu null gesetzt werden und die entsprechenden Terme
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deswegen fehlen. Die Erklarung liegt wie bereits erwéhnt (vgl. 3-2.) darin, dass wir
ein geozentrisches Bezugssystem zugrunde liegen haben.

Als nachsten Schritt fihren wir die Matrixmulitplikation auf der der rechten Seite
von (7.5) durch:

L+l
11 Zulm Im +R2lz zulm lm +RSlZZ Im
D
Zulm RZZZzuIm +R3ZZZ Im ImD

+ D
zulm Uim +stzzu|m Uim +R33ZZ . @

RR
1 % (|

I:I:HI:II:IEI:II:I

13

;l\/lrEl\/Irg[w

(7.7)

Setzt man nun die Beziehungen aus (7.6) in (7.7) ein und sortiert so, dass die
Terme gleichen Grades und Ordnung aufeinander folgen, erhalt man (7.8):

ouU, ol 0 ad oy,
0,0 2, LL
N ERlluDO a +R21u00 +R31u00 +R11u2 2 +R21u2-2 +R3lu2 2 + +R11ULL a +R21uLL +R31ULL a E
EP([ E O Xu te Y t t Z‘k th t Zxk O
D\'('kD—ER Uy 0 0 +R 9 %0 +R +R +R 22 4...+R 0 LL 4R Wy, Vg
t = vi2boo 22Uo0 aloo 12Uz 22Uz, s2lz.2 12U 22U bl =
%Zv ﬁ E ox, 24, n o oz, E
. UD,U + R 0,0 + R 0,0 + R 2,2 R 2,-2 + R 6U2 2 + + R R LL + R aUL,L
13u00 23%0,0 33%0,0 13u2 2 23u2 2 33u2 2 13uLL 23uLL 33UL,L
%, a, az, l az, L dy, oz,

(7.9) erhalt man aus (7.8), indem man die Terme, die denselben
Kugelfuntionskoeffizienten u,, enthalten, zusammenfasst

E aUOO 0,0 R 6UOO OU 2 -2 0U2 -2
0O 11 X 21 0y[ 31 az 11 ax 31 az

oy, ou ou
11 - + RZ] = + R31 = LL
ox,, 9y, 0z, o~

B :

EP(” i au au,, U, . ou oy ou ou B

DYlk 0= 12 e 32 E“ %12 32 22 EJ %12 =t + RZZ = + R32 = E‘L‘L [}

EZ E 0z, X4, 0z, ox,, oy, 0z, 0
W

OD R aUDO aU aUZ -2 R aUZ -2 UL,L +R aUL,L R aUL,L o

13 13 a ay‘ a ‘ 23 ay( 33 aZl LL ﬁ

(7.9)

Wie bereits angesprochen treten die unbekannten Kugelfunktionskoeffizienten
um linear auf der rechten Seite von (7.9) auf und kénnen deshalb in einem
Koeffizientenvektor u zusammengefasst werden. Dies wurde in (7.10) vorge-
nommen. Der Vektor u stellt in unserem Fall zugleich den Unbekanntenvektor & dar,
den es im Weiteren zu bestimmen gilt.
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ou ou ou ou ou ou
qul oo + R21 e + R31 g Rll 22 R21 22 R31 22
EP-(- E B ox,, oy, 0z, ox,, 0y, 0z,
Mt au au au au au ou
DY[k D: D?lz e + RZZ oo + R32 e 12 2z R22 2z RBZ 2z
% E S ath aytk aztk axlk aylk az‘k
’ 13 an,o + R23 an,o + R33 an,o R13 aUg,.z + R23 aUzv.z + Rsa aUg,_z
0X,, oy,, 0z, 0X, oy, 0z,
mlt u= (uO,D I“IZ,—Z u2,—1 uZ.O u2,1 I“|2‘2 u3,—3

- Ry ZUL,L +R aUL.L +R,, aUL,L
X:, aytk 432Ik E
ou oy, oy,

) R12 = +Rzz = +R32 = Em
0X,, oy, 0z, B
ou oy, ay

: R13 = +R23 = +Ra3 =L
x, dy,, oz, H

U UL,L)T
(7.10)

AbschlieRend wollen wir nun das Gleichungssystem (7.10) von einem Zeitpunkt
auf beliebig viele Zeitpunkte tx (k = 1..n) erweitern. Hierfir ist zuséatzlich die
Einflhrung eines Residuenvektors (Fehlervektor) e notwendig:

OY(t,) 0 OA,
. 0

D%(tl) O 0O A3’1
DX(tZ)S %Ask—z,l
) o P
Fta) g A
o: oo -

%(tn)g SA3n-2,1
oY (t,)0 Asn-wa
%(tn)g EASn,l

(B3nx1)

Dabei ist:

.

/H).(-(tl)a HAl,l A, Az A

Az
Az,
A

A3k—1|2 +-2+m

A

3k -2,2+-2+m
3k,12H-24m

3n-2,2+-2+m
3n-11% +-2+m

A

3n,2H-24+m

1,2 +-2+m

A, A
A3,3

212 +-2+m

3,2 H-2+4m

(Bnxu)

u=L%+2L-2

j=1furGradl=0
j=P+l-2+mfur2 <1 <L

A
A

A

n... Gesamtanzahl der Zeitpunkte mit Datensatzen (x \y ,z,...).
L... Maximaler Grad und Ordnung.
u... Anzahl der Unbekannten (Kugelfunktionskoeffizienten):

12 +L-2+L H
2,12 +L-2+L 0 BJO]O H
’ 0,20
3L24+L-24L B %"2, . B
Ask—z,l_2 +L-2+L 0 [Uz,o B
3k-LL% +L-2+L a:gum e
3k, L2 +L-2+L 0 Cu N
00 >° 0
OO
L2 +L-2+L OO Il
s U ﬁv' ﬁ
] LL
24240 [
g +e
(ux1) (3nx1)
(7.11)
(7.12)

Insbesondere gilt fur das Aufstellen der Designmatrix A¢ ) in (7.11):

/

3

(7y
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Im Folgenden soll nochmals (unter Berlcksichtigung von (7.13)) explizit die
Berechnung der Eintrage A;; der Designmatrix A aus den partiellen Ableitungen des
Gravitationspotenzials nach kartesischen Koordinatenkomponenten angegeben
werden:

ERH ) OU, (1), y (8, 2(t)) Rou(t) U, (X(te), Y (6, 2(8)) Ru() 0U, (X(6), ¥(t).2(t))
BA3k—2,I2+I»2+mE g 3 x(t) 5 ay(t,) ) oz(t,) B
m3k—1|2 - O= mlz(tk) U\,m(X(tk)' y(tk)y Z(tk )) + Rzz(tk) Ul,m(x(tk)' y(tk), Z(tk )) + Rgz(tk) U|,m(X(tk). y(tk)v Z([k )) o
A i ox(t,) dy(t,) oz(t,) 5
Sfrtzem 5; (t )aUum(X(tk),Y(tk),Z(tk)) FR(t )6U|,m(><(tk),y(tk), 2t)) , 5 t )5U|,m(><(tk),y(tk), z(t,)) 0
o ox(t,) o ay(t,) a az(t,) H

(7.14)

Die auf der rechten Seite in (7.14) bendétigten partiellen Ableitungen des
Gravitationspotenzials lassen sich aus der zu Beginn genannten Darstellung fir den
Gravitationsvektor (3.28) ableiten bzw. ergeben sich direkt mit Hilfe der in (3.37)
dargestellten Beziehungen. An dieser Stelle sollte man nochmals darauf hinweisen,
dass (3.28) aufgrund der Summendarstellung und groRer Fakultaten bei hohem Grad
und Ordnung fur eine Umsetzung in einem Computerprogramm weniger geeignet ist.
Die gliedweise Berechnung der partiellen Ableitungen entsprechend (3.37) ist zu
bevorzugen und wurde auch fur die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten
Programme verwendet.

7-3. Dimension des Gleichungssystems

Wir wollen nun die Dimension des Gleichungssystems (7.11) naher untersuchen.
Nach (7.12) ergibt sich die Anzahl der zu bestimmenden Unbekannten aus dem
maximalen Grad L der Kugelfunktionsentwicklung, die das Gravitationspotenzial der
Erde reprasentiert. Fir verschiedene L stellen wir nun die Anzahl der Unbekannten
gegeniber. Die Koeffizienten mit Grad und Ordnung eins sind wiederum null.

Max. Grad: L | Anz. d. Unbekannten: u = Max. Grad: L | Anz. D. Unbekannten: u

2 6 70 5038

5 33 90 8278

10 118 100 10198
20 438 150 22798
25 673 200 40398
30 958 250 62998
40 1678 300 90598
50 2598 360 130318

Tab. 7.1: Zusammenhang Entwicklungsgrad und Anzahl der Unbekannten des GLS
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Es lasst sich nun aussagen, dass die Anzahl der Unbekannten u, die nach
Tabelle 7.1 durch den maximalen Grad L bestimmt sind, die Anzahl der Spalten der
Designmatrix A in (7.11) festlegen. Fir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten
(Simulations-)Berechnungen, denen das vorrangige Ziel zu Grunde liegt, aus der
Bahn des Satelliten den lang- bis mittelwelligen Anteil des Erdgravitationsfeldes
abzuleiten, waren somit weit weniger als 10000 unbekannte Kugelfunktions-
koeffizienten zu bestimmen. Fir heutige Personal Computer (PC) mit moderner
Software und vor allem fir Gro3rechner wiirde das Losen eines Systems dieser
Dimension kein Problem darstellen. Auf der anderen Seite wird die Zeilenanzahl der
Designmatrix A allerdings durch die Zahl der Beobachtungen festgelegt. Bei einer
mehrjahrigen Missionsdauer und einem Beobachtungsintervall von 10 bzw. 20
Sekunden nimmt die Designmatrix bzw. das zu l6sende Gleichungssystem
Dimensionen an (mehrere Millionen Beobachtungen!), die nicht mehr ganz so
einfach fir den Rechner zu handhaben sind. Aus diesem Grund werden im nachsten
Abschnitt bei der Ldsung des Gleichungssystems diesbezlgliche Aspekte
bericksichtigt.

7-4. L6sen des ungewichteten Gleichungssystems

Die Losung des ungewichteten Gleichungssystems ergibt sich nach E.
Grafarend und B. Schaffrin (1993, S.92ff) aufgrund der Stochastizitat der
Beobachtungen mit Hilfe einer Parameterschatzung im speziellen GAUSS-MARKOV
Modell zu:

4 ] N\
£ = (ATA)_léTy (7.15)
DlE}=6%(ATA)™ (7.16)
5= € 7.17
(n=u) (7.17)
8 =y -Af (7.18)
\ J

Der Vektor § enthalt die Schatzwerte fiir die gesuchten Kugelfunktions-

koeffizienten u;, (bzw. ¢, sim) Und stellt somit die Losung des Gleichungssystems
(7.11) dar.
6{@} ist die (geschatzte) Varianz-Kovarianz-Matrix der Unbekannten. Sie wird

haufig auch als Dispersionsmatrix bezeichnet. Sie enthélt die Genauigkeit, genauer
gesagt die Varianz, der geschatzten Koeffizienten auf der Hauptdiagonalen. Aus den
Nebendiagonalelementen sind, entsprechend einer Sensitivitdtsanalyse, Abhangig-
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keiten (Korrelationen) der Kugelfunktionskoeffizienten untereinander zu entnehmen.
Diese Korrelation der Koeffizienten tritt auf, da es streng genommen aus einer
einzigen Mission nicht mdglich ist ein komplettes Gravitationsmodell abzuleiten. D.h.
bestimmte “Gruppen” von Koeffizienten lassen sich aufgrund der hohen Korrelation
nur sehr ungenau bestimmen. Diesen Aspekt wollen wir zundchst aber auf3er Acht
lassen.

Fir die Berechnung der Dispersionsmatrix Bfg} ist nach E. Grafarend und B.

Schaffrin (1993, S.103) die Varianzkomponente &° mit Hilfe von (7.17) zu schétzen.

Hierfir wird der Residuenvektor e nach E. Grafarend und B. Schaffrin (1993, S.97)
in (7.18) als Differenz aus den tatsadchlichen Beobachtungen y und dem

Erwartungswert der Beobachtungen E{y} = A§ geschétzt.

Wie in 7-3. erlautert, ist aufgrund der sehr groRen Anzahl an Beobachtungen
eine Vorgehensweise zu entwickeln, die es nicht erfordert das Gleichungssystem fir
samtliche Beobachtungen auf einmal aufzustellen und zu l6sen. Eine Mdglichkeit

wollen wir hier prasentieren:

(7.19)

=
=

N
N

<

]
Q000
OOOO0OO0On0OcC

>

11
palelotelalos
N A Y A

>~

A, 0 )

HAs GEATA FALA, £ FALA =Y ATA,
0: 0 a

O, d

A

(7.20)

'+
_ AT _LT T T T) o E_ T T T _ £or
Q—A y= A1 Az As Ak [%/3D—A1Y1 +A2y2 +"'+Akyk _ZAjyj
0: 0 3
%/ 0
0

(7.21)
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Wie in 7-3. beschrieben, bereitet die durch die Anzahl der unbekannten
Kugelfunktionskoeffizienten bestimmte Spaltendimension der Designmatrix A keine
Probleme, d.h. eine Partitionierung des auftretenden Beobachtungsvektors y bzw.
der Matrix A muss entsprechend (7.19) nur im Zeilenraum erfolgen. Die
Zeilenordnung von y bzw. A kann nach Anforderung der Software, Aspekten wie
Speicherkapazitat oder Rechnerarchitektur entsprechend gewéhlt werden.

Die Berechnung der Normalgleichungsmatrix N erfolgt nach (7.20). Der sich aus
(7.20) ergebende Vorteil ist, dass die Dimension der Teilmatrizen A; wesentlich
kleiner ist, und dass das Endergebnis durch schrittweises Aufaddieren der einzelnen
Summanden A;"A; erhalten wird. Dabei kann jedes neue Teilergebnis das vorherige
im Speicher Uberschreiben, wodurch sich der Gesamtspeicherbedarf stark
einschranken lasst. Mit (7.20) kann man die Normalgleichungsmatrix N der Ordnung
0 = {u x u} ohne das Problem der Handhabung sehr groRer Matrizen aufstellen. Das
Invertieren von N ist in unserem Fall (gegebenfalls unter Zuhilfenahme geeigneter
Stabilisierungstechniken) bei einer Unbekanntenanzahl in der GréZenordnung 5000
noch ohne groReren Aufwand zu bewerkstelligen.

Fir die Berechnung von A'y (vgl. (7.15)) mit Hilfe von Matrizen handlicher
GroRRe kann (7.21) herangezogen werden.

Die zu (7.15) korrespondierende Losung des Gleichungssystems unter
Verwendung von Teilmatrizen ist (7.22).

Im Weiteren ist analog zu (7.16) fur die Berechnung der Dispersionsmatrix 6{2}

neben der Berechnung der Normalgleichungsmatrix N bzw. deren Inversen N* die
Varianzkomponente 6° zu schatzen. Mit (7.23) kann dies ebenfalls unter
Verwendung der Teilmatrizen aus (7.19) vorgenommen werden.

Ein zusatzlicher grol3er Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass jeweils die
Beobachtungen z.B. mehrerer Monate zu Blocken A; zusammengefasst werden
kénnen und eine erste Auswertung erfolgen kann. Beobachtungen weiterer Monate
konnen dann weitere Blocke A1, bilden. Diese kodnnen dann entweder
entsprechend (7.20) und (7.21) zur L6ésung des Gleichungssystems hinzugezogen
werden, oder es kann eine separate Lésung angestrebt werden. Auf diese Weise
waére eine zeitabhangige Bestimmung der Kugelfunktionskoeffizienten denkbar.

7-5. L6sen des gewichteten Gleichungssystems

Hat man Kenntnis tber die Genauigkeit der mit GPS bestimmten Bahnpositionen
des Satelliten und kennt weiter das Korrelationsverhalten aufeinanderfolgender
Beobachtungen, so kdnnen diese Informationen genutzt werden, um anstelle von
(7.15) eine gewichtete Losung des Gleichungssystems (7.11) anzugegeben. Diese
Losung ist in der Regel der ungewichteten vorzuziehen, da sie bessere Ergebnisse
liefert. Die Gewichtsmatrix W, wird, wie wir im nachsten Kapitel sehen werden, als
Inverse der Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungen bestimmt. Vorerst kann W,
als eine (beliebige) vollbesetzte Gewichtsmatrix der Ordnung o = {3n x 3n}
angesehen werden.
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4 R B
£=(a"wal'a"wy (7.24
B} =6°(ATWA)" (7.25)
6.2 — éTﬂé
- (n _u) (726)
e=y-AL (7.27)

\

Die Beziehungen (7.24-27) stellen wiederum (vgl 7-4.) die Basis fur die
Parameterschatzung im GAUSS-MARKOV Modell dar. Sie sind allerdings ebenfalls
noch einer Verarbeitung sehr groRer Datenmengen anzupassen. Aus diesem Grund
und um fir die Gewichtsmatrix eine geschicktere Struktur zu erhalten, bietet es sich
zunachst an, den Beobachtungsvektor y und somit auch die Designmatrix A so
umzustellen, dass zuerst alle Eintrage der X-, dann diejenigen der Y- und schiel3lich
diejenigen der Z-Komponente folgen. In unserem Fall gehen wir der Einfachheit
halber davon aus, dass die GPS-Koordinatenkomponenten gleich genau und
unkorreliert bestimmt werden kénnen. Somit erhdlt man fur y, A und W folgende

Form:

. 0 og
y=0y, O A=MA, 0O w=pgo0o W, 0g (7.28)
3n x1 B’ZH 3n xu BSZH 3n x3n HO 0 WZB
nxl n xu
:ii " xu mit W, =W, =W,

N=(ATWA)=ATW, A, +ATW, A, +AIW,A, =S ATW, A, (7.29)
u xu 1=
3
G=A"Wy =AW,y +A/W,y, +AJW,y, = ZA?wiyi (7.30)
uxl B
§=N"G (7.31)
o= (n iu) gyx _Axé)T(yX ~Ax )+(yY AYS)T(VY _AYE)"'(VZ _AZE)T( z ‘AZEE
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Mit Hilfe der oben getroffenen vereinfachenden Annahme (mit GPS kdnnen die
drei Koordinatenrichtungen einer Position gleich genau und unabhangig voneinander
bestimmt werden) und der daraus, entsprechend (7.28) resultierenden Darstellung
der Gewichtsmatrix W, kann zur Berechnung von (7.24) bis (7.26) die maximale
Dimension der zu verarbeitenden Matrizen von o = {3n x 3n} auf o = {n x n} reduziert
werden (siehe (7.29) bis (7.32)). Diese Vorgehensweise stellt allerdings nur einen
ersten “kleinen“ Schritt fir die Handhabung der enormen Datenmenge dar. Das
eigentliche Problem der Verarbeitung der vollbesetzten {n x n} -Teilmatrizen W,, W,
und W,, welche in den Summanden der Form ATWA bzw. AWy, (vgl. (7.29) und
(7.30)) auftreten, steht noch offen. Hierauf wollen wir im Weiteren allerdings nicht im
Detail eingehen, sondern nur einige kurze Anmerkungen dazu machen, wie eine
(mdgliche) Lésung des Problems erzielt werden kann.

Eine erste Alternative besteht darin die Struktur einer “mdglichen” Gewichts-
matrix etwas naher zu untersuchen. Zu diesem Zweck missen wir einige
Eigenschaften einer Gewichtsmatrix, die wir allerdings erst im nachsten Kapitel
(Abschnitt 8-4.) kennenlernen werden, vorwegnehmen. So werden z.B. die Eintrage
der Nebendiagonalen mit zunehmendem Abstand von der Hauptdiagonalen immer
kleiner. Anschaulich bedeutet dies, dass mit zunehmendem zeitlichen Abstand die
gegenseitige Abhéangigkeit der Beobachtungen abnimmt. Ein Ansatz kénnte nun
sein, ab einem bestimmten Grenzwert alle Eintrage der folgenden Nebendiagonalen
zu null zu setzen. Somit wirde man eine Gewichtsmatrix mit (Mehr-)Diagonalstruktur
erhalten fir deren effiziente Verarbeitung Bibliotheken vorhanden sind.

Eine zweite Alternative konnte sein, dass nicht eine Gewichtsmatrix fir samtliche
Beobachtungen verwendet wird, sondern dass jeweils fur Gruppen von
Beobachtungen (, die z.B. auf den Empfang derselben GPS-Satelliten zuriickzu-
fuhren sind,) (Teil-)Gewichtsmatrizen eingefihrt werden. Geht man im Weiteren dann
davon aus, dass die einzelnen Gruppen von Beobachtungen unabhéngig
voneinander sind, erhalt man als Ergebnis eine Gewichtsmatrix mit
Blockdiagonalstruktur, welche entsprechend obiger Vorgehensweise zu verarbeiten
ware. Dieser Ansatz wurde fur die im Rahmen dieser Arbeit durchgefuhrten
Simulationsrechnungen (naheres in Kapitel 9) verwendet.

Sowohl eine Gewichtsmatrix mit (Mehr-)Diagonalstruktur als auch eine mit
Blockdiagonalstruktur erweisst sich aufgrund des Aufwands bei der Multiplikation mit
anderen Matrizen als erheblich gunstiger.

7-6. Stabilisierungsverfahren

Dieses Kapitel abschlieend wollen wir zwei Stabilisierungsverfahren vorstellen.
Insbesonders sind dies fur die Lésung des ungewichteten Gleichungssystems 7-4.
die TiIkHONOV-Stabilisierung und fir die Lésung des gewichteten Gleichungssystems
7-5. die KAULA-Stabilisierung. Wie bereits angedeutet muss eine Stabilisierung der
Lésung eines Gleichungssystems immer dann erfolgen, wenn die zu invertierende
Normalgleichungsmatrix N schlecht konditioniert ist. Die Kondition einer Matrix ergibt
sich aus dem Verhéltnis des groRten zum kleinsten Eigenwert der Matrix. Fiur eine
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Konditionszahl hinreichend nahe Eins gilt eine Matrix als stabil invertierbar (vgl. auch
Abschnitt 8-4.).

Die Darstellung genannter Verfahren beruht z.B. auf E. Grafarend und B.
Schaffrin (1993). Dort wird in Paragraph 1 “Nicht-stochastische lineare Modelle” im
Abschnitt Uber inkonsistente Gleichungssysteme vermittelnder Beobachtungen
(S.16ff) der Schatzer “R,W-HAPS” (Hybrid Approximation Solution bezlglich einer
kombinierten R- und W- Seminorm) vorgestellt. Dieser Schéatzer minimiert
gleichzeitig im Sinne der Methode der Kleinsten Quadrate den Inkonsitenzvektor i
(bzw. den Residuenvektor g) sowie den Unbekanntenvektor §&. Die hybride
Zielfunktion die diesem Schatzer bzw. den beiden Stabilisierungsverfahren zu
Grunde liegt, lautet:

4 N
i, g2 =ly -Ag:, +JglE =&" R+ ATWA) ~2y"WAE +y" Wy =min

mit i, =iTWi =y/(y - A& W(y -AZ) bzw. [g|, =E'RE <7.33)J

Diese Zielfunktion (7.33) wird als hybrid bezeichnet, da sozusagen simultan eine
guadratische Minimierung des Inkonsistenzvektors wie des Unbekanntenvektors
erfolgt.

Da es sich beim R,W-HABS Schatzer um einen algebraischen Schéatzer handelt
wurde dieser fur unsere Zwecke stochastisch beurteilt, um die Dispersionsmatrix der
Unbekannten pi§}, den Biasvektor B und die Matrix der mittleren Schatzfehler MSE{E}

angeben zu kdnnen.

7-61. Die TIKHONOV-Stabilisierung

4 A

\

£ =(B+ATWA)_1ATM (7.34)
mit W=1 und R=al, (7.35)
¢, =(aTA+al,]'ATy (7.36)

pff.}=0?(ATA+al ) ATAR A al)t (7.37)

p=eff,-g=-ala"A+al, )t (738

MSE}, [ =Di¢, ]+ BB’ (7.39)
S .} ok y
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Wir wollen ausgehend von E. Grafarend und B. Schaffrin (1993, S.22) Gleichung
1.17, welche in (7.33) dargestellt ist, starten. Der Parametervektor der Unbekannten
éa ist nach E. Grafarend und B. Schaffrin (1993, S.22) unter der Voraussetzung dass

die Matrix (R+ATWA) reguldr ist, die L&sung obiger Zielfunktion.

Diese Voraussetzung der Regularitat wird eben gerade durch eine geeignete
Wahl der Matrix R gewahrleistet. Es lasst sich also festhalten, dass die
méglicherweise (nahezu) singulare Normalgleichungsmatrix A'WA durch Einfiihrung
der noch naher zu bestimmenden Matrix R regularisiert wird.

Wahilt man insbesondere entsprechend (7.35) die Gewichtsmatrix W zur
Einheitsmatrix (ungewichtete Stabilisierung) und fur die Matrix R die Matrix al, die
demzufolge ausschlieRlich die Eintradge a auf der Hauptdiagonalen besitzt, so erhalt
man den Zusammenhang (7.36), der die Losung der Optimierungsaufgabe aus
(7.33) nach TIKHONOV darstellt.

Um nun eine Abschatzung der Genauigkeit der Unbekannten angeben zu
kénnen, missen wir, wie zuvor angefiihrt, die Dispersionsmatrix der Unbekannten
(7.37) betrachten. Eine Schatzung 15{2“} der Dispersionsmatrix erhalt man, wenn man

o® durch seine Schéatzung 62 ersetzt. Dies wollen wir hier allerdings nicht weiter
verfolgen, sondern auf E. Grafarend und B. Schaffrin (1993, §2c) bzw. auf Y. Shen
(2000, S.35ff) verweisen.

Es ist nachzuvollziehen, dass man durch hinzuaddieren der Werte o zur
Hauptdiagonale der Normalgleichungsmatrix einen zusatzlichen Fehler in Kauf
nehmen muss. Eine unverzerrte Schatzung des Unbekanntenvektors ist deshalb
nicht mehr mdglich. Dies ist durch den Bias-Vektor (3 in (7.38) verdeutlicht, der somit
ungleich null ist.

Die Matrix der mittleren Schéatzfehler ergibt sich nach (7.39) aus der Dispersion
der Unbekannten und dem Bias-Vektor. Die Minimierung der Spur dieser Matrix
entspricht der Forderung die bestmdgliche Schatzung fir den Unbekanntenvektor zu
erreichen. Fir verschiedene Verfahren ist deshalb die Spur der Matrix der mittleren
Schatzfehler ein Kriterium fir das Auffinden eines Wertes fir den Stabilisierungs-
parameter q.

7-62. Die KAULA-Stabilisierung

Analog zu (7.34) wollen wir von (7.40) als Losung der obigen Zielfunktion
ausgehen. Wir kdnnen bereits vorausschicken, dass sich die fiur die KauULA-
Stabilisierung ergebenden Gleichungen (7.42) bis (7.45) auf die Beziehungen, die wir
im vorherigen Abschnitt gefunden haben, Ubertragen lassen. Da wir im Rahmen
dieses Verfahrens gewichtete Gleichungssysteme betrachten wollen, wird die
Gewichtsmatrix W nicht mehr als Einheitsmatrix definiert, sondern z.B. entsprechend
Abschnitt 8-4. angenommen. Die Matrix R wird durch das Produkt des Parameters o
und der sogenannten KAULA-Matrix ersetzt. Bei dieser Matrix handelt es sich
ebenfalls um eine Diagonalmatrix deren Elemente k; entsprechend (7.41) abhangig
vom Grad L der Kugelfunktionsentwicklung des Gravitationspotenzials einen Wert
von k; = 2[10*°L? annehmen bzw. ansonsten gleich null sind.
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7. Beobachtungsmodell und Simulationsrechnung

In (7.42) ist die Losung der Optimierungsaufgabe aus (7.33) nach KAULA
dargestellt.

Analog zum letzten Abschnitt ist die Varianz-Kovarianzmatrix der Unbekannten
(7.43), der Bias-Vektor (7.44) und die Matrix der mittleren Schéatzfehler (7.45)
angefuhrt. Wiederum erhalt man eine Schétzung 6{&0} der Dispersionsmatrix, wenn

man o durch seine Schéatzung 62 ersetzt und da sich der Bias-Vektor ebenfalls
ungleich null ergibt, handelt es auch hier um eine verzerrte Parameterschatzung der
Unbekannten.

4 A R

¢ =R+A"WA)'ATWy (7.40)
mit R=0aK, =aDiag(k;)

und k, =200%°L% fur (L°-3<isLl?+2L-3) (7.4))
ansonsten: k, =0

§ = (ATWA+ ag)'lgﬂy (7.42)

Dff.}= o (ak +ATWA)TATWAGK +ATWA)T  (7.43)

A

B=Eff, ¢ =-ala+ATwA) ke (7.44)

& @{E} = D{?,} +BRT (7.45y

7-7. Auffinden des Stabilisierungsparameter o

Eine sehr einfache Mdoglichkeit fir die Bestimmung des Stabilisierungs-
parameters o in (7.36) bzw. (7.42) ist die Methode der Untersuchung der
sogenannten L-Kurve (vgl. M. Hanke (1993) und P.C. Hansen (1994)). Dabei wollen
wir auf die Herleitung des theoretischen Hintergrundes dieser Methode verzichten
und auf das einfache praktische Vorgehen zum Auffinden eines geeigneten Wertes
fur den Parameter a abzielen.

Die Vorgehensweise ist, dass fir verschiedene Werte des Parameters a die
Norm des Unbekanntenvektors ng H uber der Norm des Inkonsistenz- bzw.

Residuenvektors H Aga_yH abgetragen wird. Erfolgt die Darstellung insbesondere

bezlglich eines logarithmischen Maf3stabes sollte sich die sogenannte L-Kurve
ergeben. Der optimale Wert fir den Parameter a lasst sich an der Stelle finden, an
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7. Beobachtungsmodell und Simulationsrechnung

der die entstandene Kurve die grofdte Krimmung besitzt. Diese Tatsache soll
abschlieRend mit Hilfe von Abb. 7.1 veranschaulicht werden:

- N

Alog|&,

optimales o

N\

= >
\_ log| A&, -y| ' .

Abb. 7.1: L-Kurve
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung
8-0. Allgemeines

Um ein Verfahren und dessen Ergebnisse richtig simulieren zu kdénnen, muss
eine realistische Fehleruntersuchung vorgenommen werden, die séamtliche
Fehlerquellen beinhaltet. Neben einer Fehlerfortpflanzung der Varianz-
Kovarianzmatrix der gemessenen Daten muss auch noch eine der Varianz-
Kovarianzmatrix entsprechende Fehlerfunktion zur Erzeugung von Fehlern an die
simulierten Daten gefunden werden. E.W. Grafarend und P. Vanicek (1980) geben
solche Beispiele fur Kkorrelierte Varianz-Kovarianzmatrizen an. Korrelierte
Prozessfolgen, wie sie zur Erzeugung einer Fehlerfunktion verwendet werden
kénnen, finden sich in F. Beichelt (1997, S.70ff), es sei speziell auf den Abschnitt
Uiber autoregressive Folgen verwiesen.

In unserem Fall soll zunachst einmal nur der Einfluss der Genauigkeit des GPS-
Tracks des Satelliten untersucht werden. Zu beachten ist hierbei, dass GPS-
Positionen hochkorreliert sind und deshalb deren Messgenauigkeit keinem ,Weissen
Rauschen* entspricht. Deutlich wird dies am Vergleich der absoluten
Positionierungsgenauigkeit von GPS mit der Genauigkeit von Differentiellem GPS.
Wahrend die absolute Positionierung im Genauigkeitsbereich von 1-2 m liegt, liefert
Differentielles GPS Genauigkeiten von bis zu 1 cm. Dies entspricht einer
Verbesserung um den Faktor 100 und wird durch die hohe Korrelation der
Positionen, wie im folgenden gezeigt, verursacht.

Gegeben seien zwei Positionen x; und x,, deren Standardabweichung o, sowie

=g % ‘ig (8.1)
u

Fir die Genauigkeit der Basislinie aus Koordinatendifferenzen ax; =X, —X,,

deren Varianz-Kovarianzmatrix:

wie sie bei differentiellem GPS gemessen wird, ergibt sich nach dem
Fehlerfortpflanzungsgesetz:

[oax2 O
Or O
C,=J"C, 0 mt  g=0% 0=518
T O Ol
0X, H
(8.2)
die Varianz fur die Basislinie:
0%, =0’ f2-2p) (8.3)
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

Fur ,Weisses Rauschen” (p=0) wirde sich die Genauigkeit der Basislinie, also die
Genauigkeit des Differentiellen GPS zu o, = 1,4[6, = 1,4 m ergeben (bei o, = 1 m).
Eine hohe Korrelation (p=0,9999) der beiden Positionen hingegen verursacht eine
Genauigkeit in der Basislinie von o, = 0,014[0, = 1,4 cm, die der Genauigkeit des
differentiellen GPS entspricht.

Aus dieser Rechnung wird also erkennbar, dass es sich bei der Messung von
GPS-Positionen um einen hochkorrelierten Prozess handeln muss, da sonst die
Koordinatendifferenzen ax (Basislinien) nicht um einen Faktor 100 genauer bestimmt
werden konnten.

Wegen der wesentlich hoheren Genauigkeit der gemessenen Koordinaten-
differenzen soll zuerst die Formel zur Interpolation aus gemessenen Koordinaten (s.
Kapitel 4, Gleichung (4.22)) so umgeschrieben werden, dass daraus eine Formel zur
Interpolation aus gemessenen Koordinatendifferenzen entsteht

8-1. Beschleunigung aus Koordinatendifferenzen

Gleichung (4.22) hangt zum einen von den zweiten Ableitungen der

NEWTONschen Basispolynomen g% ab, zum anderen von den vorwarts

genommenen Differenzen A;,. Wahrend in die Berechnung der vorwarts

genommenen Differenzen die gemessenen Positionen Xy einfliessen, wird zur
Berechnung der Basispolynome nur s =t / At benétigt. Es wird also versucht, die
Formeln zur Berechnung der vorwarts genommenen Differenzen so umzuformen,
dass die vorwarts genommenen Differenzen und damit der Beschleunigungsvektor
aus Gleichung (4.22) nur noch aus Koordinatendifferenzen berechnet werden.

Zuerst werden die gemessenen Koordinatenvektoren X, Xi, Xz, ..., Xga1 (K
Beobachtungen zum Beobachtungszeitpunkt t,) in Koordinatendifferenz-Vektoren
AXE, AXZ, AX3, ..., AXE2 mit Hilfe der Beziehung

AXi ., =X =X

(8.4)

umgewandelt. Nach Gruppierung der Koordinatenvektoren in Ausdricke der Form
(Xn — X,.1) in den Gleichungen (4.11) zur Berechnung der vorwéarts genommenen
Differenzen kdnnen diese Gruppierungen dann durch die Koordinatendifferenz-
Vektoren ersetzt werden. Man erhalt die vorwarts genommenen Differenzen
Al,(AX) zum Zeitpunkt t nun in folgender Form:
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

-~

A, (AX) = AX(™

AT (AX) = AXT - AX

A%, (AX) = AXT; -2 [AXT +AX™

A, (AX) =AX(; -3 X, +3AX(] - AX(™

A (AX) =AXEDS -4 [AXETS +6 AXETS -4 AXE? + AXE

A (AX) =AX{: -5 XL +10 AX -10 XS +5 X2 - AX( ™

Al (AX) =AX ;-6 XS +15 [AXES —20 [AX s +15 [AXES -6 DX + AXE ™

AL (AX) =AX7 -7 DXl +21 X3 -35 AX(Z +35 AX(3 —21AX; +7 [AXT - AX(™ /
(8.5)

Dies sind die vorwarts genommenen Differenzen, die bei einem

Neunpunktschema verwendet werden. Bei einem Siebenpunktschema werden

selbstverstandlich nur die obersten sechs der in (8.5) angegebenen vorwarts

genommenen Differenzen benétigt. Der Vollstandigkeit halber sei noch die Formel

zur Berechnung der vorwarts genommenen Differenzen fir ein n-Punkt-Schema

angegeben. Diese lautet fur j = (1, ..., n-1):

i j_l jH+ ._1 i+1+
Al(aX) = (-1 (B HAX

Somit lasst sich nun die Formel zur Berechnung von Beschleunigungen aus
Koordinatendifferenzen fur ein n-Punkt-Schema zum Zeitpunkt ty(n.1y> angeben zu

X (tesayz) = gg A, (AX)+ %a [A2(AX)+:--+ Ef 1% Ay}, (AX) = Zﬁg A, (AX)

(8.7)
mit den vorwéarts genommenen Differenzen aus (8.6) bzw. (8.7) und den zweiten
Ableitungen der Basispolynome aus Kapitel 4, Gleichung (4.20) bzw. Gleichung
(4.21).

\

(8.6)

8-2. Genauigkeit von Koordinaten und Koordinatendifferenzen im Vergleich

Wie vorher schon erwahnt, sind die mit GPS gemessenen Positionen
hochkorreliert. Es soll deshalb zunadchst einmal eine geeignete Varianz-
Kovarianzmatrix ~sowie eine diese Varianz-Kovarianzmatrix  erzeugende
Fehlerfunktion gefunden werden. Zur Vereinfachung werden hier Koordinaten
betrachtet, die gemall Kapitel 2, Gleichung (2.40) schon ins Inertialsystem
transformiert worden sind, obwohl die eigentlichen MessgroRen GPS-Koordinaten
bezlglich des WGS84, also bezlglich eines erdfesten Systems sind. Fir die
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

Zeitreihe X(t); i = 0, 1, ...,k-1 mit k Beobachtungen der X-Koordinate wird folgende
Varianz-Kovarianzmatrix gewahit

4 N
0

g’io 0><20><1 Oxox, Txoxs " Oxoxen 0 El- p’ pz p:__: B
0 O-Xl X1 Xz X1 X3 XX O O p p p O
g o2 O 1 k-3[]
QX =0 Xz X22X3 XX = O-i 0 p pk_4 0
O Ox, XsXiq L O 1 PO
O m O 0 g
o Sym ;o o Y™ i
a ka 1 E D 1 E
K k x k k x k /

(8.8)
mit der Standardabweichung o, der gemessenen Koordinaten und der Korrelation p
zweier aufeinanderfolgender Koordinaten. Allgemein berechnet sich die Korrelation
zwischen zwei Koordinaten x; und x; zu

(8.9)
Die Wabhl einer solchen Varianz-Kovarianzmatrix ist darin begriindet, dass mit
zunehmendem zeitlichem und drtlichem Abstand zweier Koordinaten die Korrelation
natirlich abnehmen muss, aber trotzdem nicht verschwinden darf. Angesichts dieser
Tatsache scheint die Wahl einer solchen Varianz-Kovarianzmatrix plausibel.

Wie sieht es nun mit der Korrelation zwischen den Koordinaten X, Y, Z innerhalb
eines Koordinatenvektors X = (X,Y,Z) aus. Es ist klar, dass auch hier Korrelationen
vorhanden sind. Der Einfachheit halber wird aber hier keine Korrelation zwischen den
Komponenten des Koordinatenvektors angenommen. Aulerdem soll die
Standardabweichung der X-, Y- und Z-Koordinate gleich sein (o,= o, = 0,).

%O—i Oxy ong 01 0 0O
O

Cyxvz = 0 Oi Ovz[ ™ 0?( 1 OD
Fsym o7 H Bym  1H

(8.10)

Die Vernachlassigung der Korrelation zwischen den Komponenten ist deshalb

gerechtfertigt, da die Komponenten des Beschleunigungsvektors X,Y,Z unabhéngig
voneinander berechnet werden. Das spéter zu losende Gleichungssystem kann
somit fur die Zeitreihen der Beobachtungen der X-, Y- und Z-Koordinaten entkoppelt
werden. Somit hat die Varianz-Kovarianzmatrix fur alle Beobachtungen X(t;) = (X(t),
Y(), Z(t)); i = (0, 1, ..., k-1) fur alle k Beobachtungen des Koordinatenvektors
folgende Form:
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%bi Oxx, Txox Ty, i 0 o0 0 0o ;0 o0 0 0 g
g 0L Oy O, 10 0 0 010 o0 0 0 g
0 o2, Oux,! 0 0 0 010 0 0 0o O
B : : : : ! S
O o2 10 0 0 0 | 0o 0 o0 0o o
Xyt
bt tor=—g == mTTaoe N i e e
g ! Oy, Ovy, Ovy, Ovoves 1 0O
B : Gil V1Y2 OVIYKIE O o O 0 E
Cxvaz, :E i Oiz CT\Q:Vk i O 0 O 0 E
0 ! Co : 0
0 i 62 10 O 0 o O
o e I e =y
0 I : GZU czozl 22, ZoZy4 O
O sym. | i 0%, Oz S
0 i | Ak g
0 | | 0z 9220
0 1 | 0
0 ! ! . O
a | ! Zy H

€, 1000
_ Bttt
=00 Gy 1 0p

001G,

3(k-1) x 3(k-1)

mit C, =C, =C,

(8.11)

Bei dieser Varianz-Kovarianzmatrix handelt es sich um eine Blockdiagonal-
matrix. Aufgrund der vorher genannten Unabhéangigkeit der Komponenten des
Beschleunigungsvektors und keiner auftretenden Korrelation zwischen den
Zeitreihen X(t), Y(t) und Z(t;) kann die Fehlerfortpflanzung fur die Zeitreihen von X(t;),
Y(t) und Z(t) einzeln vorgenommen werden. Die folgenden Betrachtungen werden
deshalb nur fur die Zeitreihe X(t) mit ihrer Varianz-Kovarianzmatrix
Qxi vorgenommen. Wie zu sehen sein wird, kann die Varianz-Kovarianzmatrix

anschlieRend sogar exakt auf die Zeitreihen von Y(t) und Z(t) Ubertragen werden, da
die auf den Zeitreihen beruhenden Berechnungen die Gleichen sind und keine
Koordinaten in die Berechnungen einfliessen.

Abbildung 8.1 zeigt eine Varianz-Kovarianz-Matrix fur die Zeitreihe X(t) fur 20
Beobachtungen. Der besseren Anschaulichkeit wegen wurden ox =1 m und p = 0,9
gesetzt. Schon zu sehen ist die Abnahme der Korrelation mit zunehmendem Abstand
der Beobachtungen. Auf der Hohenachse ist die Korrelation bzw. Varianz
aufgetragen, in der xy-Ebene die Spalten- bzw. Zeilennummer der entstehenden 20
x 20 Matrix
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[m?]
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Abb. 8.1: Varianz-Kovarianzmatrix der Zeitreihe X(t) fir 20 Beobachtungen
mit der Varianz o,= 1 m und der Korrelation p = 0,9

Eine Fehlerfunktion zur Simulation von Fehlern, die an die Beobachtungen von
X(t) angebracht werden und welche die Varianz-Kovarianzmatrix C, erzeugen, kann

in Y. Shen (2000, S.52ff) gefunden werden. Sie lautet:
/

\
€, =¢,

e, =plg, + 1-p? (&,

e,=p" [, + an_i 1-p (g,
- i J

(8.12)
oder geschickter in rekursiver Darstellung:

4 N

€, =¢&

e, =plg, + 1-p? (£,

en+1 =en m+ 1_p2 |1n+1

(8.13)
Die g (i=0, 1, ..., k-1) sind dabei die an den Positionen X(t) anzubringenden Fehler

mit der Varianz-Kovarianzmatrix Cy, €& sind unabhangige, normalverteilte Fehler

(Weisses Rauschen) mit der Standardabweichung o, und dem Korrelationsfaktor p
aus (8.8)
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Einen Beweis daflr, dass die Fehlerfunktion aus (8.12) auch wirklich die
Varianz-Kovarianzmatrix Qxi aus (8.8) erzeugt, erbringt Y. Shen (2000, S.53). Dieser

Beweis soll aber hier nicht aufgefihrt werden. Selbstverstandlich werden mit der
Fehlerfunktion aus (8.12) auch die Fehler an Y(t) und Z(t) erzeugt, da die Zeitreihen
der Koordinaten ja nach (8.10) als unabh&ngig voneinander angesehen werden.

Im nachsten Schritt wird nun die Varianz-Kovarianzmatrix C,, der

Koordinatendifferenzen hergeleitet. Sie ergibt sich nach dem allgemeinen
Fehlerfortpflanzungsgesetz zu:

Cux =08 ) T, 2

(8.14)

Bendtigt wird hierfir die JacoBl-Matrix der partiellen Ableitungen der
Koordinatendifferenzen AXt_1 (s.Formel (8.4)) nach den Koordinaten Xy. Sie ist eine
k x k-1 — Matrix mit den Elementen J;; = -1 fur i = j, J;; = 1 fur i-1 = j und den
sonstigen Elementen J;;= 0 (i,j Indizierung der JACOBI-Matrix nach Zeile und Spalte).

/ aXt  ax?  aax? aaxt  aaxZ anXiiO \
Hox, o, X, 0% x, o o 1 0 0 O 0 0O
aX:  aax?  aax:  anX: X2 XSO Dl -1 0 0 0 0 O
DD X,  aX, aX, oX, X, X, E 0 0
PaXh  aax?  aax:  aax: X exGo [0 1 -1 0 0 0O
Bax2 X, X, X, X, X, B 0 0
8% paxt oax? aax3  anxs awx3 awxig 0 O 1 -1 0 0
= Oox, oX, oX, oX X X, 0~
X 3 3 3 3 3 3 ] .
@AX}) aaxi  9aX; aaX;  daX() 6AXEZ§B DO 0 0 1 0 0 B
Oox, X, oX, oX, X, X, 0 oo
O : Do © 0
Daxt  onxz onxd oaxd Xt anxi D SO 0O 0 O 1 -10
DX, 0X., 0X., 0X., X, 00X, 0
DoaXs  0aX; 0aX3 0aX;  9aX|S OAX'QZB g 0 0 O 0 10
Xy Xy 0Xy O0X,y 0Xy 0% B
k k x k-1 k x k-1 /
(8.15)

Die entstehende Varianz-Kovarianzmatrix C,y der Koordinatendifferenzen sieht

dann wie folgt aus:

oas A

S)-Axé O-Angxf O-Angxg OAngxg oAxéAxt:§ E
2
E O Omcax  Yaxiaxs O wxzaxict B
2

CAX = [ OAxg oAngxg‘ oAngx';:2 0

X 5
B oAxg O-Axg"AXtZ% E
0 sym. : 0

2

H Taxs H

k-1 x k-1
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~

22 ¢ 4 (¢ RA)p (P RpDEF - (P +20-1)P70

0 290  fepd (P2p)p (P +20-0E7]

—2m 220 el (P2p-l)pD
gl 2-20 - (P +20-1)P7

O . : |

0 sym. : O

B 2-2p 0

k k-1 x k-1 /
(8.16)

Die Koordinatendifferenzen besitzen also nach (8.16) die Varianz o3, und die

Korrelation pai; zwischen zwei Koordinatendifferenzen:

Oix =(2—2p)®'f<
Paij :(_pz +29-1)@>“_”_1

(8.17)

Abbildung 8.2 zeigt die entstehende Varianz-Kovarianzmatrix C,, der

Koordinatendifferenzen fir o,=1 m und p = 0.7.

Zeilel
Zeile4

Abb. 8.2: Varianz-Kovarianzmatrix der Koordinatendifferenzen fiir 20 Beobachtungen
von X(t) mit o,= 1 m und p = 0,7, gesehen von oben und von unten
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Auffallig sind zwei Sachverhalte. Zum einen nimmt die Varianz o, der
Koordinatendifferenzen gegeniber der Varianz ox* der Koordinaten nach (8.3) und
(8.17) ab. In Abbildung 8.2 betragt sie nur noch 0,6 m2. Allerdings wurde hier der
besseren Darstellbarkeit wegen nur eine Korrelation von p = 0,7 gewahit.
Normalerweise ist die Korrelation aber viel gro3er, wie vorher schon besprochen.
Somit konnen dann auch Verkleinerungen der Standardabweichungen um den
Faktor aadox = 1/100 und besser entstehen. Die Tabelle 8.1 gibt Auskunft dariber,
wie gro das Genauigkeitsverhadltnis oax/ox der Koordinatendifferenzen AX
gegenilber den Koordinaten X fiir verschiedene p ist.

Korrelation p 0 0,1 0,5 0,8 0,9 0,99 | 0,999 0,9999
Onx/ Oy 1,41 | 1,34 1 0,632 0,447 0,141 0,045 0,014
Pniji+1 -1 -0,81 | -0,25  -0,04 -0,01 -10% | -10° -10%

Tab. 8.1: Genauigkeitsverhaltnis oax/ox und Korrelation py;i.1 auf der ersten
Nebendiagonalen von C,y

Zweitens ist sehr aufféllig, dass die Korrelation p,; .1 dem Betrag nach nicht nur
wesentlich kleiner wird, sondern auch negativ. Fir eine groRRere, realistischere
Korrelation wie z.B. p = 0,99 oder p = 0,9999 betragt die Korrelationszahl auf der
ersten Nebendiagonalen der Varianz-Kovarianzmatrix der Koordinatendifferenzen
Cax nach Formel (8.17) sogar nur noch pajs = -10 bzw. —10®. Mit zunehmendem
ortichem und zeitichem Abstand nimmt die Korrelation zwischen zwei
Koordinatendifferenzen AX[™ weiter ab.

Wegen der sehr klein werdenden Korrelationen und vor allem wegen der
enormen Genauigkeitssteigerung der Varianz o, ist die Verwendung von
Koordinatendifferenzen nach (8.7) zur Berechnung von Beschleunigungen der
Verwendung von Koordinaten (Kapitel 4, Formel 4.22) vorzuziehen.

Die Fehlerfunktion fiir die Koordinatendifferenzen AX"*' leitet sich ganz einfach

[ e2+l =en+1_en }
(8.18)

Sind also die Fehler e, fur die Koordinaten X, bekannt, so kénnen die Fehler

durch folgende Beziehung ab:

e fur die Koordinatendifferenzen AX"™ ganz einfach durch die Differenzbildung in
(8.18) berechnet werden. Eine Summenformel lasst sich durch Anwenden von
Beziehung (8.12) auf Gleichung (8.18) angeben:

- ™
e; =(p-1) &, +1-p" £,

(8.19)

e™ =p" [, [p 1) +y/1-p° n+l+ip"'i(p ~1)1-p? ¢,
\ Y,
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Eine geschicktere, rekursive Berechnungsformel fiur die Fehlerfunktion der
Koordinatendifferenzen lasst sich angeben zu:

e; =(p-1) &, +y1-p° &,

ert =p @), +1-p° (e, —€,)

(8.20)

Die folgenden Abbildungen zeigen den auftretenden Fehler in den Koordinaten
und Koordinatendifferenzen bei einem Umlauf des CHAMP-Satelliten fir o,= 10 cm,
und zwar einmal fir die Korrelation p = 0,99 und einmal fir p = 0,9999.

Fehler in den Koordinaten fir einen Umlauf

Fehler in cm

Zeit in Sekunden

Fehler in den Koordinatendifferenzen (Basislinien) fiir einen
Umlauf

Fehler in cm

Zeit in Sekunden

Abb. 8.3: Fehler in Koordinaten X; und in den Koordinatendifferenzen AX:+1 fur o, =
10 cmund p =0.99
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Fehler in Koordinaten fir einen Umlauf

£
o
£
o}
=
()
LL
Zeit in Sekunden
Fehler in den Koordinatendifferenzen (Basislinien) fir einen
Umlauf
IS
o
£
ko)
e
(3]
LL

Zeit in Sekunden

Abb. 8.4: Fehler in den Koordinaten X; und in den Koordinatendifferenzen AX!™ fur
0,=10 cm und p =0,9999

Deutlich zu sehen ist, dass die Fehler in den Koordinaten kein ,Weisses
Rauschen* mehr sind, sie also nicht zuféllig um die Zeitachse verteilt sind. Die
Fehlerfunktion schneidet vielmehr in mehr oder weniger regelmafiigen Abstanden die
Zeitachse, bleibt aber im gleichen Genauigkeitsbereich wie ein Weisses Rauschen
mit o = 10 cm. Sie bendtigt einen langeren Zeitraum als ein ,Weisses Rauschen”, um
zwischen ihren positiven und negativen Maximalwerten zu pendeln. Steigt die
Korrelation zusatzlich an, so wird dieser Zeitraum noch grésser.

Geht man nun zur Fehlerfunktion der Koordinatendifferenzen uber, so sieht man,
dass ihre Fehler kleiner werden. In Abbildung 8.4 ist schén zu sehen, dass mit
grolRer werdender Korrelation die Fehler in den Koordinatendifferenzen immer kleiner
werden. Aufféllig ist auch, dass die Fehlerfunktion der Koordinatendifferenzen einen
zufélligeren Charakter hat als die Fehlerfunktion der Koordinaten. Sie &hnelt also
wieder mehr einem weissen Rauschen. Dies liegt an der geringen Korrelation der in
(8.16) abgeleiteten Varianz-Kovarianzmatrix der Koordiantendifferenzen.
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Es lasst sich also abschlieBRend sagen, dass die Verwendung von
Koordinatendifferenzen zur Berechnung von Beschleunigungen gulnstiger ist, da
aufgrund hoher Korrelationen zwischen den gemessenen Koordinaten die
Koordinatendifferenzen wesentlich genauer bestimmbar sind.

8-3. Genauigkeit der Beschleunigungen

Als néchstes wird nun der Einfluss der Fehler der Koordinatendifferenzen auf die
mit der Interpolationsformel nach GREGORY-NEWTON berechneten Beschleunigungen
untersucht. Dieser tritt als weitere Fehlerquelle neben dem in Kapitel 4 untersuchten
Interpolationsfehler auf, der ein Modellfehler und somit ein systematischer Fehler ist.
Dieser systematische Fehler besitzt andere Eigenschaften als der durch die
Genauigkeiten der Koordinatendifferenzen erzeugte Fehler und deshalb muss auf ihn
spater noch einmal genauer eingegangen werden.

Die Varianz-Kovarianzmatrix der interpolierten Beschleunigungen Cy berechnet

sich Uber das allgemeine Fehlerfortpflanzungsgesetz aus der Varianz-Kovarianz-
matrix der Koordinatendifferenzen C,, zu

Cyo = (0% | Ta T

(8.21)

Ihre Bedeutung liegt darin, dass die Inverse dieser Varianz-Kovarianzmatrix die
Gewichtsmatrix W des zu lI6senden Gleichungssystems ist, da die Beschleunigungen
die linke Seite des zu I6senden Gleichungssystems bilden.

gi‘xi ist die Jacosi-Matrix der partiellen Ableitungen der in Formel (8.7)

berechneten Beschleunigungen nach den Koordinatendifferenzen. Fir ein
Neunpunktschema ergeben sich die partiellen Ableitungen zu

2 aAXHZ

a. = aj.<i(ti+4) -
TS G

i
i
2g-4E

a. = aj.(i(tiJrA) —

( oAXS
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a 0X(t,:) 6 +2 L -889 _a,
OAX* At 5040
_ Xt 119
g, =00 Py 7Ed =g,
REINGE ~ A 5040
_ 0X(t) _ - 158
% AAXTE At 1680 °
/ (8.22)

mit i = (0, 1,..., k-9) und s = 4. Alle anderen partiellen Ableitungen sind zu null zu
setzen. Die partiellen Ableitungen hangen somit nur noch vom Zeitabstand At
zwischen zwei Beobachtungen ab. Aus diesem Grund ergibt die Fehlerfortpflanzung

fir Y,(t,,) und Z,(t,,) dieselben Varianz-Kovarianzmatrizen.
Die JAacoBI-Matrix lasst sich nun fur ein Neunpunktschema wie folgt angeben:

DXo(t)  OXy(ts) X, (te) OXs(t,)  OXo(tes)D

OOAXS  aAX:  aAXY  oAXS aMxX, .

BXo(t,) Kylts) Xs(te) Xe(t,)  OXo(ts)D

HoaX:  aAXZ  0AX?  oAX: anxz o

DXo(t) OXy(ts) 9X,(ts) 0X,(t;) Xolts)O 8y O 0 O 00

Bang oAXS  anx:  anxe OAX3 g E?? a, 0 0 oD

B)xo(h) akl(t5) 65.(2 (ts) 65(3(':7) axk—g(tk—s)[l 0 0 B

Do aaX]anxi anx; aax; O g % & 0

Xo(ty) 0Xi(ts) 0X,(ts) 0X,(t;) axk—g(tk—s)[l [ﬁA a, a, qQ 0 O

O0AXS  0AXS  0AXS  0AXS aX; 0 Oz a o0

PRolt) Kt) 0Ky(t) Kslt)  OXylts)y U O
o DOAXS OAXZ OAXS  OAX: aaxe o 0% " & & 0%
Jax = %) o) ) oK) et =g v - a0

O0AX.  aAX]  9AX.  9AX! OAX] 0 Ga -3, -8 -3, 0

Eax (t) 0X,(t;) OX,(ts) 0X4(t,) X, g(tks) Og 0

a4 &, - 0

O0AXE  aAXE  0AXE  9AXE FING D 0 0

DXo(ta) Kults) 0%,(t) Xs(t)  Keolt)D 0O 0 & -a 00

Tanx: Xt aaxt  aaxS onxd o Bo 0 0 -a OB

Dot ) Blt) X)) O ; 0

DOAXY  AAXY  9AXY  OAXY Xy g 0 6 o o O

D%o(t) Xils) Blly) Klt) | Keolleg)D "l

anig X, aBXy aAXp T aaxj : Ll

DBX (t) Xy(ts) X, (ts) OXs(t,) axk*Q(tka)B

Ebet_; AAXET  aAXEL  aAXE AAX

k-1 x k-8

(8.23)
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Bei der Verwendung eines Siebenpunktschemas ergeben sich die partiellen
Ableitungen zu:

(-s-i.1 od

! At? 90
R LR
2 0AXT? At? 36
oS g g2
° o AAXiE At? 36
R :6%(%3):%_4%% +1O§§ _1 49
t o aAXTE At? 36 °
— aX(t+3) — -5
= Ak = -5 = [H3—=-
=T %E %E At 36
_ 0X(tus) _ 1 1_
= +3/ — = 0= =-
Q OAX!* %E AP 90 /
(8.24)
fur i = (0, 1, ..., k-7) und s = 3. Alle anderen partiellen Ableitungen ergeben sich

wieder zu null. Diese Ableitungen hangen auch wieder nur vom Abstand At ab. Die
JAacoBl-Matrix fur das Siebenpunktschema ergibt sich somit zu:

DXolts)  OXylts)  OXalts)  OXslta) - OXilts)
QO O, OAX; X, T aMX g
DOXo(ts)  0X,(ts) OX,(ts) OXs(ts) 0Xy6(t5) 0
QOAXZ  OAXZ  OAX? OAX: axe B
OXo(ts)  0X,(ts)  0X,(ts) OX,(ts) X6t 3) 0
HOAXS  0AX;  0AX]  0AX] (OAX]
Xolts)  0Xi(ts) 0X,(ts)  9X;(te) Xy6(tes) O
Ooax?  aaxi  aaxi  aaxd IV B
Xo(ta) axl(tA) 5X2 (ts) 6X3(te) axk—e (tk—3) O
) 00AXS — 0AXS  0AXS  0AXS anx; O
X = i Sl gt . 40
Jax = PXolt) Xy(t) Xylts)  OXy(ts) X5 tea)
D0AX]  0AXZ  0AXY  0AXS 0AXZ O
DXolts) O%,(t) OXy(t) OXlts)  OXeoltes)
DOAX T OAXOAXG aAX oMK T
PXolty)  OX,(ts) OXy(ts) OXylte)  OXeslts) T
DOAXT  OAXG OAX;  OAX;  oAX] [
l%?Xo(ts) ax1(t4) axz(ts) 6X3(t6) axkfe(tkfa)g
DOAXY  OAXY  0AXE  9AX] WX
o : : . H O
DOXo(t) 0Xy(t,) OXy(ts) OXlty) 0Xk-e(tk_3)g
EﬂAXEle OAXS AXKS  9AXKD 0AX O
\ k'l X k'6

O 0 O
a 0 O
a, a O
a a8
"8 83 &
" -8 &
- -, -3,
0 - -3,
0O 0 -a
0O 0 O
k-1 x k-6

o

/

- O O O O O O O O o
T o e |
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In Abbildung 8.5 ist eine solche Varianz-Kovarianzmatrix fur die aus der
Interpolation berechneten Beschleunigungen dargestellt. Sie wurde flr eine
Standardabweichung von oy = 0,1 m und eine Korrelation p = 0,9 fir ein
Neunpunktschema mit 10-Sekunden-Abstand berechnet.

8,00E-05 ) [ 7]
2 g
6,00E-05 = SRR
Z> P o e I
400805 St r.;,:f.;’.‘:.i#:i#}ﬂ
2,00E-05 '.‘..‘.‘,",. == % re ‘?}1’:’:’75‘.
0.00E+00 1o e . R 7 Zeilel
2,00E-05 “F’ P = = L
4,00E-05 ' i S
L
6,00E-05

Spaltell
Spalte13

Abb. 8.5: Varianz-Kovarianzmatrix bei Verwendung eines Neunpunktschemas fur 30
Beobachtungen von X(t) mit o,= 0,1m und p = 0,9

Es treten relativ groRe Korrelationen auf der ersten Nebendiagonalen, also fir
zwei aufeinanderfolgende Beschleunigungen auf. Diese sind allerdings negativ. Die
Korrelationen auf der zweiten Nebendiagonalen sind schon wesentlich kleiner, aber
immer noch gut zu erkennen und positiv. Auf der dritten Nebendiagonalen, welche
die Korrelation zweier im Abstand von 3[At berechneten Beschleunigungen angibt,
sind die Korrelationen schon fast nicht mehr zu erkennen und aufl3erdem wieder
negativ. Auf der Abbildung nicht mehr erkennbar, aber am Vergleich von
Zahlenwerten zu sehen, ist ein Sprung in der Korrelation von mehreren
GroRenordnungen beim Ubergang von der vierten auf die fiinfte Nebendiagonale,
danach sind die Korrelationen verschwindend klein. Dies verwundert auch nicht, da
in die Berechnung von Beschleunigungen mit dem Neunpunktschema die vier
benachbarten Positionen eingehen, hier also grol3ere Korrelationen vorzufinden sein
missen. Die alternierenden Vorzeichen auf den ersten Nebendiagonalen stammen
von den alternierenden Vorzeichen der partiellen Ableitungen nach den
Koordinatendifferenzen, die eine alternierende Abh&ngigkeit der Beschleunigungen
voneinander verursachen. In den nachfolgenden Tabellen sind einige signifikante
Werte (Standardabweichung der Beschleunigungen, Korrelation auf der ersten
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Nebendiagonalen) der Varianz-Kovarianzmatrizen Cy, fur eine Standardabweichung

ox = 0,1m fir verschiedene Interpolationsschemen, Zeitintervalle und Korrelationen
der Ephemeriden aufgetragen.

o 0,1 0,5 0,8 0,9 0,99 0,999 | 0,9999
UX[m/sz] 3,38010°  2,29110° 1,35M10°  9,310* 2,87010* | 9,07010°  2,86010°
Piiws | -0,713 | -0,649 & -0,622 & -0,618 @ -0,616 -0,616 -0,616

Tab. 8.2: Standardabweichung und Korrelation auf der ersten Nebendiagonalen der
Beschleunigungen, die bei Verwendung eines Neunpunktschemas mit At =
10s und einer Standardabweichung der Ephemeriden von oyx = 0,1m fir
verschiedene Korrelationen p der Ephemeriden entstehen

p 0,1 0,5 0,8 0,9 0,99 0,999 | 0,9999
Oi[m/SZ] 3,21103 2,1810° 1,2010°3 ) 8,8710* | 2,740 | 8,66(10° | 2,73(10°
Pyis1  -0,700 @ -0,632 | -0,603 | -0,598 -0,597 | -0,597 @ -0,597

Tab. 8.3: Standardabweichung und Korrelation auf der ersten Nebendiagonalen der
Beschleunigungen, die bei Verwendung eines Siebenpunktschemas mit At
= 10s und einer Standardabweichung der Ephemeriden von ox = 0,1m fir
verschiedene Korrelationen p der Ephemeriden entstehen

o 0,1 0,5 0,8 0,9 0,99 0,999 | 0,9999
gk[m/sz] 9,05M10*  7,45M10*  4,70010* | 3,280 1,01M10* 3,2M10° | 1,0110°
Psia | -0,731 @ -0,686 | -0,634 -0,621 @ -0,616 | -0,616 | -0,616

Tab. 8.4: Standardabweichung und Korrelation auf der ersten Nebendiagonalen der
Beschleunigungen, die bei Verwendung eines Neunpunktschemas mit At =
20s und einer Standardabweichung der Ephemeriden von oy = 0,1m fir
verschiedene Korrelationen p der Ephemeriden entstehen

Wie erwartet, nimmt die Standardabweichung fir eine zunehmende Korrelation
der Ephemeriden ab. Der Betrag der Korrelation der berechneten Beschleunigungen
untereinander wird auch kleiner, aber nur ganz wenig, und er strebt scheinbar einem
Grenzwert zu. Auffallig ist beim Ubergang vom Neunpunkt- auf das
Siebenpunktschema eine geringflgig verbesserte Genauigkeit der so berechneten
Beschleunigungen. Dies mag etwas verwundern, da in Kapitel 4 behauptet wurde,
dass ein Neunpunktschema etwas genauer ware. Dies gilt aber nur flir den
Interpolationsfehler, bei der Fehlerfortpflanzung der Messgenauigkeit der
Ephemeriden verhdlt sich das anders. Schaut man einmal genauer in die Formeln
zur Berechnung der Beschleunigungen mit einem Siebenpunktschema, so erkennt
man auch, warum das so sein muss. Der Interpolationszeitraum ist bei einem
Neunpunktschema gréRer, und somit ist nattrlich auch der durch die Fehlerfunktion
hervorgerufene Fehler in den Ephemeriden groRer. Dies fuhrt dann zu einer
schlechteren Genauigkeit der berechneten Beschleunigungen bei der Verwendung
eines Neunpunktschemas.

160



8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

Geht man nun auf ein gré3eres Zeitintervall (At = 20s) wie in Tabelle 8.4 Uber, so
entsteht eine Genauigkeitsverbesserung je nach Korrelation der Ephemeriden um
den Faktor 2,5 — 4. Auch dies verblufft zun&chst, weil der Fehler mit zunehmendem
Interpolationsintervall At gréRer werden sollte, da dies ein Informationsverlust
bedeutet. Aber auch hier ist leicht eine Erklarung gefunden. In die
Fehlerfortpflanzung geht der Faktor (1/At2) ein. Somit muss die Standardabweichung
der Beschleunigungen bei einem doppelt so grof3en Zeitintervall nur noch ein Viertel
betragen. Sie ist allerdings etwas groRer als nur ein Viertel, da der Fehler einer
Koordinatendifferenz fir einen grof3eren Zeitabstand auch hdher wird. Dies liegt an
den mit groRerem Zeitabstand abnehmenden Korrelationen (Die Angabe von p
bezieht sich auf einen Zehn-Sekunden-Abstand).

Diese Erkenntnisse widersprechen den Aussagen, die bei der Untersuchung des
Interpolationsfehlers in Kapitel 4 getroffen wurden. Hier wurde namlich erklart, dass
ein  Neunpunktschema mit At = 10s ideal ware. Bei der Untersuchung der
Fehlerfortpflanzung des Messfehlers der Ephemeriden ergibt sich genau die
gegenteilige Aussage: ein Siebenpunktschema mit groRem Zeitintervall At ware
geeignet.

Man koénnte nun meinen, dass man ein solches Schema verwenden sollte, um
diesen Fehler mdglichst klein zu halten, da dieser mit einem Bereich von 10%-10°
m/s2 um einige GroélRenordnungen hoher ist als der Interpolationsfehler. Jedoch sollte
bei Verwendung vieler (k) Beobachtungen der Einfluss dieses Fehlers auf die
bestimmten Koeffizienten nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz immer Kkleiner

(Einfluss = 1/\/E) werden ,da es sich hier um zufallige, aber korrelierte Fehler mit
einem Erwartungswert von null handelt. Der Einfluss des Interpolationsfehlers
hingegen, bei dem es sich um einen systematischen Fehler handelt, wird mit
zunehmender Anzahl von Beobachtungen nicht oder kaum Kkleiner. Stehen einem
nun genigend Beobachtungen zur Verfiigung, so limitiert dieser systematische
Fehler die maximal erreichbare Genauigkeit. Es sollte deshalb ein Modell verwendet
werden, welches einen mdglichst kleinen systematischen Fehler (hier:
Interpolationsfehler) besitzt, in unserem Falle also ein Neunpunktschema mit At =
10s.

Zur Veranschaulichung des Unterschiedes von systematischen und zufalligen
Fehlern sei noch folgendes Beispiel angegeben:

Misst man eine Strecke mit einem Messgerat, dessen Streckenmessungen
einen Nullpunktsfehler von 2 cm aufweisen, so sind die gemessenen Strecken immer
systematisch 2 cm zu grof3.

Die Standardabweichung des Messgerates betrage 5 cm. Misst man nun eine
Strecke genligend oft, so kommt man durch Mitteln der Messungen immer néher an
den wahren Wert der Streckenlange heran.

Besitzt ein Messgerat beide Fehlereigenschaften, so erhdlt man nach einer
grossen Anzahl von Messungen und Mitteln eine Strecke, die ungefahr 2 cm zu grol3
ist. Der systematische Fehler bleibt also weiterhin erkennbar, wahrend der Einfluss
des zufélligen Fehlers abnimmt.
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Die Fehlerfunktion fur die aus der Interpolation aus Koordinatendifferenzen
berechneten Beschleunigungen berechnet sich aus der Fehlerfunktion fir
Koordinatendifferenzen (s. Formel (8.19) und (8.20)) fir k Beobachtungen von X(t)
fur ein n-Punkt-Schema zu (k =0, 1, ..., k-1)

n-1
€5 (tesny2) = Z ET% @Al/z

(8.26)

mit den zweiten Ableitungen der Basispolynome g% aus Gleichung (4.20) bzw.
[

Gleichung (4.21) und den Fehlern in den vorwarts genommenen Differenzen e, :
i2

ﬁe% =ef" \
€ =e: et
e, =6l 27 vel
e, et -3l +3el? el
ey, Zelh -4 B! 6Bl 4R el
ey ekt -5 L +10 Bl L0 @2 +5 L7 el
ey, =il -6 BE +15 B ~20 Bl +15 Bl 6B el
e =i -7 e w2167 95 @t w050l 2104 4770
(8.27)

Die folgenden Schaubilder zeigen die durch Fehlerfortpflanzung entstehenden
Fehler in den berechneten Beschleunigungen fur ein Neunpunktschema fir
verschiedene Zeitabstande At und verschiedene Korrelationen.

/ Fehler in den interpolierten Beschleunigungen fir einen Umlauf \

bei einem 10-Sekunden-Abstand

1,50E-03

1,00E-03

5,00E-04

0,00E+00
Z4

Fehler in m/s2

-5,00E-04

-1,00E-03

-1,50E-03

Zeit in Sekunden /
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f Fehler in den interpolierten Beschleunigungen fur einen Umlauf \
bei einem 20-Sekunden-Abstand

1,50E-03
1,00E-03
5,00E-04
0,00E+00

Z
-5,00E-04

Fehler in m/s?

-1,00E-03

-1,50E-03

K Zeit in Sekunden /

Abb. 8.6: Fehler in den interpolierten Beschleunigungen bei einem Neunpunktschema
mit ox = 10 cm und p = 0,99 fur verschiedene Zeitintervalle.

Fehler in den interpolierten Beschleunigungen fur einen Um lauf

bei einem 10-Sekunden-Abstand
1,50E-04
1,00E-04

5,00E-05

0,00E+00

Fehler in m/s2

-5,00E-05

-1,00E-04

-1,50E-04

Zeit in Sekunden

Fehler in den interpolierten Beschleunigungen fir einen Umlauf
bei einem 20-Sekunden-Abstand

1,50E-04
1,00E-04
5,00E-05

0,00E+00

Fehler in m/s?

-5,00E-05

-1,00E-04

-1,50E-04

Zeit in Sekunden

Abb. 8.7: Fehler in den interpolierten Beschleunigungen bei einem Neunpunktschema
mit oyx = 10 cm und p = 0,9999 fir verschiedene Zeitintervalle.
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Fur die Erstellung der Diagramme wurden die mit den in Abbildungen 8.3 und
8.4 dargestellten Fehlern versehenen Ephemeriden bzw. Koordinatendifferenzen in
Beschleunigungen umgerechnet und mit den durch ein Bahnberechnungsprogramm
berechneten Sollbeschleunigungen verglichen. Die Abbildungen 8.6 und 8.7
enthalten somit auch den Interpolationsfehler, der aber mit einer GréRenordnung von
10 sehr klein ist und deshalb nicht zu sehen ist. Es wird somit nur der wesentlich
grol3ere, durch Fehlerfortpflanzung entstehende Fehler abgebildet.

Es sind im Wesentlichen die schon vorher genannten Eigenschaften zu sehen.
Der Fehler wird beim Ubergang von einem 10- zu einem 20-Sekunden-Abstand
kleiner, genauso wie er fir eine groBere Korrelation p der Ephemeriden abnimmt.
Obwohl die Korrelationen der berechneten Beschleunigugen recht hoch sind, gleicht
der Fehler einem Weissen Rauschen. Dies entsteht durch das alternierende
Vorzeichen der Korrelation sowie durch den schnellen Abfall der Korrelation mit
zunehmendem zeitlichem Abstand.

8-4. Die Gewichtsmatrix

Die Gewichtsmatrix W der Ausgleichung entsteht durch Inversion der Varianz-
Kovarianzmatrix der Beobachtungen. In unserem Falle muss also die Varianz-
Kovarianzmatrix der interpolierten Beschleunigungen invertiert werden. Fuhrt man
nun diese Inversion aus, so fallen einem folgende Sachverhalte auf, die in den
beiden nachfolgenden Abbildungen hervorgehoben werden (Es wurde die Matrix Qxi

der Zeitreihe X(t;) invertiert).

Groflte Elemente jeder Spalte der Gewichtsmatrix

1,8E+11
1,6E+11
1,4E+11
1,2E+11

1E+11

8E+10

Elementgrosse

6E+10
4E+10

2E+10
o TN
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Spaltennummer

Abb. 8.8: Die grofiten Elemente jeder Spalte der Gewichtsmatrizen fur 100, 600 und
1200 Beobachtungen

Beobachtungen 100 600 1200
Konditionszahl 9,180581010° 3,86904983M10° = 1,67600595M10°

Tab. 8.5: Konditionszahl der Varianz-Kovarianzmatrizen fiir 100, 600 und 1200
Beobachtungen
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Wie zu sehen ist, werden mit zunehmender Dimension der Gewichtsmatrix auch
ihre einzelnen Elemente immer groéRer. Die Konditionszahl der zu invertierenden
Varianz-Kovarianzmatrix Cy , die sich aus dem Verhaltnis des grof3ten zum kleinsten

Eigenwert der Matrix berechnet, steigt ebenfalls an. Die Kondition einer Matrix ist ein
Mal3 fur ihre Stabilitdt bei der Inversion. Ist die Konditionszahl nahe 1, so liegt eine
stabile Matrix vor. Mit zunehmender Konditionszahl wird die Inversion instabiler.

Es liegt hier also eine Gewichtsmatrix vor, die mit zunehmender Dimension
immer instabiler wird. Daher besteht die Gefahr, dass mit einer so instabilen,
hochkorrelierten und mit hohen Werten besetzten Gewichtsmatrix das Ergebnis
verfalscht wird. Es wird deswegen versucht, diese Gewichtsmatrix zu stabilisieren. Im
folgenden geschieht das durch Addition eines kleinen Offsets auf die
Hauptdiagonalelemente der zu invertierenden Varianz-Kovarianzmatrix. Die

Gewichtsmatrix W, entsteht nun aus der Inversion dieser ,manipulierten“ Matrix.

- ) N
Cyp =Cy +ABZ 1

Wi =Cxa )_l

mit | = Einheitsmatrix der Dimension von Cy

A = Stabilisierungsfaktor
N / (8.28)

Um nun beurteilen zu kénnen, wie grof3 die Verluste sind, welche durch die
Manipulation entstehen, wird die so gewonnene Gewichtsmatrix W,, mit der

urspriinglichen Varianz-Kovarianzmatrix Qxi multipliziert. Wurde die Gewichtsmatrix

nicht manipuliert, so sollte als Produktmatrix die Einheitsmatrix entstehen, bei einer
Manipulation mit einem kleinen A sollte eine Produktmatrix nahe der Einheitsmatrix
entstehen. Sind die Abweichungen dieser Matrix von der Einheitsmatrix klein, so sind
auch die durch Manipulation entstehenden Verluste als klein zu bezeichnen und die
so berechnete Gewichtsmatrix kann verwendet werden. Wie in Abbildung 8.13 zu
sehen ist, sind die Abweichungen zwischen der entstehenden Produktmatrix und der
Einheitsmatrix auf der Hauptdiagonalen am grof3ten. Zur Beurteilung des Fehlers in
der manipulierten Gewichtsmatrix werden deshalb diese Abweichungen verwendet.

Groltes Element jeder Spalte der Gewichtsmatrix

8,00E+10
7,00E+10
6,00E+10
5,00E+10
4,00E+10
3,00E+10

2,00E+10

Grosse des Elements

1,00E+10
/—%
0,00E+00
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Spaltennummer

Abb. 8.9: Grofite Elemente jeder Spalte der Gewichtsmatrix fiir 600 Beobachtungen fiir
verschiedene Stabilisierungsfaktoren A.
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

Diagonalelemente der Produktmatrix
1,02

0,98
2 0,96
n O
: 0,94
0,92
0,9
0,88
0,86
0,84

Elementgro

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
Spaltennummer

Abb. 8.10: Diagonalelemente der Produktmatrix fiir 600 Beobachtungen fiir
verschiedene Stabilisierungsfaktoren.

A 0 0,0001 0,001 0,1
Konditionszahl = 3,869049(10° | 2,407369(10* | 2,55106510° | 2,575282107

Tab. 8.6: Konditionszahlen bei verschiedenen Stabilisierungsfaktoren fiir 600
Beobachtungen

Je grol3er der Stabilisierungsfaktor, desto kleiner werden die grof3ten Elemente
jeder Spalte der Gewichtsmatrix. Die mittleren Elemente sind nach Stabilisierung
aulBerdem fast gleich. Dieser Bereich, in dem die grof3ten Elemente fast identisch
sind, wird mit groBerem Stabilisierungsfaktor breiter. Die Gewichtsmatrix wird also
einheitlicher. Abbildung 8.10 zeigt, dass selbst fir einen relativ grof3en
Stabilisierungsfaktor A = 0,01 die Diagonalelemente der Produktmatrix noch gréRer
als 0,9 sind, die Abweichungen also weniger als 10% betragen. Fur einen
Stabilisierungsfaktor von 0,001 sind die Abweichungen sogar deutlich unter 4%. Die
Konditionszahl kann durch Wahl eines geeigneten Stabilisierungsfaktors um einige
GrolRenordnungen verbessert werden (s. Tabelle 8.6). Es scheint also gerechtfertigt,
einen Informationsverlust durch Stabilisierung von 5% oder sogar 10% (s. Abb. 8.10)
in Kauf zu nehmen, um dadurch eine stabilere Gewichtsmatrix (s. Tabelle 8.6) mit
kleineren und einheitlicheren Elementen (s. Abb. 8.9) zu erhalten.

Die folgenden Abbildungen zeigen eine Gewichtsmatrix vor und nach

Stabilisierung sowie die Abweichungen zwischen der Produkt- und der
Einheitsmatrix.
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

Es ist deutlich zu sehen, dass die stabilisierte Gewichtsmatrix einen flacheren
Verlauf besitzt und ihre Werte kleiner sind. Die stabilisierte Gewichtsmatrix behalt
aber den Charakter der nicht stabilisierten Gewichtsmatrix bei, namlich eine relativ
starke Korrelation auf den ersten Nebendiagonalen, die mit zunehmendem Abstand
von der Hauptdiagonalen kleiner wird. Die Abweichungen der Produktmatrix von der
Einheitsmatrix sind auf der Hauptdiagonalen am gréRten und fallen auf den
Nebendiagonalen schnell ab. In unserem Beispiel sind sie durchweg unter 0,1, was
10 % entspricht.

Die Gewichtsmatrix W, fur alle Beobachtungen in alle 3 Koordinatenrichtungen
X, Y, Z lasst sich nun wie folgt angeben:

Culi 01 0 OWyi 0} 0
W, =Ce.)' =0 [ &) 0 e W, 0 F
Hsym | ' (C.)'H Bymi W,

\ / (8.29)

Die zu invertierende Varianz-Kovarianzmatrix Cyys ist eine Blockdiagonalmatrix

mit identischen Matrizen auf der Hauptdiagonalen. Diese sind identisch, da die
Koordinaten nicht in die Fehlerfortpflanzung eingehen und die Berechnungen in allen
drei Koordinatenrichtungen X, Y, Z die gleichen sind. Die Blockdiagonalstruktur
entsteht dadurch, dass erstens keine Korrelationen zwischen den drei Koordinaten-
richtungen X, Y, Z angenommen wurden und zweitens die Berechnungen in alle drei
Koordinatenrichtungen unabh&ngig voneinander erfolgen. Die Inversion kann jetzt
durch Inversion der einzelnen Matrizen auf der Hauptdiagonalen erfolgen. Diese
Inversen mussen naturlich auch wieder identisch sein.

Dem aufmerksamen Betrachter mag aufgefallen sein, dass die urspriinglichen
Messgrossen, die gemessenen Koordinaten, auch in die Berechnung der A-Matrix
eingehen. Dieser Fehlereinfluss sollte deshalb auch in der Genauigkeits-
untersuchung betrachtet werden. Wie Formel (8.30) aber zeigt, ist dieser fir den
entsprechenden Gradienten des Zentralfeldes mit 2,500107 m/s? gegeniiber den
entstehenden Fehlern in den interpolierten Beschleunigungen um Grdf3enordnungen
kleiner. Fur Gradienten héheren Grades und Ordnung der Kugelfunktionsentwicklung
wird dieser Fehlereinfluss noch kleiner. Aus diesem Grund soll der Fehlereinfluss auf
die A-Matrix hier nicht weiter untersucht werden.
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8. Genauigkeits- und Korrelationsbetrachtung

-~

Zentralfeld: Iy = —G—ZM
]
I
partielle Ableitung: g 263M
or r
2 l—’grav 2
Fehlerfortpflanzung: oy = 3 [,
grav r
Standardabweichung: o, = 263M 6, =2,5007 mz
grav r S

mit r=6841000m und o, =0,1m
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9. Ergebnisse

9. Simulationsrechnung und Ergebnisse

Das vorgestellte Verfahren wurde mit durchgefuihrten Simulationsrechnungen auf
seine Genauigkeit hin gepruft. Um mit der Speicherkapazitdt und der Rechner-
geschwindigkeit eines PC zurechtzukommen, wurden die Analysen nur fir den
Bahnbogen von 1 Woche durchgefihrt. Untersucht wurden nur durch das
Erdgravitationsfeld hervorgerufene Bahnstérungen bis Grad und Ordnung 30, um die
Dimension des Normalgleichungssystems in einem fir MATLAB ertraglichen
Rahmen zu halten. Bahnstérungen, die durch andere Einflisse (s. Kapitel 6 ,Stérbe-
schleunigungen®) als durch das Gravitationsfeld der Erde hervorgerufen werden,
wurden nicht berlcksichtigt.

Bei der Transformationsmatrix R aus Formel (2.39) fur die Transformation vom
raumfesten ins erdfeste System werden die Einflisse durch Nutation, Prazession
und Polbewegung nicht berlcksichtigt. Als Transformationsmatrix wird also die
Matrix S aus Gleichung (2.34) verwendet, in der als einziger Parameter nur noch der
Greenwicher Sternzeitwinkel 8¢, vorkommt. Fir eine hinreichend gute Simulation von
Bcr in der Bahnberechnung und in der Analyse wurde auf eine Formel von P. R.
Escobal (1965, S. 18ff) zurlickgegriffen, die in Anhang A-7 angegeben ist.

Die Vernachlassigung aller vorher genannten Gréf3en in der Simulation ist
insofern gerechtfertigt, da deren Auswirkungen als klein gegeniber dem Signal,
welches durch das Erdschwerefeld hervorgerufen wird, betrachtet werden kdnnen
und diese Einflisse hinreichend genau durch weitere Messinstrumente (Akzelero-
meter), geeignete Modelle (gravitative Stérbeschleunigungen) und andere Institut-
ionen (IERS) erfasst werden kénnen. Als einzig fehlerbehaftete Grol3e wurde in der
Simulation der GPS-Track des Satelliten angesehen. Die entstehenden Fehler in der
Bahnbestimmung wurden nach Kapitel 8 in einer Fehlerfunktion berechnet und an
die simulierten Bahndaten angebracht. Da die Ungenauigkeiten im GPS-Track die
um GroRenordnungen starksten Hauptfehlerquellen sind, vernachlassigen wir in
dieser Simulation die Fehler, welche durch die Ungenauigkeiten der Mess-
instrumente  (des  Akzelerometers), der Modelle und der gelieferten
Erdrotationsparameter entstehen.

Als Startzeitpunkt fir die simulierte Bahn wurde der 1. Januar 2000, 12.°°h U.T.
gewahlt. Die Bahnparameter (in Keplerelementen) waren dabei folgende:

Bahnradius: a = 6841000 m

Exzentrizitat: e = 0

Inklination: i = 87°

Rektaszension Q (Right Ascension of Ascending Node): RAAN = 18°30*
Argument des Perigdums: w = 90°

Wahre Anomalie: v = 0°

Ausgedruckt in  Startposition und Geschwindigkeit (im raumfesten
Aquatorsystem) lauten die Bahnparameter:
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9. Ergebnisse

Xg =-113604,674 m ; Vx =-7238,784978 m/s?
Ye =339528,581 m ; Vy =-2422,063573 m/s?
Zg = 6831624,647 m , Vz =0,0 m/s?

Fir den Bahnbogen eines Tages des CHAMP-Satelliten ergibt sich der
Groundtrack (Weg des Satelliten auf der Erde) nach Abbildung 9.1. Der Groundtrack
des Bahnbogens einer Woche deckt die Erde entsprechend dichter ab.

Abb. 9.1: Groundtrack des CHAMP—-Satelliten fur 1 Tag (ca. 16 Umlaufe)

Getestet wurde der Algorithmus zunéachst fir eine fehlerfrei simulierte Bahn fir
ein Siebenpunktschema mit At = 10 s (Messabstand der GPS-Positionen), fur ein
Siebenpunktschema mit At = 20 s, fir ein Neunpunktschema mit At = 10 s und fir ein
Neunpunktschema mit At = 20 s. Die so erhaltenen Ergebnisse reprasentieren den
Modellfehler, der die maximal erreichbare Genauigkeit bei Verwendung dieses
Modells darstellt. Der Modellfehler enthalt neben dem durch das Interpolations-
schema entstehenden Fehler auch die numerischen Fehler, welche durch die
Rechnergenauigkeit entstehen.

Als nachstes wurden die vier oben genannten Modelle fir eine Bahn mit
simulierten Messfehlern getestet. Die Messfehler hatten eine Varianz o, = 0,1 m und
eine Korrelation p = 0.999 entsprechend der Fehlerfunktion aus Formel (8.12) bzw.
(8.13). Die entstehenden Fehler bzw. Standardabweichungen der bestimmten
Koeffizienten zeigen die zu erwartende Genauigkeit der Koeffizienten bei der
angenommenen Genauigkeit des GPS-Tracks.

Abschlieend wurden die vier Modelle noch fur einen mit der Gewichtsmatrix
nach Formel (8.29) gewichteten Algorithmus getestet. Fir die Simulation wurde die
Gewichtsmatrix blockweise aufgeteilt, so dass eine Blockdiagonalmatrix, wie in
Abschnitt 7-5. beschrieben, entsteht. In Abschnitt 7-5. wurden als Grund fir eine
solche Blockbildung die GPS-Satellitenwechsel genannt, die zu einem Abbruch in
der Korrelation fihren. Wir nutzten in unserer Simulation diese Mdglichkeit der
Gruppenbildung dafir, dass eine Aufteilung der Gewichtsmatrix in Tausenderblécke
mit MATLAB noch relativ gut verarbeitet werden kann. Zur Generierung der
Gewichtsmatrix wurde die zu invertierende Varianz-Kovarianzmatrix mit einem
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9. Ergebnisse

Stabilisierungsfaktor A = 0,001 stabilisiert. Die Genauigkeit der bestimmten
Koeffizienten sollte gesteigert werden, da die Gewichtsmatrix zuséatzliche
Informationen Uber die Genauigkeit der Beobachtungen, in diesem Fall die
interpolierten Beschleunigungen, einbringt.

Die folgenden Abbildungen zeigen fir die jeweiligen Modelle die
Standardabweichungen, sowie die Fehler in den bestimmten Koeffizienten. Die
Fehler in den bestimmten Koeffizienten ergeben sich als Differenz aus dem
verwendeten Standarderdmodell (EGM96) und den in der Analyse bestimmten
Koeffizienten.
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9. Ergebnisse

Schema: 7-Punkt At: 10 s

gewichtet: nein Stabilisierungsfaktor A: -
Bahnbogen: 1 Woche Anzahl Ephemeriden: 60000
Varianz o, 0,0 m Korrelation p: 0,0

Abb. 9.2: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei
einem Siebenpunktschema mit At = 10 s fir eine exakt bekannte Bahn
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Schema: 7-Punkt At: 20 s

gewichtet: nein Stabilisierungsfaktor A: -
Bahnbogen: 1 Woche Anzahl Ephemeriden: 60000
Varianz o,; 0,0 m Korrelation p: 0,0

Abb. 9.3: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei
einem Siebenpunktschema mit At = 20 s fir eine exakt bekannte Bahn
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Schema: 9-Punkt At: 10 s
gewichtet: nein

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz o,; 0,0 m

Stabilisierungsfaktor A: -

Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0,0
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Abb. 9.4. Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei

einem Neunpunktschema mit At = 10 s fir eine exakt bekannte Bahn
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Schema: 9-Punkt

gewichtet: nein

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz o,: 0,0 m

At: 20 s

Stabilisierungsfaktor A: -

Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0,0
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Abb. 9.5: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei

einem Neunpunktschema mit At = 20 s flr eine exakt bekannte Bahn
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Schema: 7-Punkt At: 10 s

gewichtet: nein Stabilisierungsfaktor A: -
Bahnbogen: 1 Woche Anzahl Ephemeriden: 60000
Varianz o,: 0,1 m Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.6: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei einem

Siebenpunktschema mit At = 10 s fir eine mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 7-Punkt At: 20 s
gewichtet: nein

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz o,: 0,1 m

Stabilisierungsfaktor A: -

Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.7: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei einem

Siebenpunktschema mit At = 20 s fir eine mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 9-Punkt
gewichtet: nein

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz ,: 0,1 m

At: 10 s

Stabilisierungsfaktor A: -

Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.8: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei einem

Neunpunktschema mit At = 10 s fir eine mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 9-Punkt At: 20 s
gewichtet: nein Stabilisierungsfaktor A: -
Bahnbogen: 1 Woche

Anzahl Ephemeriden: 60000
Varianz ,: 0,1 m

Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.9: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei einem

Neunpunktschema mit At = 20 s flir eine mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 7-Punkt At: 10 s
gewichtet: ja

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz o,: 0,1 m

Stabilisierungsfaktor A: 0,001
Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.10: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei

einem gewichteten Siebenpunktschema-Algorithmus mit At = 10 s fir eine
mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 7-Punkt At: 20 s
gewichtet: ja

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz o,; 0,1 m

Stabilisierungsfaktor A: 0,001
Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.11

. Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei

einem gewichteten Siebenpunktschema-Algorithmus mit At = 20 s fir eine
mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 9-Punkt At: 10 s
gewichtet: ja

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz a,: 0,1 m

Stabilisierungsfaktor A: 0,001

Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0.999

|
‘ I Imml‘en K
%ﬂ ] O¢Tizieny
2,00E-09 i
) i
@ f
I
&"
5 ‘
el
3,
B
(=
a

T 3,00E-09
=
o
e
=
a
@
=
=
o
@
o,
=
=
N ~
E ]
g Injw
ES
S .r 'l"

% 'I o5 i I .q»'n

0.-‘4‘ N ¢ 'qr S
2R 00.’00’I "I S s el S I T ZATF
e v | o p Xy N Py iy w220 IS 7277 28
S e arazay rSyiall Sean/oN r.‘ i e e
Q.....' <Y 5 Sy \\}....h 7 .... AL AT AS
S

Abb. 9.12: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei

einem gewichteten Neunpunktschema-Algorithmus mit At = 10 s fir eine
mit Fehlern versehene Bahn
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Schema: 9-Punkt At: 20 s
gewichtet: ja

Bahnbogen: 1 Woche
Varianz o, 0,1 m

Stabilisierungsfaktor A: 0,001

Anzahl Ephemeriden: 60000
Korrelation p: 0.999
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Abb. 9.13: Standardabweichung und Fehler in den bestimmten Koeffizienten bei

einem gewichteten Neunpunktschema-Algorithmus mit At = 20 s fur eine
mit Fehlern versehene Bahn
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Bei der Untersuchung des Modellfehlers, der in den Abbildungen 9.2 — 9.5 flr
die vier Modelle dargestellt ist, ergibt sich fur die Standardabweichungen ein
ahnliches Bild. Fir die Koeffizienten eines Grades | ergibt sich fir die Ordnung 0 die
geringste  Standardabweichung. Mit zunehmender Ordnung m wird die
Standardabweichung groRRer. Dies lasst sich dadurch erkléren, dass eine grofRer
werdende Ordnung bei gleichem Grad eine hohere Auflésung des
Erdgravitationsfeldes bedeutet. Eine feinere Auflosung ist grundsatzlich mit
satellitengeodatischen Methoden immer schlechter bestimmbar.

Interessant ist das Verhalten der Standardabweichung bei gleicher Ordnung m
far einen zunehmenden Grad I. Fur die Koeffizienten niedrigen Grades ergibt sich die
groRte Standardabweichung. Diese nimmt mit zunehmendem Grad zuerst ab,
erreicht fur Koeffizienten des Grades 10 — 15 ihr Minimum, um dann fur einen
zunehmenden Grad | wieder anzusteigen. Der Anstieg in der Standardabweichung
fur zunehmenden Grad | wird verursacht durch die feiner werdende Auflésung des
Gravitationsfeldes, die mit Satelliten allgemein schlechter bestimmbar ist. Die grof3en
Standardabweichungen fir die Koeffizienten sehr niedrigen Grades (Grad 0 — 5)
lasst sich nur durch die schlechtere Sensitivitat flr sehr niederfrequente Anteile des
Gravitationsfeldes erklaren. Die Frequenzen sind zu klein und die Auswirkungen auf
die Bahn zu langperiodisch, um gut erfasst zu werden. Daran &ndert auch die grol3e
Amplitude des Signals nichts, welches zum Beispiel durch die Erdabplattung
(Koeffizient c, o) hervorgerufen wird.

Wie schon die Untersuchungen in Kapitel 4 vermuten lassen, erhalt man fir
einen Messabstand von At = 10 s bessere Ergebnisse als fir At = 20 s (siehe dazu
Abbildung 4.9). Bei einem Siebenpunktschema sind die Standardabweichungen
geringfigig und kaum sichtbar kleiner als bei Verwendung des Neunpunktschemas.
Darauf weisst schon Abbildung 4.3 aus Kapitel 4 hin. Bei einem Messintervall von At
= 20 s erhadlt man jedoch bei Verwendung des Neunpunktschemas die besten
Ergebnisse. Die Erklarung hierfir ist darin zu finden, dass bei einem gréf3eren
Messabstand ein Interpolationsschema mit Verwendung einer gré3eren Anzahl von
Punkten notwendig ist, um die Feinheiten der Bahn noch erfassen zu kénnen. Es ist
also festzustellen, dass ein Modell mit einem Siebenpunktschema bei einem
Messabstand von At = 10 s die geringste Standardabweichung besitzt und daher aus
Gesichtspunkten des Modellfehlers das beste Modell darstellt. Ob aber die
Darstellung des Modellfehlers in einer Varianz-Kovarianz-Matrix sinnvoll ist, ist noch
zu klaren. Diese Standardabweichungen sind mehr oder weniger systematisch, weil
sie durch mehr oder weniger systematische Fehler wie Interpolationsfehler und
numerische Fehler erzeugt werden. Auf alle Falle werden diese
Standardabweichungen scheinbar durch diese systematischen Fehlereinflisse
erzeugt und sind somit ein Maf3 fir die Modellgenauigkeit. Es sei an dieser Stelle
nochmals erwahnt, dass bei der Analyse von fehlerfreien Daten (Daten mit einer
Varianz = 0) mit Hilfe eines Modells die bestimmten GrélRen ebenfalls keine
Standardabweichungen aufweisen dirfen. Besitzen die bestimmten Werte aber doch
Standardabweichungen wie in unserem Falle, die z. B. durch Fehlerfortpflanzung
bestimmt worden sind, so entstehen diese durch (systematische) Modellfehler, in
unserem Falle also Fehler durch das Interpolationsschema, numerische Fehler und
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Instabilitdten. Die  Modellgenauigkeit  sollte sich im  Gegensatz zu
Standardabweichungen, die durch Messfehler erzeugt werden, durch Auswertung
eines grolReren Bahnbogens nicht mehr steigern lassen. Das verwendete Modell
sollte genau genug sein, da die Standardabweichungen der Koeffizienten in der
GroRenordnung 10™ liegen und somit wesentlich kleiner sind als die angestrebte
Genauigkeit fur die Koeffizienten mit der GréRenordnung 10° — 10%°.

Repréasentativer ist vielleicht die Darstellung der Fehler in den bestimmten
Koeffizienten. Die Fehler bei allen vier Modellen in den bestimmten Koeffizienten
spiegeln nur teilweise das Bild der Standardabweichungen wieder. Koeffizienten
niedrigen Grades enthalten, wie ihre Standardabweichungen vermuten lassen, grol3e
Fehler. Diese liegen in einer GréRBenordnung von 102 Die (brigen Koeffizienten
liegen in einem Fehlerbereich von 10*® — 10™ und haben somit in etwa die GréRe
der Standardabweichungen. Die bei der Untersuchung der Standardabweichung
erwahnte schlechtere Bestimmbarkeit von Koeffizienten hoéherer Ordnung bei
gleichem Grad ist in der Fehlerdarstellung in Ansatzen zu erkennen. Eine Ausnahme
zeigt die Fehlerdarstellung in Abbildung 9.3 fir das Siebenpunktschema mit At = 20
s. Hier treten entgegengesetzt der Graphik fur die Standardabweichungen grof3e
Fehler in den bestimmten Koeffizienten hoheren Grades fur kleinere Ordnungen auf.
Far groRBer werdende Ordnungen werden die Fehler entgegengesetzt den
Standardabweichungen wieder Kkleiner. Zur genauen Analyse dieser Tatsache sollte
die Varianz-Kovarianzmatrix der bestimmten Koeffizienten untersucht werden.

Wie verhalten sich die Standardabweichungen und Fehler in den bestimmten
Koeffizienten bei der Einflhrung von Messungenauigkeiten im GPS-Track? Die
Abbildungen 9.6 — 9.9 zeigen die Standardabweichungen, die sich bei der Simulation
von Messungenauigkeiten des GPS-Tracks der Bahn ergeben. Die Standard-
abweichungen der Koeffizienten liegen jetzt in einer GréRenordnung von 108 — 107,
Das Schaubild der Standardabweichungen behalt allerdings fur alle vier Modelle
seine charakteristische Form bei. Das bedeutet, dass die Standardabweichung fir
Koeffizienten niedrigen Grades | am hochsten ist, zundchst wieder mit gréRer
werdendem Grad | abnimmt und fur Koeffizienten zwischen Grad 10 — 15 ein
Minimum annimmt, um anschliessend mit zunehmendem Grad | wieder anzusteigen.
Fur eine gréRere Ordnung m bei gleichem Grad | nimmt die Standardabweichung
ebenfalls zu. Wie die Werte in den Tabellen 8.2 — 8.4 vermuten lassen, sind die
Standardabweichungen fiir Modelle mit einem Messabstand von At = 20 s geringer
als fir At = 10 s. Dies liegt an dem geringeren Varianz-Kovarianz-Niveau der
Beschleunigungen, die mit einer Interpolationsformel fir einen Messabstand mit At =
20 s berechnet werden. Die Standardabweichung der mit einem Siebenpunktschema
bestimmten Koeffizienten ist, wie Tabelle 8.3 vermuten |&sst, geringflgig besser als
die Standardabweichung fur Modelle, die ein Neunpunktschema verwenden. Dies
liegt an dem leicht besseren Varianz-Kovarianz-Niveau der mit einem
Siebenpunktschema berechneten Beschleunigungen.

Insgesamt werden bei Berlcksichtigung von Messungenauigkeiten im GPS-
Track die besten Ergebnisse bei Verwendung eines Messabstandes At = 20 s beim
Interpolationsschema erzielt. Die Standardabweichungen der Koeffizienten sind dann
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nur noch halb so grol3 wie bei Verwendung von At = 10 s. Ob nun ein Siebenpunkt-
oder Neunpunktschema verwendet wird, spielt dabei eine untergeordnete Rolle, da
das Siebenpunktschema nur geringfugig bessere Ergebnisse liefert.

Es tritt nun ein Widerspruch ein: Das beste Modell, welches den Kkleinsten
Modellfehler besitzt, namlich das Neunpunktschema mit At = 10 s, liefert bei der
Simulation von Messungenauigkeiten nicht mehr die besten Werte, sondern Modelle
mit At = 20 s. Erklaren lasst sich diese Tatsache nur durch das geringere Varianz-
Kovarianz-Niveau der mit einem Interpolationsintervall von At = 20 s berechneten
Beschleunigungen, die dann auch zu einem geringeren Varianz-Kovarianz-Niveau
der bestimmten Koeffizienten filhren. In der Tat sollte dann auch ein solches Modell
zur Koeffizientenbestimmung verwendet werden. Bei der Auswertung vieler
Beobachtungen  mehrerer Jahre sollte allerdings der Einfluss der
Messungenauigkeiten auf die bestimmten Koeffizienten kleiner werden. Es tritt dann
wieder verstarkt der Modellfehler auf. An dieser Stelle ware dann zu Uberlegen, ob
man nicht wieder besser auf ein Modell zurtickgreifen sollte, dass den geringsten
Modellfehler besitzt.

Bei dem in Abbildung 9.7 verwendeten Siebenpunktschema mit At = 20 s
(geringste Standardabweichung) liegen die Standardabweichungen der bestimmten
Koeffizienten etwa in einem Bereich von 5[10°. Wertet man die Beobachtungen von
5 Jahren (CHAMP-Messdauer) aus, was in etwa der 250-fachen Menge an Daten

entspricht, so sollte die Standardabweichung etwa um den Faktor \/ﬁ verbessert
werden. Es sollte sich somit fir die Standardabweichung der bestimmten
Koeffizienten nach einer Beobachtungsdauer von 5 Jahren eine Standard-
abweichung von 3010 ergeben. Dies entspricht der mit CHAMP zu erwartenden
Genauigkeit in der Gravitationsfeldbestimmung.

Die Graphiken der Fehler in den bestimmten Koeffizienten lassen nicht
unbedingt Ahnlichkeiten mit den Graphiken der Standardabweichungen erkennen.
Allerdings sind die Fehler allesamt kleiner als die Standardabweichungen. Die
groldten Fehler besitzen einen Wert von 3,5107°. Viele der Fehler sind in einer
GroRenordnung von 10 oder sogar 10, Entgegengesetzt zu den Graphiken der
Standardabweichungen haben Koeffizienten niedrigen Grades | kleinere Fehler. Fur
eine groRere werdende Ordnung m bei gleichem Grad | werden die Fehler, wie zu
erwarten nicht groRer, sondern kleiner. Dieses Verhalten lasst sich nur durch
auftretende Korrelationen zwischen gewissen Koeffizienten, die aus der Varianz-
Kovarianzmatrix entnehmbar sind, erklaren. Diese korrelierten Koeffizienten sollten
sogenannte ,Lumped Coefficients® nach CH. Schafer (2000) bilden, in denen
sensitive Koeffizienten zu Linearkombinationen zusammengefasst werden.

Bei sorgfaltiger Betrachtung der Diagramme zu den Fehlern in den bestimmten
Koeffizienten kann die anhand der Standardabweichungen getroffene Aussage
unterstitzt werden, dass ein Interpolationsintervall mit At = 20 s genauere
Koeffizienten liefert. Die Fehler in den bestimmten Koeffizienten sollten bei einer

Beobachtungsdauer von 5 Jahren um den Faktor +/250 kleiner werden. Allerdings
kénnen diese Fehler in den Koeffizienten aus den wahren Beobachtungen nicht
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bestimmt werden, da das ,wahre” Geopotentialmodell nicht bekannt ist. Als
Genauigkeitsaussage kann dann einzig und allein die Standardabweichung dienen.

Die Abbildungen 9.10 — 9.13 zeigen die Standardabweichungen und Fehler in
den bestimmten Koeffizienten fir gewichtete Modelle. Normalerweise sollten die
Ergebnisse besser sein, die durch Einfihrung einer Gewichtsmatrix gemal der
Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungen entstehen, da die Gewichtsmatrix
zusatzliche Informationen in die Ausgleichung einbringt. Vergleicht man die
Standardabweichungen der gewichteten Modelle mit den Standardabweichungen der
ungewichteten Modelle, so ist dies auch der Fall. Die Standardabweichungen sind
jetzt mit einer GroéRenordnung von 1M0° um rund eine halbe bis ganze
GroRRenordnung kleiner geworden. Bis auf das Modell des Siebenpunktschemas mit
At = 20 s liefern alle Modelle jetzt nahezu die gleichen Standardabweichungen. Bei
genauem Hinschauen lassen sich fir das Modell des Neunpunktschemas mit At = 20
s die geringsten Standardabweichungen erkennen. Das Modell des Siebenpunkt-
schemas, welches aus dem Rahmen fallt, besitzt mit maximalen Standard-
abweichungen von 1,810° gegeniiber den maximalen Standardabweichungen der
anderen Modelle von ca. 1,300 die deutlich gréRten Standardabweichungen.

Interessant ist das Verhalten der Standardabweichung fir die verschiedenen
Koeffizienten. Die geringsten Standardabweichungen fir die Koeffizienten eines
Grades | besitzen jetzt nicht mehr die Koeffizienten niedriger Ordnung m. Ganz im
Gegenteil nimmt die Standardabweichung mit zunehmender Ordnung ab. Die
geringsten Standardabweichungen Uberhaupt werden durch Einfihrung der
Gewichtung nicht mehr fir Koeffizienten fir Grad 10 — 15 erreicht, sondern fur
Koeffizienten des Grades 5 — 10. Das veranderte Verhalten der Standard-
abweichungen lasst sich nur durch die Korrelationen in der Gewichtsmatrix erklaren,
die aber gerade auch fur die Genauigkeitssteigerung verantwortlich sind. Allerdings
kénnen diese zusétzlich eingefuhrten Korrelationen eventuell auch zu starkeren
Korrelationen zwischen den bestimmten Koeffizienten fihren. Dazu muisste die
Varianz-Kovarianzmatrix der bestimmten Koeffizienten untersucht werden. Darauf
muss aber an dieser Stelle verzichtet werden.

Die Genauigkeitssteigerung durch Einfihrung der Gewichtsmatrix lasst sich
auch an den Fehlern in den bestimmten Koeffizienten erkennen. Allerdings fallt diese
nicht in dem Malf3 einer Gréf3enordnung aus. Die Fehler behalten in etwa die Grolie
bei, die sie schon bei dem ungewichteten Modell hatten. Die gré3ten Fehler treten
beim gewichteten Modell wieder bei den Koeffizienten auf, wo sie schon beim
ungewichteten Modell vorzufinden waren. Das Verhalten der Fehler in den
bestimmten Koeffizienten passt jetzt auch besser zu den Standardabweichungen.
Die grofiten Fehler sind nun dort vorzufinden, wo die gro3ten Standardab-
weichungen auftreten, namlich fiir einen hohen Grad | und eine niedrige Ordnung m.

Insgesamt kann also die Aussage getroffen werden, dass bei Verwendung einer
Gewichtsmatrix alle Modelle bis auf das Siebenpunktschema mit At = 20 s (Abbildung
9.11) in etwa gleich gute Ergebnisse liefern. Die Gewichtsmatrix hat eine gunstige
Auswirkung auf die Genauigkeiten.
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AbschlieBend zu den gemachten Untersuchungen lasst sich also feststellen,
dass das Modell mit dem geringsten Modellfehler, namlich das Siebenpunktschema
mit At = 10 s (Abbildung 9.2) bei EinflUhrung von Messungenauigkeiten nicht mehr die
besten Ergebnisse liefert. Die geringsten Standardabweichungen erhalt man in
diesem Fall fir ein Modell mit At = 20 s. Dies liegt an dem gulnstigeren Varianz-
Kovarianzniveau des in diesem Modell angewandten Interpolationsverfahrens.
Weiter verbessern lassen sich die Ergebnisse dann durch Berticksichtigung einer der
Varianz-Kovarianzmatrix der Beobachtungen entsprechenden Gewichtsmatrix. Sieht
man von dem gewichteten Modell des Siebenpunktschemas mit At = 20 s ab, so ist
hier dann nicht mehr entscheidend, welches gewichtete Modell gewahlt wird, da die
Ergebnisse bei diesen Modellen fast gleich gut sind. Sind also die Varianzen und
Kovarianzen der Beobachtungen hinreichend gut bekannt, so sollte ein gewichteter
Algorithmus verwendet werden. Ansonsten sollte man auf das ungewichtete Modell
mit Verwendung des Siebenpunktschemas und At = 20 s zurickgreifen. Bei
Auswertung sehr vieler Beobachtungen kann die Verwendung des Modells mit dem
kleinsten Modellfehler in Erwagung gezogen werden.

Die mit CHAMP anvisierten Genauigkeiten der Gravitationsfeldkoeffizienten
sollten mit diesem Verfahren erreicht werden. Bei dem angenommenen Fehlerniveau
des GPS-Tracks werden fur die Beobachtungen einer Woche bei einem gewichteten
Modell Standardabweichungen der Koeffizienten von ca. 100° erhalten Fir die
Messdauer von 5 Jahren sollten sich somit Standardabweichungen von 6[10™ fiir die
bestimmten Koeffizienten ergeben. Betrachtet man noch zusétzliche Fehler durch die
anderen einflieRenden GrofRRen, die als sehr klein anzusehen sind, so sollte auf alle
Félle die angestrebte Genauigkeit in der GréRenordnung von 10™° erreicht werden.

Angesichts relativ guter Konditionszahlen der zu invertierenden Matrix, die fr
Modelle mit und ohne simulierte Messungenauigkeiten ca. 5,410 betréagt, wurde auf
die in Kapitel 7 vorgestellten Stabilisierungsverfahren verzichtet. Fir die gewichteten
Modelle wird die Kondition der Matrix mit einem Wert von ca. 2,3[10% noch giinstiger.
Die eingeflihrte Gewichtsmatrix stabilisiert also das Gleichungssystem zusatzlich. Bei
einer hoheren Auflosung des Gravitationsfeldes mit diesem Verfahren sind aber
Instabilitdten nicht auszuschlieRen. In diesem Falle sollte auf eines der vorgestellten
Stabilisierungsverfahren zurlickgegriffen werden.
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Mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus, basierend auf NEWTON-
Interpolation sowie einer kartesischen Darstellung des Gravitationspotenzials und
des Gravitationsvektors, sollte nun ein leistungsfahiges Verfahren zur Bestimmung
von Erdschwerefeldskoeffizienten aus dem GPS-Track niedrigfliegender Satelliten
vorliegen.

Allerdings sollten zur endgiltigen Beurteilung dieses Verfahrens ,reale*
Bedingungen simuliert werden. Dies erfordert neben der Beachtung der
Gravitationskraft des Erdschwerefeldes auch noch die Berucksichtigung von
gravitativen und nicht-gravitativen  Storkréften. Desweiteren mussen die
Unregelméssigkeiten der Erdrotation in Form von Nutation, Préazession,
Polbewegung sowie Schwankungen in der Rotationsgeschwindigkeit der Erde
berlicksichtigt werden. Bei der anschlieBenden Analyse einer solchen simulierten
Bahn muss beachtet werden, dass die vorhergenannten ,Storgrossen“ und
Erdrotationsparameter nie exakt bestimmt werden kénnen, sondern fehlerbehaftet
sind. Diese Fehler muissen in der Auswertung in Form einer passenden
Fehlerfunktion simuliert werden wund die Fehlerfortpflanzung auf die zu
bestimmenden Koeffizienten analysiert werden.

Fir den GPS-Track sollte ebenfalls eine reale Fehlerfunktion gefunden werden,
da die in dieser Arbeit verwendete Fehlerfunktion nur zeigen soll, wie sich Fehler
allgemein auf die bestimmten Koeffizienten auswirken. Ein Satellitenwechsel in der
empfangenen GPS-Konstellation zwischen zwei aufeinanderfolgenden Positionen
fuhrt dazu, dass die Korrelation dieser beiden Positionen deutlich abnimmt. Das
wiederum bedeutet, dass deren Basislinie ein hohes Fehlerniveau besitzt. Es
missen also in der Fehlerfunktion Satellitenwechsel, also Satellitenauf- und
Satellitenuntergange bericksichtigt werden. Fir eine noch bessere Fehlerfunktion
mussen dann noch weitere Fehlereinflisse im GPS-Track, wie sie z. B. durch
systematische Fehler in der Signalausbreitung entstehen, beachtet werden.

Bei einer Analyse einer solchen ,realen” Simulation muss auch die Frage geklart
werden, wie das zu ldésende Gleichungssystem rechnerisch um die
Storbeschleunigungen zu reduzieren ware. Dies soll an dieser Stelle nur
andeutungsweise erklart werden und kann bei Bedarf mathematisch exakt formuliert
werden. Gemessene Stérbeschleunigungen koénnen direkt von den Beschleu-
nigungen, die der Satellit erfahrt, also von den interpolierten Beschleunigungen,
abgezogen werden. Sie koénnen also direkt auf die linke Seite des
Gleichungssystems gebracht werden. Fur modellierte Stdrbeschleunigungen, bei
denen direkte Korrekturen Ac und As fiir die Schwerefeldskoeffizienten berechnet
werden, kénnen aus den Korrekturen Ac und As zu jedem Zeitpunkt die Stor-
beschleunigungen berechnet werden, die anschliessend wieder auf der linken Seite
des Gleichungssystems abgezogen werden kénnen.

Erst wenn das Verfahren bei solchen ,realen* Bedingungen in der Simulation
und Analyse noch die gesuchten Koeffizienten mit entsprechenden Genauigkeiten
liefert, kann es endgiiltig als tauglich eingestuft werden. Ahnliche, ebenfalls auf
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NEWTON-Interpolation und einer kartesischen Darstellung von Gravitationspotential,
Gravitationsvektor und Gravitationsgradient beruhende Algorithmen sollten dann fr
die Gradiometrie (GOCE) und das low-low Satellite to Satellite Tracking bei GRACE
entworfen werden. Der beschriebene Algorithmus geht von den geozentrischen,
kartesischen, erdfesten GPS-Koordinaten X, y, z bezuglich des WGS84 als Input aus.
Diese wiederum werden aus gemessenen Phasen und Pseudostrecken berechnet.
Effizienter ware somit ein Algorithmus, der direkt aus Phasen und Pseudostrecken
die gesuchten Koeffizienten berechnet. Es soll also das Gleichungssystem nicht in
Abhangigkeit von x, y und z dargestellt werden, sondern in Abhéngigkeit von Phasen
und Pseudostrecken. Dies stellt eine besondere Herausfordrung dar, da die
Satellitenkoordinaten x, y, z selbst schon in einem Ausgleichungsverfahren aus den
Phasen und Pseudostrecken bestimmt werden und die gemessenen Phasen und
Pseudostrecken um viele Effekte, wie z. B. ionosphdarische und troposphérische
Korrekturen, verbessert werden missen. Ein Ersetzen von x, y, z durch Phasen und
Pseudostrecken in Form von Gleichungen ist also auf direktem Wege zunachst
einmal nicht moglich.

Als nachstes ware dann die numerische Stabilitdt der verwendeten
Rekursionsformeln zur Berechnung des Gravitationsvektors in kartesischen
Koordinaten zu untersuchen. Diese Formeln enthalten, wie in Kapitel 3 beschrieben,
eine Singularitat am Nord- und Sudpol. Im allgemeinen ist davon auszugehen, dass
die Satelliten den Pol nicht Gberstreichen werden, sondern nur polnah fliegen, d. h.
sie fliegen in einem Winkel von 1° - 3° am Pol vorbei. Fur diesen Fall muss
untersucht werden, ob die Rekursionsformeln noch eine ausreichende numerische
Stabilitat besitzen. Selbstverstandlich hdngt die humerische Stabilitdt auch von der
verwendeten Rechnerarchitektur ab, da ein Rechner mit einer gré3eren Anzahl von
Stellen (digits) eine hohere Rechengenauigkeit besitzt.

Im Kapitel 9 ,Ergebnisse und Simulationsrechnungen“ wurden Genauigkeits-
angaben Uber die bestimmten Koeffizienten gemacht. Allerdings wurden dort nur die
Standardabweichungen angegeben. Interessant und wichtig ware an dieser Stelle

die Untersuchung der Varianz-Kovarianzmatrix D{é} bzw. der Korrelationsmatrix der

bestimmten Koeffizienten. Aus ihr kann entnommen werden, welche Koeffizienten
stark miteinander korreliert sind. Untereinander stark korrelierte Koeffizienten kénnen
dann zu Gruppen zusammengefasst werden. Diese Koeffizientengruppen sollten
dann mit den Ergebnissen einer Sensitivitdtsanalyse, wie sie in Ch. Schafer (2000)
vorgenommen wird, Ubereinstimmen. Die entsprechenden Koeffizientengruppen
wéren dann die sogenannten ,Lumped Coefficients”, die aus einer Fourieranalyse
entstehen und einer Linearkombination aus Kugelflachenfunktionskoeffizienten
entsprechen. Diese ,Lumped Coefficients" erzeugen bestimmte Amplituden und
Frequenzen im Spektrum der Beschleunigungen bzw. Bahnstérungen. Diese
Aussagen wirden dann auch der Tatsache gerecht werden, das aus einer
Satellitenmission alleine nicht alle Koeffizienten bestimmt werden kénnen. Falls die
vorher gemachte Aussage zutrifft, dass untereinander stark korrelierte Koeffizienten
die "Lumped Coefficients" sind, dann sollte Uberlegt werden, ob man als
Zwischenschritt in der Analyse aus den interpolierten Beschleunigungen zuerst
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.Lumped Coefficients* bestimmt, und dann erst anschlieBend aus den ,Lumped
Coefficients” die Schwerefeldskoeffizienten berechnet.

AbschlieBend muss dann die Regularisierung des Gleichungssystems, also die
Stabilisierung néher betrachtet werden. In unseren Untersuchungen war eine
Stabilisierung dank des relativ klein dimensionierten Gleichungssystems nicht
notwendig. VergréRert man aber die Dimension des Gleichungssystems, indem man
in der Auflésung des Schwerefeldes nach oben geht, so ist eine Stabilisierung
durchaus angebracht. Y. Shen (2000) erhalt z. B. gute Ergebnisse durch Anwenden
einer Stabilisierung auf spektraler Ebene nach Kaula. Hier kbnnen dann auch wieder
Strategien zur Verkleinerung der Dimension des Gleichungssystems angesetzt
werden. Man konnte beispielsweise nicht-sensitive Koeffizienten, also Koeffizienten
mit einer gering zu erwartenden Genauigkeit einem Standarderdmodell (EGM96
usw.) entnehmen und ihren Anteil an der Beschleunigung berechnen. Diese Anteile
kénnen anschlieRend als Korrekturwerte auf der linken Seite des Gleichungssystems
angebracht werden.

Wie also zu sehen ist, kann noch viel zur Steigerung der Effizienz dieses
Verfahrens beigetragen werden. Der vorliegende Algorithmus basiert weniger auf
geschlossenen Verfahren, sondern mehr auf numerischen Methoden und ist dadurch
hervorragend auf moderne Rechner zugeschnitten.

Vor allem die Einfiihrung dieses Verfahrens in eine Ausgleichung gemeinsam
mit anderen Verfahren der Satellitengeodésie (Gradiometrie, low-low Satellite to
Satellite-Tracking, Wanderung von Knotenlinien) sowie terrestrischen Schwere-
messungen verspricht eine Genauigkeitssteigerung bisheriger Erdgravitations-
modelle.
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Anhang A

A-1. IAU-1980 Nutationstheorie

R EE R RS EE RS S SRR SRS R SRR SRR REEEEEEREEEEEEEREREEREEERESEEEESSES
I AU - Nutationsrei he 1980
| ERS Conventions (1996), p. 23-25

EEEEE RS EEREEEEEEEREEEEREEEEEEEEEEEEEEEEEEERSEREEEEE RS EEESSES

No. | " F D Q A A B B’ M
[0.0001" "] [0.0001" "]
1 0 0 0 0 1 -171996 -1742 92025 89
2 0 0 2 -2 2 -13187 -16 5736 -31
3 0 0 2 0 2 -2274 -2 977 -5
4 0 0 0 0 2 2062 2 - 895 5
5 0 1 0 0 0 1426 -34 54 -1
6 1 0 0 0 0 712 1 -7 0
7 0 1 2 -2 2 -517 12 224 -6
8 0 0 2 0 1 - 386 -4 200 0
9 1 0 2 0 2 -301 0 129 -1
10 0 -1 2 -2 2 217 -5 -95 3
11 1 0 0 -2 0 - 158 0 -1 0
12 0 0 2 -2 1 129 1 -70 0
13 -1 0 2 0 2 123 0 -53 0
14 1 0 0 0 1 63 1 -33 0
15 0 0 0 2 0 63 0 -2 0
16 -1 0 2 2 2 -59 0 26 0
17 -1 0 0 0 1 -58 -1 32 0
18 1 0 2 0 1 -51 0 27 0
19 2 0 0 -2 0 48 0 1 0
20 -2 0 2 0 1 46 0 -24 0
21 0 0 2 2 2 -38 0 16 0
22 2 0 2 0 2 -31 0 13 0
23 2 0 0 0 0 29 0 -1 0
24 1 0 2 -2 2 29 0 -12 0
25 0 0 2 0 0 26 0 -1 0
26 0 0 2 -2 0 -22 0 0 0
27 -1 0 2 0 1 21 0 -10 0
28 0 2 0 0 0 17 -1 0 0
29 0 2 2 -2 2 -16 1 7 0
30 -1 0 0 2 1 16 0 -8 0
31 0 1 0 0 1 -15 0 9 0
32 1 0 0 -2 1 -13 0 7 0
33 0 -1 0 0 1 -12 0 6 0
34 2 0o -2 0 0 11 0 0 0
35 -1 0 2 2 1 -10 0 5 0
36 1 0 2 2 2 -8 0 3 0
37 0 -1 2 0 2 -7 0 3 0
38 0 0 2 2 1 -7 0 3 0
39 1 1 0 -2 0 -7 0 0 0
40 0 1 2 0 2 7 0 -3 0

Tab. A.1 (Teil 1): IAU-1980 Nutationsmodell

197



Anhang A

EE R R

Nut ati onsrei he 1980

| ERS Conventions (1996),
khkkkkhkhkkhkhkhkhkhkdhhhhhhkhkdhhhhhhdhhhdhdkrhdkhhrhrhdhkdrhrhdhkdxxk

I AU -

p. 23-25

(1)

B B
[0.0001" "]

At

[0.0001" "]

41

42

43

44
45

46

47

48

49

50
51

52
53

54
55
56
57
58
59
60
61

-1

-1

-2

62
63

-1

64
65

-1

66
67

-2 0

68
69
70
71

72
73

74
75
76
77
78
79
80
80
81

-2
-2

-2
-2

0
0

82

83

84
85

Tab. A.1 (Teil 2): IAU-1980 Nutationsmodell
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EEEE R RS EEEEEEEEE RS R EREEE SRR EEEEEEEEREEEEREEEEEREEREESEEESEES]
I AU - Nutationsrei he 1980
| ERS Conventions (1996), p. 23-25
EEEEE RS EEEEEEEESEESEEEEEEEEEEEEEEEESEEEEEEEEEEEESEESEESEESRSES]
No. | " F D Q A A'D B B’
[0.0001" "] [0.0001" ']
86 -2 0 2 4 2 -1 0 1 0
87 2 0 2 2 2 -1 0 0 0
88 0 -1 2 0 1 -1 0 0 0
89 0 0o -2 0 1 -1 0 0 0
90 0 0 4 -2 2 1 0 0 0
91 0 1 0 0 2 1 0 0 0
92 1 1 2 -2 2 1 0 -1 0
93 3 0 2 -2 2 1 0 0 0
94 -2 0 2 2 2 1 0 -1 0
95 -1 0 0 0 2 1 0 -1 0
96 0 0 -2 2 1 1 0 0 0
97 0 1 2 0 1 1 0 0 0
98 -1 0 4 0 2 1 0 0 0
99 2 1 0 -2 0 1 0 0 0
100 2 0 0 2 0 1 0 0 0
101 2 0 2 -2 1 1 0 -1 0
102 2 0 -2 0 1 1 0 0 0
103 1 -1 0 -2 0 1 0 0 0
104 -1 0 0 1 1 1 0 0 0
105 -1 -1 0 2 1 1 0 0 0
106 0 1 0 1 0 1 0 0 0

Tab. A.1 (Teil 3): IAU-1980 Nutationsmodell

@ Die aufgefilhrten num. Werte von A’; und B’; sind jeweils noch durch den Wert
10.0 zu teilen!
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A-2. IERS Parameter der Erdorientierung (Beispielfile)

JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN
JAN

Dat e

© 00N U WNPRE

o
= o

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

MID

(0h UTQ)

YEAR ==> 2000

51544
51545
51546
51547
51548
51549
51550
51551
51552
51553
51554
51555
51556
51557
51558
51559
51560
51561
51562
51563
51564
51565
51566
51567
51568
51569
51570
51571
51572
51573
51574

| NTERNATI ONAL EARTH ROTATI ON SERVI CE
EARTH ROTATI ON PARANETERS
EOP (1 ERS) C 04

X y UT1l- UTC LOD
" " S S
. 043200 .377690 .3555038 . 0009136
. 043478 .377496 .3546336 . 0008267
. 043597 . 377254 .3538497 . 0007082
. 043434 . 376932 .3532119 . 0005486
. 043104 .376641 .3527430 . 0004171
. 043111 .376278 .3523649 . 0003885
. 043465 .376066 .3519508 . 0004239
. 043733 .376021 .3515011 . 0004291
. 043693 .375754 .3510785 . 0004626
. 043577 .375255 3505658 . 0005962
. 043761 .374802 .3498816 . 0007696
. 044246 . 374630 .3490287 . 0009316
. 045163 .374682 .3480268 . 0010678
. 046470 .374735 .3469078 . 0011578
. 047639 .374780 .3457311 . 0011748
. 048505 .374802 .3445804 . 0011168
. 049454 374838 .3435154 . 0010293
. 050689 .375106 .3425281 . 0009528
. 052004 .375571 .3416007 . 0008856
. 053159 .375749 .3407345 . 0008426
. 054183 .375824 .3398890 . 0008624
. 055119 .376207 .3389899 . 0009589
. 055779 .376692 .3379658 . 0011047
. 056193 .377099 .3367901 . 0012200
. 056426 .377351 .3355449 . 0012710
. 056523 .377317 .3342693 . 0013054
.056941 .377022 .3329514 . 0012757
.057325 .376717 .3317293 . 0011372
.057188 .376345 .3306824 . 0009827
. 056974 .376099 .3297636 . 0008446
. 056933 .375960 .3289878 . 0007271

dPsi

. 05062
. 05071
. 05063
. 05029
. 04996
. 04949
. 04906
. 04875
. 04859
. 04870
. 04906
. 04961
. 05027
. 05098
. 05157
. 05200
. 05216
. 05209
. 05173
. 05127
. 05077
. 05031
. 04991
. 04968
. 04967
. 04983
. 05009
. 05046
. 05070
. 05087
. 05078

EE R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R Rk R Rk R

dEpsi | on

-. 00246
-. 00250
-. 00254
-. 00265
-. 00271
-. 00281
-. 00294
-. 00302
-.00308
-. 00304
-. 00303
-.00308
-. 00300
-. 00298
-. 00300
-. 00295
-. 00298
-. 00298
-. 00292
-. 00289
-.00280
-. 00267
-. 00263
-. 00260
-. 00261
-. 00268
-. 00272
-. 00282
-. 00285
-. 00300
-. 00302

Tab. A.2: Beispielfile der IERS Erdorientierungsparameter fir Januar 2000
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A-3. Ozeangezeitenmodell CSR 2.0 (Beispielfile)

** title of file
OTH2CON ON POST-COEFF 180X 180 EQUI-WT BLK-DIAG LST-SQR DECOMP

** number of constituents, number of terms, max degree, max order
81824 20 20

** Frequency dependent solid earth tides are not included if thisis 0
0

** The next 5 lines are various constants: Re, H20 density, Mass Earth,
** period of free core nutation, Wahr expansion coefficient for FCN resonance, load def coefs

0.63781450000000E+07  0.10250000000000E+04  0.59742300000000E+25  0.43440000000000E+03 -0.12300000000000E-02

-0.19500000000000E+00 -0.13200000000000E+00 -0.10320000000000E+00 -0.89166666666666E-01
-0.75500000000000E-01 -0.71685683412260E-01 -0.68200000000000E-01 -0.65980069344539E-01
-0.61732085548945E-01 -0.59754188127914E-01 -0.57883368816863E-01 -0.56118520212546E-01
-0.52888888888889E-01 -0.51529657180337E-01 -0.50236923831475E-01

-0.30750000000000E+00
-0.81710392640554E-01
-0.63812455645587E-01
-0.54455544917279E-01

** the next 8 lines are the congtituent definitions with: arg no., name, #terms, Hs, freq,
** phase correction (CHI_s), Wahr ks, nominal ks

** \We use thisto drive also the solid earth part of our tide model !!!

** except that we have add also 3rd and 4th degree effects that aren't given.

-0.50200000000000E-01 0.89324406583546E+00 0.27000000000000E+03 0.29840298238972E+00 0.30000000000000E+00
-0.26221000000000E+00 0.92953570510218E+00 0.27000000000000E+03 0.29799999942257E+00 0.30000000000000E+00
-0.12203000000000E+00 0.99726208985997E+00 0.27000000000000E+03 0.28702689952089E+00 0.30000000000000E+00
0.36878000000000E+00 0.10027379083873E+01 0.90000000000000E+02 0.25631444706345E+00 0.30000000000000E+00
0.12099000000000E+00 0.18959819742228E+01 0.00000000000000E+00 0.30200000000000E+00 0.30000000000000E+00
0.63192000000000E+00 0.19322736134895E+01 0.00000000000000E+00 0.30200000000000E+00 0.30000000000000E+00
0.29400000000000E+00 0.19999999982473E+01 0.00000000000000E+00 0.30200000000000E+00 0.30000000000000E+00
0.79960000000000E-01 0.20054758167 746E+01 0.00000000000000E+00 0.30200000000000E+00 0.30000000000000E+00

135.655 Q1 228
145,555 01 228
163,555 P1 228
165.555 K1 228
245.655 N2 228
255.555 M2 228
273.555 52 228
275555 K2 228

** Therest of the lines are values for each term with: arg#, name, deg, ord, c+, s+, ¢-, s
** the zero on the end says that the coefficients are unnormalized ocean tide harmonics,
** |ike the ones given in the IERS standards

20
30
40
50
60
70

0.13091673929764E+00 0.12525380050149E+00 0.13091673929764E+00 0.12525380050149E+00 O
-0.99745916443903E-01 0.19079660452877E-02 -0.99745916443903E-01 0.19079660452877E-02 0
-0.33509712810188E+00 -0.12817340921913E-01 -0.33509712810188E+00 -0.12817340921913E-01 0
0.67412935781870E-02 -0.99841968063644E-01 0.67412935781870E-02 -0.99841968063644E-01 0
-0.79567898606995E-01 -0.13016052449049E+00 -0.79567898606995E-01 -0.13016052449049E+00 O
0.12595758394125E+00 -0.87489518999464E-01 0.12595758394125E+00 -0.87489518999464E-01 0
0.12153720844477E+00 -0.17321709270403E+00 0.12153720844477E+00 -0.17321709270403E+00 O
0.84778132512941E-01 0.15455139458729E-01 0.84778132512941E-01 0.15455139458729E-01 0
0.10531296096479E+00 0.80216360626019E-01 0.10531296096479E+00 0.80216360626019E-01 0
0.47087787121235E-01 0.12787971119124E+00 0.47087787121235E-01 0.12787971119124E+00 O
0.61319019232719E-01 0.11455553943789E+00 0.61319019232719E-01 0.11455553943789E+00 O

135.655 Q1
135.655 Q1
135.655 Q1
135.655 Q1
135.655 Q1
135.655 Q1
135.655Q1 80
135.655Q1 90
135.655 Q1100
135.655Q1 110
135.655Q1 120

135.655 Q1130
135.655 Q1 140
135.655 Q1 150
135.655 Q1 16 0
135.655 Q1 170
135.655 Q1 18 0
135.655 Q119 0
135.655 Q120 0

-0.29072647072568E+00 0.11444182918637E+00 -0.29072647072568E+00 0.11444182918637E+00 O
0.72524868836236E-01 -0.37416954272331E-01 0.72524868836236E-01 -0.37416954272331E-01 0
-0.20713313707799E+00 -0.75618979492643E-02 -0.20713313707799E+00 -0.75618979492643E-02 0
0.10524928215503E+00 0.11788930378672E-01 0.10524928215503E+00 0.11788930378672E-01 0
-0.12516929576992E+00 -0.59604112495214E-01 -0.12516929576992E+00 -0.59604112495214E-01 0
0.34814605654791E-01 -0.32196620027816E-01 0.34814605654791E-01 -0.32196620027816E-01 0
0.86645737661859E-01 -0.97206346309860E-01 0.86645737661859E-01 -0.97206346309860E-01 0
-0.14796835962831E-01 0.33677648319948E-01 -0.14796835962831E-01 0.33677648319948E-01 0
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135.655Q1 21 -0.43596811118707E+00 -0.45921402198684E+00 0.30900061298635E+00 0.82902420885977E-01 0
135.655Q1 31 0.97798905442907E-01 0.35538313761106E+00 -0.20190740035963E+00 -0.70486996646404E-01 0
135.655Q1 41 -0.11874598468769E+00 -0.33003202027187E+00 -0.11030089812662E+00 -0.49209695096463E-01 0
135.655Q1 51 0.91463015355213E-01 0.21807281597968E+00 0.97076859917550E-01 0.43170743144310E-01 0
135.655Q1 61 -0.36650812435575E-01 -0.57305343854563E-01 0.18619453078277E-01 0.19396002715235E-02 0
135.655Q1 71 0.59548530003867E-01 0.74664110786438E-01 0.53332770326677E-01 0.28827453753321E-01 0
135.655Q1 81 -0.13036727175345E-02 0.25922396617728E-01 -0.36161972393140E-01 -0.16288415740962E-01 0
135.655Q1 91 -0.37456428658244E-02 0.78413008775148E-02 0.69925968107824E-02 0.33399996436071E-01 0
135.655Q1 101 -0.22646454332432E-02 0.42213378726710E-01 -0.29979099971984E-02 0.85168262355769E-02 0
135.655Q1111 -0.28537147556061E-01 -0.47565442122080E-01 -0.44371732423917E-02 0.21777415274727E-01 0
135.655Q1121 0.17598538141708E-01 0.52250609879675E-01 -0.20066359630254E-01 -0.20515895174843E-02 0
135.655Q1 131 -0.28694911052663E-01 -0.59805054024995E-01 -0.22017556952453E-02 -0.92827395297113E-02 0
135.655Q1141 0.16466768423556E-01 0.26682272768278E-02 0.17569901865109E-01 -0.32037395227738E-02 0
135.655Q1 151 -0.79609978559847E-02 -0.32199861608223E-01 -0.13208603079244E-01 -0.72693379632848E-02 0
135.655Q1161 0.62668250693894E-02 0.11209159954554E-01 0.12297906044152E-01 0.43784068188954E-03 0
135.655Q1171 0.67185177852791E-02 0.32663836327106E-02 -0.43363594835767E-02 -0.16555630813164E-01 0
135.655Q1 181 0.12697833211641E-01 0.14227769439206E-02 0.62478417775269E-02 0.50418802250590E-02 0
135.655Q1191 0.55607550003906E-02 0.13883243584356E-01 -0.10537560954302E-01 0.14177369907050E-02 O
135.655Q1201 -0.18972538783843E-02 0.40987128107256E-02 0.16046475906854E-02 0.10173006818562E-01 0
135.655Q1 2 2 0.17528314784534E-01 0.10709001092727E+00 0.44992629051814E-01 -0.84017668953206E-02 0
135.655Q1 3 2 0.64875146620027E-01 0.25922212937649E-01 -0.17400598418806E-01 0.24123703422250E-02 0
135.655Q1 4 2 0.42964693282777E-01 0.18955539130375E-01 -0.11148748057833E-01 -0.29368330702878E-02 0
135.655Q1 5 2 0.91901136837002E-02 0.16669454778511E-01 0.37244061061024E-02 0.99789421044317E-02 0
** .. most lines removed here
135.655Q1 3 3 -0.35111017627391E-01 -0.32320018988800E-01 0.20581751058534E-01 -0.33825751535090E-01 0

** .. most linesremoved here

14555501 20 0.23268321674452E+00 0.44296512749981E+00 0.23268321674452E+00 0.44296512749981E+00 O
145555 01 30 -0.51253652877485E+00 0.27374794254983E+00 -0.51253652877485E+00 0.27374794254983E+00 O
145,555 01 40 -0.10776809255902E+01 -0.19166525775179E+00 -0.10776809255902E+01 -0.19166525775179E+00 O
14555501 50 0.72991837250281E-01 -0.73809722151358E+00 0.72991837250281E-01 -0.73809722151358E+00 O
145,555 01 60 -0.28501052867712E+00 -0.52693675586440E+00 -0.28501052867712E+00 -0.52693675586440E+00 O
14555501 70 0.55509479072145E+00 -0.27084750375718E+00 0.55509479072145E+00 -0.27084750375718E+00 O
14555501 80 0.77285264992716E+00 -0.42230216987685E+00 0.77285264992716E+00 -0.42230216987685E+00 O
14555501 90 0.58071065762203E+00 0.68578161624989E-01 0.58071065762203E+00 0.68578161624989E-01 0
145,555 01100 0.58702231100265E+00 0.33943489459544E+00 0.58702231100265E+00 0.33943489459544E+00 0
14555501110 0.68519113099745E-01 0.75292970853725E+00 0.68519113099745E-01 0.75292970853725E+00 O
145,555 01120 0.79106504786601E-01 0.68481833497871E+00 0.79106504786601E-01 0.68481833497871E+00 O
145.555 01 13 0 -0.14357707678914E+01 0.46152766173189E+00 -0.14357707678914E+01 0.46152766173189E+00 O
145.555 0114 0 0.15826379450047E+00 -0.32359813137509E+00 0.15826379450047E+00 -0.32359813137509E+00 O
145.555 01 15 0 -0.70408058279840E+00 -0.70357344310704E-01 -0.70408058279840E+00 -0.70357344310704E-01 0
1455550116 0 0.36917300571180E+00 0.21894654621013E+00 0.36917300571180E+00 0.21894654621013E+00 O
145.555 01 17 0 -0.50832700084495E+00 -0.36917177886607E+00 -0.50832700084495E+00 -0.36917177886607E+00 O
145.555 0118 0 0.25678278504738E+00 -0.19287867585015E+00 0.25678278504738E+00 -0.19287867585015E+00 O
145,555 01190 0.43489740998009E+00 -0.29516092595766E+00 0.43489740998009E+00 -0.29516092595766E+00 O
145.555 01 20 0 -0.53784729862717E-01 0.11008828642898E+00 -0.53784729862717E-01 0.11008828642898E+00 O
14555501 21 -0.19402814054815E+01 -0.20880538574045E+01 0.12496881114278E+01 0.61210997013390E+00 O
14555501 31 -0.24022212621517E+00 0.13946436383503E+01 -0.10478159075175E+01 -0.54360486593658E+00 O
14555501 41 -0.27023317373195E+00 -0.18004148997590E+01 -0.53688110134248E+00 -0.37496348729428E+00 0
14555501 51 0.36755805793867E+00 0.97648038621917E+00 0.35450200857183E+00 0.18274711653719E+00 O

** .. most lines removed here

163555 P1 20 0.63730348349781E-01 -0.15572973019364E+00 0.63730348349781E-01 -0.15572973019364E+00 0
163.555 P13 0 -0.32158767260619E+00 0.20258439021187E+00 -0.32158767260619E+00 0.20258439021187E+00 O
163.555 P14 0 -0.21767453508593E+00 0.61883294269197E-01 -0.21767453508593E+00 0.61883294269197E-01 0
163.555 P150 0.27807454372573E+00 -0.37739186109339E+00 0.27807454372573E+00 -0.37739186109339E+00 0

** .. most linesremoved here

165.555 K1 2 0 -0.24652564246433E+00 0.57209096473180E+00 -0.24652564246433E+00 0.57209096473180E+00 O
** .. most linesremoved here

245.655 N2 20 0.41085647542733E-01 -0.24091686283511E+00 0.41085647542733E-01 -0.24091686283511E+00 0
** .. most linesremoved here

255.555 M2 2 0 0.69068437242043E-01 -0.14515496431108E+01 0.69068437242043E-01 -0.14515496431108E+01 O
** . most linesremoved here

2735555220 0.47728201886836E+00 -0.55067278615105E+00 0.47728201886836E+00 -0.55067278615105E+00 O
** .. most linesremoved here

275555 K220 0.14674073322318E+00 -0.14288220692635E+00 0.14674073322318E+00 -0.14288220692635E+00 0
** . most linesremoved here

Quelle: ftp://ftp.csr.utexas.edu/publtide/csr_2.0/spharm_csr_2.0_hig8
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A-4. Transformationsparameter der ITRF-Systeme

TRANSFORMATION PARAMETERS (AND THEIR RATES) FROM ITRF97 TO PREVIOUS

FRAMES
SOLUTION T1 T2 T3 D Rl R2 R3 EPOCH Ref.
cm cm cm 10**-8 .001" .001" .001" IERS Tech. Note #, page
RATES T1 T2 T3 D R1 R2 R3
cmly cmly cm/y 10%*-8/y .001"/y .001"/y .001"ly
ITRF96 00 00 00 00 00 00 00 970 27
ITRF94 00 00 00 00 00 00 00 970 24
ITRF93 0.6 -05 -15 0.04 -0.39 0.80 -0.96 88.0
RATES -0.29 0.04 0.08 0.00 -0.11 -0.19 0.05 18 82
ITRF92 08 02 -08 -008 00 00 00O 880 18 80
ITRFI1 20 16-14 006 00 00 00 880 15 44
ITRF90 18 1.2 -30 009 00 00 00 880 12 32
ITRF89 23 3668 043 00 00 00 80 9 29
ITRF88 18 00 92 074 01 00O 00O 80 6 34

Tab. A-4: Transformationsparameter ITRF-Systeme

Quelle: http://hpiers.obspm.fr/

203




Anhang A

A-5. Transformationsparameter von ITRF97 zu weiteren Referenzsystemen

TRANSFORMATION PARAMETERS AND THEIR RATES OF CHANGE FROM ITRF97
TO INDIVIDUAL FRAMES

Solution T1 T2 T3 D Rl R2 R3 Epoch
cm cm cm 10-8 .001" .001" .001" vy

(Rates) T1 T2 T3 D Rl R2 RS
————— cm/y----- 10-8ly  -------.001"/y-----

VERY LONG BASELINE INTERFEROMETRY

(GSFC)98RO1 -50 -54 97-157 -245 267 .13897:1
12 13 12 .020 .043 .040 .045

Rates .04 12 .15-013 -019 .008 -.061
.03 .03 .03 .004 .010 .010 .010
(USNO) 98 R 01 -.48 -54 1.03-.089 -192 .179 .193 97: 1
Jd2 13 12 .020 .043 .039 .044
Rates -04 -06 .12-003 .013 -003 .043
.03 .03 .03 .004 .010 .010 .010
(NOAA)95R0O1 .32 .81 .85-105 .496 .443 353 97:1
23 .24 17 023 .078 .067 .059
Rates .05 -08 .12-014 -066 -.014 -.014
.03 .04 03 .005 .013 .011 .010
(GIUB)98 RO0O1 -.21 -44 1.88-.156 -284 .725 .19397:1

A3 .14 12 020 .050 .048 .050

Rates 09 .11 22-010 -034 .019 -.085
.03 .03 .03 .004 .010 .010 .010
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SATELLITE LASER RANGING

(CGS) 98L 01 -.06 -.34 1.27-342 .055 .064 .561 97: 1
A7 .18 .23 .037 .087 .080 .087

Rates .04 .08 .06-.026 .033 -.049 .043
.03 .03 .05.008 .016 .016 .017

(CSR) 98L 01 -.28 -29 1.91-280 .734 -347 .099 97: 1
A5 .15 .19 .024 213 197 214

Rates .04 11 30-038 .043 -016 -.025
.03 .03 .04 .005 .048 .044 .049

(DUT) 98L01-1.16 -17 1.73-195 .859 .729 1.023 97: 1
56 47 55.030 .208 .213 .181

Rates -13 .19 28-020 .175 .108 .178
.08 .08 .09 .006 .035 .032 .032

(GSFC)98L 01 -.90 -.56 1.73-180 -.287 1486 -55597:1
23 .23 35.032 .120 .088 .108

Rates -09 .06 .33-016 .040 -.047 .058
.03 .03 .04 .005 .015 .013 .014

(GZ) 98LO01 -46 -43 220-225 .002 -005 .43897:1
19 .19 32 .025 .071 .072 .080

Rates 14 18 11-029 .001 -116 .004
.06 .06 .09 .008 .025 .025 .026

GLOBAL POSITIONING SYSTEM

(CODE)98PO1 -.31 .40 .74-170 -280 .067 -.085 97: 1

Rates .04 -10 .20-.024 -015 .019 .028

(EMR) 98P01 -.05 .01 1.28-.110 -104 .154 .049 97: 1

10 11 .10 .013 .034 .033 .038

Rates .07 -06 .13-016 -017 -002 .033
.03 .03 .03 .005 .012 .012 .012
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(GFZ) 98 P01 3.36 589 -.65-.170 553 -318 .784 97: 1
28 28 .38 .019 .045 .049 .054

Rates 05 .06 .11-026 -021 .003 -.025
.05 .06 .05.006 .017 .018 .024

(NRCAN)98 PO1 -.22 -.05 1.00-.080 -.142 213 .057 97: 1
16 .16 .12 .012 .039 .058 .054

Rates .00 -.11 .05-014 -050 .032 .044
J11 .10 .07 .010 .021 .038 .032

(EUR) 98P01-2.12 -.07-1.88 .052 -129 .236 .337 97:1
31 .33 .24 022 .087 .109 .070

Rates .28 -38 .05-017 -116 -084 .061
25 .29 .18 .019 .077 .091 .060

(JPL) 98PO02 -.31 -.08 1.14-117 -147 221 .070 97: 1
J0 .11 .09 .016 .033 .032 .039

Rates -09 -.07 .09-018 -021 .004 .035
.04 04 03 .008 .011 .012 .013

DORIS

(GRGS) 98D 01 151 -.69-3.74 .111 -410 -408 -3.927 97: 1
43 44 71 065 213 234 467

Rates -12 -07 47-035 .095 -111 -.259
A6 .17 19 .025 .061 .066 .089

(IGN) 98D 04 .80 1.13 .16-.383 -.636 .664 .450 97: 1
35 37 31.050 .130 .136 .187

Rates 37 .28 -84-042 .609 -442 .265
.09 .09 .08 .014 .031 .036 .045

(CSR) 96 D01 .04-1.27 3.05-.084 417 1044 165 97: 1

43 42 35 .057 146 154 211

Rates -38 -27 29 021 .063 .135 -121
11 11 10 .016 .037 .041 .054
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MULTI-TECHNIQUE

(GRIM)98CO1 -.29 -.31 .20 .027 -.138 .151 -350 97: 1
A7 17 23 .031 .060 .066 .094

Rates .02 .08 .13 .007 -.035 -.002 -.120
.04 .04 05.007 .013 .014 .022

Quelle: http://lareg.ensg.ign.fr/
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A-6. Das EGM96 Gravitationsfeldmodell bis Grad und Ordnung 30
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A-7. Naherungsweise Berechnung des Greenwicher Stundenwinkels

Einen Algorithmus zur Berechnung von 6. stellt P.R. Escobal (1965, S.18ff)

vor. Fur den Algorithmus wird das Julianische Datum (J.D.) gebraucht. Dieses ist
eine kontinuierliche Z&ahlung von mittleren Sonnentagen ab dem 1.Januar 4713
v.Chr., 12h U.T.. Flr den 1.Januar 2000, 12h U.T. ergibt sich 2451545.000 J.D.

Der Greenwicher Stundenwinkel um 0.00h U.T. des jeweiligen Tages (6, .

Bezugszeitpunkt) berechnet sich zu
840 =99,6909833° +36000,7689° [T, +0,00038708° T?

wobei T, eine Zeitangabe in Jahrhunderten ist und sich zu

1 = J.D.-2415020,0
- 36525

ergibt (J.D. = Julianisches Datum am Bezugszeitpunkt).

Um nun den Greenwicher Stundenwinkel flr eine spezielle Tageszeit (z.B.
18.39h U.T.) des jeweiligen Tages ausrechnen zu kénnen, muf3 in Betracht gezogen
werden, daf3 ein Jahr einen Sternentag mehr besitzt als Sonnentage. Es gilt :

de _ N 1 revolutions
dt 365.24219879 year

= 4.3752695 10 ra%ﬂn

=2.5068447 10 %nn

Jetzt 1aRt sich der gesuchte Greenwicher Stundenwinkel (6, (t,)) angeben :
0
O (t) =660 +(t —1;) %

mit to = O flr Bezugszeitpunkt um 0.00h U.T. des jeweiligen Tages
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A-8. Ableitung des MARuUSSI-Tensors im sphéarischen Koordinatensystem
Zur Ableitung des MARuUSSI-Tensors im spharischen Koordinatensystem wird
von seiner kontravarianten Darstellung, also der Darstellung im Kotangentenraum
ausgegangen. Verwendet wird dazu die Einsteinsche Summenkonvention.
g“0g'm,=M ; ¢'0’IIM*® (Kotangentenraum)
Diese Darstellung wird nun in den Tangentenraum Uberfihrt (kovariante Darstellung):

M= 99’9 0g,m, ; g OOM® (Tangentenraum)

Als nachstes missen nun die Tangentenvektoren g; normiert werden:

9 =||gi||ei :\/g_iiei
Man erhalt nun fur den MARUSSI-Tensor:
ki ~lj
M e le;g g'y9; g; My

Als nachstes wird der kovariante Metriktensor g;; in den kontravarianten Metriktensor
gij uberfiihrt. Dies geschieht durch Inversion des kovarianten Metriktensors. Da der
kovariante Metriktensor des sphéarischen Koordinatensystems aufgrund der
Orthogonalitat der Basisvektoren Diagonalform besitzt, kann die Inversion durch
Invertieren der Hauptdiagonalelemente g; durchgefihrt werden. Man erhalt somit aus
dem kovarianten Metriktensor g; den kontravarianten Metriktensor g’ und die
Haupdiagonalelemente g":

©, 0 0O
g; = Eo g, O B kovarianter Metriktensor
HO 0 g;H
O O
1 0 0
B 0
ij — -1 _ [ 1 U i i
g (gij) _DO g_ 0 0 kontravarianter Metriktensor
0 22 0
1
0o o —0O
| O3 B
i — 1
g =
Oi

217



Anhang A

Nach Einsetzen erhalt man fur M:
1 1

M= e e Eﬁg—ﬁm.J
i ]

Schlieflich erhalt man unter Anwendung von /g' =1/,/g, den MARUSSI-Tensor M

bezuglich einer orthonormalen, kovarianten Basis:

M e Ue, ﬁ\/@mij

Bei m; handelt es sich um die zweite partielle kontravariante Ableitung, da von einer
kontravarianten Darstellung ausgegangen worden ist. m; muss also auch noch durch
die kovariante Ableitung ersetzt werden. Fir dessen Ableitung greift man auf die
Definition des MARuUSSI-Tensors und des Gradientenoperators, der ebenfalls
bezlglich des Kotangentenraums definiert ist, zurtick:

0 0
M: grad OgradU=[g" —0g' —
J J Eg ox" gax@J

Durch Ableiten nach der Produktregel ergibt sich nun:

M= [g DB—g %%J

Die partielle Ableitung des Kotangentenvektors enthéalt CHRISTOFFELsymbole der 2.
Art:

0 ,_0olo,
axkg KT
kO
it = -g,|og* == ¢*{og, +d.0, -0
mit g0 ~19,[00" zg{gn 9 -0,9)

Man erhalt nun fir den MARUSSI-Tensor beziiglich der kontravarianten Basis g, ¢ :

0o , 0°
M g“Og’ D—HQDO_ 0

[
ox“ox' g ax o

Durch Vergleich mit der Komponentenschreibweise des Marussi-Tensors im
Kotangentenraum M = g*Og' my erhdlt man nun fir die zweiten partiellen
Ableitungen m;; :
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Ol0o 0
mij = 0. I + iy i
0Joox  ox'ox

Zusammengefasst in folgender Box berechnet sich der MARUSSI-Tensor M also zu:
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Anhang B

B-1. Auftretende Beschleunigungen am Satelliten wahrend eines Umlaufes

Berschleunigungen in m/s?

Zeit

Abb. B.1: Am Satelliten angreifende Beschleunigungen wahrend eines Umlaufes; x-Richtung
(gelb), y-Richtung (rot), z-Richtung (blau) und Betrag (griin)
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B-2.Graphische Darstellung des Interpolationsfehlers

B-21. Interpolationsfehler bei einer Keplerbahn

a) Interpolation aus Koordinaten; At=10s

x - Richtung y - Richtung
2,00E-09 2,00E-09
1,50E-09 1,50E-09
1,00E-09 1,00E-09
5,00E-10 5,00E-10
0,00E+00 - 0,00E+00
-5,00E-10 ] -5,00E-10 ]

-1,00E-09 -1,00E-09

-1,50E-09 -1,50E-09

-2,00E-09 -2,00E-09

z - Richtung

2,00E-09

1,50E-09

1,00E-09

5,00E-10
([¥¥Y] Ani MLt

0,00€+00 Y18 R T
o

-5,00E-10

-1,00E-09
-1,50E-09

-2,00E-09

Abb. B.2: Interpolationsfehler in (m/s?) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 10s; 5-
Punkt- (griin), 7-Punkt- (rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich

X -Richtung y - Richtung

3,00E-10 3,00E-10

2,00E-10 ’ 2,00E-10
1,00E-10 1,00E-10
N \Mhl 1“| | ‘“ “t i, . I
000e+00 B ”ul"‘i' *W I‘{I‘ T“.f' |Anﬁ’!l tll, H‘ “lll'#!ui“l}l 0.00E+00 puug “"‘"ﬂﬁi:)f‘({"“tm l? vv"l' ot ”"J‘Mi)m»:w‘:“mfm“uv A
-1,00E-10 | ' " | “1' J r | -1,00E-10
-2,00E-10 -2,00E-10

-3,00E-10 -3,00E-10

Z - Richtung

3,00E-10

2,00E-10

1,00E-10

itk \‘MWM',~ i, mlilﬂl

‘ JIN-t m W‘hll‘

L

- L i

-2,00E-10

-3,00E-10

Abb. B.3: Interpolationsfehler in (m/s?) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 10s; 7-Punkt-
(rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich
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b) Interpolation aus Koordinaten; At = 20s

3,00E-08

2,00E-08

1,00E-08
0,00E+00

9

-1,00E-08

-2,00E-08

-3,00E-08

Abb. B.4: Interpolationsfehler in (m/s?); At = 20s; 5-Punkt-Schema im Vergleich; x-
Richtung (griin), y-Richtung (rot) und z-Richtung (blau)

X - Richtung y - Richtung

6,00E-11 6,00E-11
4,00E-11 4,00E-11
2,00E-11 2,00E-11

bl ,‘M MM‘ Mo | N‘\"‘Md"‘\l L

0,00E+00 0.00e+00 SRR IRV WIuY vy A | R L

= TR Ty

-2,00E-11 -2,00E-11
-4,00E-11 -4,00E-11
-6,00E-11

-6,00E-11

0,00E+00 ‘
9

W“M‘( M\ " |]

I

it

Abb. B.5: Interpolationsfehler in (m/s2) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 20s; 7-Punkt
(rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich
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B-22. Interpolationsfehler bei einer Bahnstdrung bis Grad 10

a) Interpolation aus Koordinaten; At=10s

X - Richtung y - Richtung

2,00E-10 2,00E-10
1,50E-10 1,50E-10 ‘
1,00E-10 Hi 1,00E-10 ‘
5,00E-11 5,00E-11 : | i I It

\ . | l1;“!”“‘(“'[‘”,3“1‘“ WML\ ,‘L«l i i "‘WJ‘{‘M
o,ooaoo(; y ’ o 4 Ml‘l“l " ,W [y ‘ww | (‘wy‘ ol il ,‘r‘“\ ! “‘» i|
-5,00E-11 500611 B - ]‘l ‘ t l‘\ il 7 ulll

.

-1,00E-10 -1,00E-10

-1,50E-10 -1,50E-10

-2,00E-10 -2,00E-10

z - Richtung

2,00E-10

1,50E-10 11

1,00E-10 ] HiH

5,00E-11 ki

0,00E+00 -
¢

-5,00E-11

-1,00E-10 +f——

-1,50E-10

-2,00E-10

Abb. B.6: Interpolationsfehler in (m/s?) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 10s; 7-
Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich
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b) Interpolation aus Koordinaten; At = 20s

3,00E-08

2,00E-08

1,00E-08
0,00E+00

q9

-1,00E-08

-2,00E-08

-3,00E-08

Abb. B.7: Interpolationsfehler in (m/s?) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 20s, 5-Punkt-
Schema im Vergleich; x-Richtung (grtin), y-Richtung (rot) und z-Richtung (blau)

X - Richtung y - Richtung
5,00E-11 5,00E-11
4,00E-11 4,00E-11
3,00E-11 3,00E-11
2,00E-11 2,00E-11
1,00E-11 1,00E-11 l
0,00E+00 0,00E+00 ’l"\ ;A {Vw\m«/ “Vw mwp VV
-1,00E-11 3 -1,00E-11 E ‘1 i |~ ‘ d
-2,00E-11 -2,00E-11
-3,00E-11 -3,00E-11

-4,00E-11 -4,00E-11

-5,00E-11 -5,00E-11

z - Richtung
5,00E-11
4,00E-11

3,00E-11
2,00E-11 i
1,00E-11

| M 'M’U{\AM mj

-2,00E-11

Il

-3,00E-11

-4,00E-11

-5,00E-11

Abb. B.8: Interpolationsfehler in (m/s?) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 20s; 7-
Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich
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B-23. Interpolationsfehler bei einer Bahnstdrung bis Grad 50

a) Interpolation aus Koordinaten; At=10s

5,00E-09
4,00E-09
3,00E-09
2,00E-09
1,00E-09
0,00E+00
-1,00E-09 E
-2,00E-09
-3,00E-09

-4,00E-09

-5,00E-09

Abb. B.9: Interpolationsfehler in (m/s?) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 10s; 5-Punk-
Schema im Vergleich; x-Richtung (griin), y-Richtung (rot) und z-Richtung (blau)

X - Richtung y - Richtung
3,00E-10
2,00E-10

1,00E-10

i N

’ .f" v i HH, )\IJ‘ “"w Wi r‘»” ht " HW f#y

‘ ‘
l
0.008+00 | !‘WMM .

| 1 ' }
tljr ""WM‘“ il 1| Hl' Wr

i

z - Richtung

! \
‘ H

-1,00E-10

-2,00E-10

-3,00E-10

3,00E-10
2,00E-10
1,00E-10
0,00E+00

,M ’i‘”nh i w Wl “\ «“’“\M ‘

-1,00E-10

i

-2,00E-10

-3,00E-10

Abb. B.10: Interpolationsfehler in (m/s2) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 20s; 7-
Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich
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b) Interpolation aus Koordinaten; At = 20s

1,50E-07
1,00E-07
5,00E-08
0,00E+00 |
-5,00E-08

-1,00E-07

-1,50E-07

Abb. B.11: Interpolationsfehler in (m/s?); At = 20s; 5-Punkt-Schema im Vergleich; x-
Richtung (griin), y-Richtung (rot) und z-Richtung (blau)

X - Richtung y - Richtung

1,00E-08 1,00E-08

8,00E-09 8,00E-09

6,00E-09 6,00E-09

4,00E-09 4,00E-09

2,00E-09 2,00E-09

0,00E+00 0,00E+00 i

-2,00E-00 -2,00E-09

-4,00E-09 -4,00E-09

-6,00E-09 -6,00E-09

-8,00E-09 -8,00E-09

-1,00E-08 -1,00E-08

z - Richtung

1,00E-08
8,00E-09
6,00E-09
4,00E-09
2,00E-09
0,00E+00 VMMNVWMANVMNWANVM/\/\ﬂ Af\N\/\
200800 v
-4,00E-09
-6,00E-09

-8,00E-09

-1,00E-08

Abb. B.12: Interpolationsfehler in (m/s2) bei Interpolation aus Koordinaten; At = 20s; 7-
Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema (blau) im Vergleich
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B-24. Interpolationsfehler (in m/s2) bei einer Bahnstérung bis Grad 100

a) Interpolation aus Koordinaten; At=10s

2,00E-08
1,50E-08
1,00E-08
5,00E-09

0,00E+00

TR [ r——
PN ’

-5,00E-09
-1,00E-08

-1,50E-08

-2,00E-08

Abb. B.13: Interpolation aus Koordinaten; At = 10s; 5-Punkt-Schema im Vergleich;
x-Richtung (gruin), y-Richtung (rot) und z-Richtung (blau)

X - Richtung y - Richtung
3,00E-09 3,00E-09

2,00E-09 2,00E-09

1,00E-09 1,00E-09
0,00E+00 0,00E+00 -l
-1,00E-09 -1,00E-09

-2,00E-09 -2,00E-09

-3,00E-09 -3,00E-09

z - Richtung
3,00E-09
2,00E-09
1,00E-09
0,00E+00
-1,00E-09

-2,00E-09

-3,00E-09

Abb. B.14: Interpolation aus Koordinaten; At = 10s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema
(blau) im Vergleich
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b) Interpolation aus Koordinaten; At =20s

3,00E-07
2,00E-07
1,00E-07
0,00€-+00 MY
1
-100E-07

-2,00E-07

-3,00E-07

Abb. B.15: Interpolation aus Koordinaten; At = 20s; 5-Punkt-Schema im Vergleich; x-
Richtung (griin), y-Richtung (rot) und z-Richtung (blau)

X - Richtung y - Richtung

6,00E-08 6,00E-08

4,00E-08 4,00E-08

2,00E-08 2,00E-08
0,00E+00 0,00E+00

9 9
-2,00E-08 -2,00E-08

-4,00E-08 -4,00E-08

-6,00E-08 -6,00E-08

z - Richtung
6,00E-08
4,00E-08
2,00E-08
0,00E+00
-2,00E-08

-4,00E-08

-6,00E-08

Abb. B.16: Interpolation aus Koordinaten; At = 20s; 7-Punkt (rot) und 9-Punkt-Schema
(blau) im Vergleich
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