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AI Studienarbeit im Fachgebiet Satellitengeodéasie Kapitel 1: Einfohrung
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

1. Einfdhrung

1.1 Wasigt das Geoid

Das Geoid stellt eine Aquipotentialflache des Erdschwerefeldes dar, also eine Flache, auf der das
Wasser im Gleichgewicht ist. Deshalb reprasentieren die Ozeane das Geoid, welches die
Bezugsfl&che fur die Topographie ist.

Um nun das Geoid berechnen zu kdnnen, muf3 das Erdschwerefeld bestimmt werden. Das
Gravitationspotential U (Xz, Ye,zz) im Aul3enraum und auf der Oberflache der Erde gentigt dabei
der sogenannten , L aplace — Differentialgleichung” :

AU (Xe, Y, z¢) =0

Diese leitet sich aus der Tatsache ab, dal3 AU (X, Y, z:) = divl g, =divgrad U (Xz,Ye,2z:) =0
Ist, also nur die Massen im Erdinneren Gravitationskréfte erzeugen konnen.
Die , Laplace — Differentialgleichung” lautet in kartesischen Koordinaten :

U U U _
+ + =

0
x> ody* 07

Ihre LGsung ist eine sogenannte ,, Kugelfunktionsentwicklung® des Gravitationsfeldes, die
normalerweise zur Darstellung des Erdschwerefeldes verwendet wird.
Eine solche Kugelfunktionsentwicklung lautet wie folgt (in sphérischen Koordinaten) :

U, é.1) =lim Z z' %BQ =", ¢) O, ,

| 500

Die Kugelfunktionsentwicklung ist anschaulich gesehen nichts anderes als eine zweidimensionale
Fourrierentwicklung auf der Kugeloberflache, die mit zunehmenden | eine hohere Aufldsung des
Erdschwerefeldes bedeutet. Sind die Koeffizienten u; , und das Potential U des Geoids bekannt, so
kann aus der Kugelfunktionsentwicklung zu jedem Punkt der Erde P(Ao,$0) der zugehdrige Radius
bestimmt werden. Gewohnlich wird das Geoid durch Geoidundulationen beschrieben, die den
Abstand der Geoidoberflache zu einem Referenzellipsoid angeben.

Das Ziel ist also, die unbekannten Koeffizienten u; m, zu bestimmen. Viele, vor allem dltere
Methoden zielen darauf ab, Schwerewerte an der Erdoberfléache zu messen und gegebenenfalls
geeignet zu reduzieren. Das grof3e Problem hierbel neben dem grof3en Mef3aufwand sind die grof3en
Ozeanflachen der Erde, auf denen praktisch keine Schwerewerte mef3bar sind, obwohl die
Wasserflachen eigentlich ideal wéren, da sie schon das Geoid repréasentieren.

Zu den neueren Verfahren gehort die Satellitengeodésie, bei der das Erdschwerefeld durch Analyse
von Satellitenbahnen erforscht wird.

Seate: 1



AI Studienarbeit im Fachgebiet Satellitengeodéasie Kapitel 1: Einfdhrung
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

1.2 Satellitengeodasie: Analyse von Satellitenbahnen

Wie im vorhergehenden Abschnitt erwahnt, kann die Analyse von Satellitenbahnen zur Erkundung
des Erdschwerefeldes herangezogen werden. Der Vortell liegt dabei auf der Hand. Neben den
vielen zur Auswertung zur Verfiigung stehenden MeflRdaten ist aulRerdem eine globale Uberdeckung
der Erde gewéhrleistet (solange es sich nicht um einen geostationdren Satelliten handelt).

Die Auflosung des Erdschwerefeldes hangt von der Flughthe des Satelliten ab. Ein
niedrigfliegender Satellit reagiert starker auf die Feinheiten des Gravitationsfeldes, er garantiert also
eine hohere Auflosung ( hdherer Grad und Ordnung der Kugelfunktionsentwicklung) als ein hther
fliegender Satellit. Allerdings ergibt sich fir niedrigfliegende Satelliten das Problem, dal? die
Atmosphérenreibung als starke Storkraft auftritt. Auch andere Einfllsse wie z.B. Gezeiten machen
sich dann stérker bemerkbar.

Wenn die Erde eine Kugel mit homogener oder radialgeschichteter Dichteverteilung wére, dann
wurde der Satellit auf einer ellipsenférmigen Bahn, einer sogenannten ,, Keplerbahn“, fliegen. Dies
entsprache dem Gravitationsfeld des Koeffizienten ugp .

Die Abweichung der Erde von dem oben genannten ,, Idealfall*, beschrieben durch zusétzliche
Koeffizienten u, m , fuhren zu Abweichungen der Satellitenbahn von der Keplerbahn. So fuhrt z.B.
der Koeffizient u,o (beschreibt die Erdabplattung) unter anderem zu einer Prézession der
Knotenlinie und zu einer Anderung der mittleren Bewegung des Satelliten.

Um das Gravitationsfeld zu analysieren, mul3 die sogenannte ,, Bewegungsgleichung* des Satelliten
gelost werden. Diese lautet :

Xe =R; (O (1) Grad U (A,¢,r1)

Genaugenommen mussten auf der rechten Seite noch Stérbeschleunigungen stehen, wie sie z.B.
durch Atmosphérenreibung entstehen. Auf ihre Behandlung wird im néchsten Abschnitt
eingegangen.

Im folgenden wird die Bewegungsgleichung am Beispiel des Champ-Satelliten geltst. Dies
geschieht auf der Basis kartesischer Koordinaten. Angesichts der Tatsache, das die Position des
Champ-Satelliten mit GPS gemessen wird, erscheint dies auch sinnvoll.

1.3 Der Champ — Satellit

Der Champ-Satellit ist eine neue Satellitenmission mit einer Dauer von 5 Jahren, die im Frihjahr
2000 starten soll.

Die drei Hauptziele sind :
Geoidbestimmung und Erkundung des Erdgravitationsfeldes (mittlere und lange Wellenlangen)
und seiner zeitlichen Variationen
Untersuchung des magnetischen und elektrischen Feldes der Erde
Erforschung der Atmosphére/lonosphére, speziell im Hinblick auf Klimaforschung und
Wettervorhersagen

Seite: 2



AI Studienarbeit im Fachgebiet Satellitengeodéasie Kapitel 1: Einfdhrung
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

Im folgenden soll nur auf die Erkundung des Erdschwerefeldes eingegangen werden.

Die Masse des Satelliten einschlief3lich Nutzlastinstrumente betragt 500 kg. Als Bahn wurde eine
polarnahe Umlaufbahn mit einer Inklination von 87° , einer Exzentrizit&t von O und einer
anfanglichen Flughdhe von 470 km Uber Grund gewahlt. Die Umlaufzeit betragt ca 90 min. Dies
hat den Vorteil einer gleichméidigen und vollsténdigen Abdeckung der Erde mit Mef3daten.
AulRerdem erlauben die zeitlichen Variationen im ,, Groundtrack® des Satelliten (Weg des Satelliten
auf der Erde) eine Erkundung periodischer Phénomene wie z.B. der Gezeiten.

1] =] 20 160 280 00 2l

Groundtrack des Champ — Satelliten fir 1 Tag (ca. 16 Umléufe)

Die Wahl der Bahnhthe von 470 km stellt einen Kompromif3 dar. Fiir die Untersuchung des
Erdmagnetfeldes ist sie ein Optimalfall, wahrend man sich fir die Auflosung des Gravitationsfeldes
eine niedrigere Bahn wiinscht. Dies tritt gegen Ende der Mission ein, wenn der Champ-Satellit
infolge des Geschwindigkeitsverlustes wegen Atmospharenreibung auf eine Flughthe von 300 km
absinkt und so eine hohere Auflésung des Erdschwerefeldes erlaubt. Es soll eine Auflosung des
Geoids von I/2 = 650 km (entspricht einer Auflésung bis Grad 30) mit einer Genauigkeit im cm-
Bereich erreicht werden.

Die Bahnkoordinaten werden mit einem GPS-Empfanger gemessen. Dies geschieht mit Hilfe von
»Satellite to satellite-tracking®. Zunachst steht nur die ungenaue Navigationslosung zur Verfligung,
doch in einer Nachbearbeitung auf der Bodenstation sollen diese Daten verbessert werden.
Unterstitzt werden die GPS-Messungen durch ein ,,ground-based-laser-tracking“. Realisiert wird
dies durch einen Laser-Retro Reflektor an der Unterseite des Satelliten, der die Laserimpulse der
Bodenstation reflektiert und so Messungen der Distanz zwischen Bodenstation und Satellit mit einer
Genauigkeit von 1-2 cm ermdglicht. Insgesamt will man somit eine Genauigkeit der
Bahnkoordinaten im dm-Bereich erreichen.

Seite: 3



AI Studienarbeit im Fachgebiet Satellitengeodéasie Kapitel 1: Einfdhrung
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

GPS-CHAMP high-low satellite-to-satellite and ground based laser tracking

Es bleibt nun noch das Problem der Erfassung von Stérbeschleunigungen (Beschleunigungen, die
nicht durch das Erdgravitationsfeld erzeugt werden). Gravitative Beschleunigungen, wie sie durch
Sonne, Mond, Planeten und auch durch Gezeiten erzeugt werden, konnen modelliert und
entsprechend rechnerisch beriicksichtigt werden. Storbeschleunigungen, die durch nicht gravitative
Einflsse, hauptsachlich Atmosphérenreibung, aber auch durch den Strahlungsdruck der Sonne und
anderer Oberflachenkréfte entstehen, werden bei Champ durch ein Accelerometer gemessen. Dies
Ist im Schwerpunkt des Satelliten angebracht und registriert Stérbeschleunigungen innerhalb einer
Bandweite von 10™ ... 10™ Hz mit einer Genauigkeit von 3010° m/<? in einem dynamischen Bereich
von +10™* V2. Rotationsbeschleunigungen sollen mit einer Genauigkeit von 50107 m/s? gemessen
werden.

Alsweitere Nutzlastinstrumente sind das Overhauser- sowie das Fluxgate-Magnetometer zur
Messung des Magnetfeldes und das Digital-1on-Drift-Meter zur Atmosphéren/| onosphérenmessung
installiert. Die Orientierung des Satelliten wird zusétzlich noch durch einen Star-Sensor Uberwacht.

Bild des CHAMP-Satelliten

Seite: 4
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Alle nachfolgenden Berechnungen wurden fir einen simulierten Champ-Orbit durchgefihrt,
Startzeitpunkt war jeweils 1.Januar 2000, 12.°h U.T.

Als Bahnparameter wurden dafir gewahlt (Keplerelemente) :

Bahnradius : a= 6841000 m

Exzentrizitét : e=0

Inklination : i = 87°

Rektaszension Q (Right Ascension of Ascending Node) : RAAN = 18°30""
Argument des Perigaums : w= 90°

Wahre Anomalie: v =0°

Dies ergibt fur die Startposition (im raumfesten Aquatorsystem) :

Xe =-113604,674 m
Y = 339528,581 m
Zg = 6831624,647 m

und fur den Anfangsgeschwindigkeitsvektor (ebenfalls im raumfesten Aquatorsystem) :

Vx =-7238,784978 m/s?
Vy =-2422,063573 m/s?
Vz=00mg

Die Simulationen der Satellitenbahnen wurden mit dem MATLAB — Programm ,, Satellite Orbit

Synthesis Programme® von Christoph Schéfer, Geodétisches I nstitut der Universitét Stuttgart,
durchgefihrt.

Ze
A .
Satellit
A
Perigdum
— Kreis mit
v T Radius a
3 \
« > Satellit
e =
; ©
Aquatorebene I
Q o)
VAP
Xe — Aufsteigender > X
Frihlingspunkt Knoten <+ g —>
L EEEEEEEEE I >
Bahnéllipse im raumfesten System Geometrie der Bahnéllipse
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Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

2. Grundlagen

2.1 Die Bewegungsgleichung

Um nun die Koeffizienten der Kugelfunktionsentwicklung des Erdschwerefeldes aus
Satellitenbahnkoordinaten berechnen zu kénnen, muf3 die vorher schon genannte
Differentialgleichung, die ,Bewegungsgleichung*

XE(tk) = R;(Her (t)) torad U (X, Ve, Z¢)

gelost werden.

Hierbei ist X - (t,) die Beschleunigung, die der Satellit zum Zeitpunkt t im raumfesten,
,quasiinertialen* Aquatorsystem erfahrt. R] (6, (t,)) ist die Transformation vom erdfesten ins
raumfeste Aquatorsystem, die durch Drehung um den Greenwicher Stundenwinkel 8, um die z-
Achse erfolgt. Naheres dazu siehe in den néchsten Abschnitten tber Koordinaten- und Zeitsysteme.
grad U (X, Yg,z-) ist der Gradient des Gravitationspotentials nach kartesischen Koordinaten, also
nichts anderes als die Gravitationsbeschleunigung. Diese mul3 logischerweise im erdfesten
Aquatorsystem berechnet werden, da das Gravitationsfeld mit der Erde mitrotiert.

In der Studienarbeit wird der Index , E* fir Koordinaten im raumfesten Aquatorsystem verwendet,
wahrend der Index , F* andeutet, da? es sich um Koordinaten im erdfesten Aquatorsystem handelt.

Die Bewegungsgleichung muR im quasiinertialen Aquatorsystem gelost werden, dain diesem
System keine storenden Beschleunigungen wie Coriolisbeschleunigung und Eulerbeschleunigung
auftreten, die bel einer Lésung im erdfesten System berticksichtigt werden missen.

Beobachtete Daten sind die Zeit sowie die Satellitenkoordinaten in WGS 84 (GPS-Messungen),
einem mit der Erde rotierenden Koordinatensystem. Aus der Zeitmessung wird der Greenwicher
Stundenwinkel (8, ) berechnet, der flr die Transformation ins raumfeste System gebraucht wird.
Dakeine Messungen furr die Beschleunigungen X . (t,) zur Verfigung stehen, miissen diese
irgendwie aus den Bahnkoordinaten im raumfesten System (X., Y, z.) berechnet werden. Wie
dies geschieht, wird im Abschnitt ,, Berechnung der Beschleunigungen aus finiten Differenzen®
geschildert.

Die Handhabung der Kugelfunktionsentwicklung des Erdschwerefeldes und deren
Gradientenbildung geschieht meistens in sphéarischen Koordinaten (A, ¢,r). Auf die hier gebrauchte
Darstellung in kartesischen Koordinaten wird néher im Abschnitt Gber Kugelfunktionen
eingegangen.

Die Bewegungsgleichung wird anschlief3end nach den unbekannten Koeffizienten u;, , der
Kugelfunktionsentwicklung aufgelost, die in einer vermittelnden Ausgleichung (Gaul’ - Markoff —
Modell) bestimmt werden.

Seite: 6



f&udienarbeit im Fachgebiet Satdlitengeodasie Kapitd 2 : Grundlagen
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

2.2 Koordinatensysteme

Fir die Auswertung der Bewegungsgleichung sind zwei Koordinatensysteme von Bedeutung :
Zum einen das , mittlere® Aquatorsystem, bezeichnet alsF , dessen Ursprung im Geozentrum, dem
Massenschwerpunkt der Erde liegt. Die xy-Ebene fallt mit der Aquatorebene zusammen. Die x-
Achse geht durch den Greenwicher Meridian (A, =0°), die z-Achse fallt mit der , mittleren*
Rotationsachse der Erde zusammen und zeigt in Richtung ,, mittlerer* Nordpol.

Das andere verwendete Koordinatensystem it das ,, mittlere* raumfeste Aquatorsystem, ein
guasiinertiales System, bezeichnet als E, dessen Ursprung ebenfalls im Massenschwerpunkt der
Erde liegt. Die z-Achse fallt mit der des erdfesten Aquatorsystems zusammen. Die x-Achse zeigt
jetzt in Richtung des , mittleren* Friihlingsaquinoktiums (engl.: vernal equinox). Als Aquinoktien
werden die Knotenpunkte (Schnittpunkte) der Ekliptik mit der Aquatorebene bezeichnet, wobei der
aufsteigende K noten Friihlingspunkt genannt wird. Das raumfeste Aquatorsystem bewegt sich also
mit der Erde mit, aber esrotiert nicht mit (deshalb ,,quasiinertial®).

Effekte wie Polwanderung, Nutation und Prazession haben einen Einflul? auf die Lage der Erdachse
und damit auch einen Einflufd auf die Lage des Frihlingsaquinoktiums. Berticksichtigt man sie, so
erhalt man die jeweils ,wahren* Aquatorsysteme, doch davon soll in dieser Arbeit einmal
abgesehen werden.

Die Rotation R, (8, (t,)) um die z-Achse Uberfiihrt das raumfeste in das erdfeste Aquatorsystem.
Die Transformationsgleichung (zum Zeitpunkt t, ) lautet :

Xe () =R (G (1)) DX e (ty)

0 feostsy) sn@) 0f X
Eié sin@,) coslOy) OH-EQE
Z 5 H o o 1] o
ZE:ZF
A
Ekliptikebene

. ~Herbstaquinoktium

Ye
p e

Xe
Frihlingsagquinoktium

Aquatorebene

Xe

Geozentrisches raumfestes und erdfestes Aquatorsystem
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Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

2.3 Zeitsysteme

2.3.1 Allgemeines

Die Vielzahl der in der Geodasie gebrauchlichen Zeitsysteme lassen sich in zwei Gruppen einteilen:
die Sonnenzeit und die Sternenzeit.

Als Zeitnormal fur die ,wahre” Sonnenzeit ist der ,wahre" Sonnentag definiert, der den Zeitabstand
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Hochststanden der Sonne angibt. Dieser andert sich allerdings
im Laufe eines Jahres aufgrund der elliptischen Bahn der Erde um die Sonne sowie aufgrund
Schwankungen der Drehgeschwindigkeit der Erde und der Polwanderung. Deshalb wird daraus der
»Mmittlere” Sonnentag abgeleitet, der Uber die Dauer eines Jahres konstant ist. Die , mittlere®
Sonnenzeit von Greenwich, die normalerweise gemessen wird, wird auch als Universal Time (U.T.)
bezeichnet.

Der ,,wahre Sternentag ist als das Zeitintervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Meridiandurchgéngen des Fruhlingsaquinoktiums definiert. Da das Fruhlingsaguinoktium von der
Lage der Erdachse abhéngt, die jainfolge von Prazession und Nutation schwankt, variiert auch die
Lange des ,wahren* Sternentages. Um eine konstante Sternenzeit zu erhalten, wird Bezug
genommen auf ein , mittleres* Fruhlingsdquinoktium. Als Resultat ergibt sich die , mittlere®
Sternenzeit (Mean Sidereal Time). Gemessen wird die mittlere Sternenzeit normalerweise als
Greenwich Mean Sidereal Time (GMST, auch 8., ), die sich auf den Durchgang des mittleren
Frahlingsaguinoktiums durch den Greenwicher Meridian bezieht.

Anschaulich besteht der Unterschied zwischen einem Sonnentag und einem Sternentag darin, dal3
ein Sternentag die Zeit fur die Rotation der Erde um 360° angibt, wéhrend sich die Erde im Laufe
eines Sonnentages um mehr als 360° dreht. Ein Jahr besitzt einen Sternentag mehr als Sonnentage.
Daraus ergibt sich, dal3 ein Sternentag ca. 4 Minuten kirzer ist als ein Sonnentag.

2.3.2 Berechnung des Greenwicher Stundenwinkels

Einen Algorithmus zur Berechnung von &, stellt P.R. Escobal (1965) in seinem Buch ,, Methods of
Orbit Determination” (S.18ff) vor.

Fur den Algorithmus wird das Julianische Datum (J.D.) gebraucht. Dieses ist eine kontinuierliche
Zahlung von mittleren Sonnentagen ab dem 1.Januar 4713 v.Chr., 12h U.T..

Fur den 1.Januar 2000, 12h U.T. ergibt sich 2451545.000 J.D.

Der Greenwicher Stundenwinkel um 0.00h U.T. des jeweiligen Tages (&, , , Bezugszeitpunkt)
berechnet sich zu

O, o =99,6909833° +36000,7689° [T, +0,00038708° [T ?

Seite: 8
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wobei T, eine Zeitangabe in Jahrhunderten ist und sich zu

T J.D.~2415020,0
. 36525

ergibt (J.D. = Julianisches Datum am Bezugszeitpunkt).

Um nun den Greenwicher Stundenwinkel fur eine spezielle Tageszeit (z.B. 18.39h U.T.) des
jeweiligen Tages ausrechnen zu kdnnen, muf3 in Betracht gezogen werden, dal3 ein Jahr einen
Sternentag mehr besitzt als Sonnentage. Es gilt :

% —1+ 1 revolutions
dt 365.24219879 year

B -3 rad
= 43752605007 rad/
=250684471107 O/

Jetzt 183t sich der gesuchte Greenwicher Stundenwinkel (6, (t,)) angeben:
e
O (te) =6, 0 + (L — o) ["C:Tt

to = O fir Bezugszeitpunkt um 0.00h U.T. des jeweiligen Tages

2.4 Berechnunqg der Beschleunigung aus finiten Differ enzen

Die Beschleunigung |83t sich normalerweise als die zweite Ableitung des Ortsvektors eines Korpers
nach der Zeit berechnen. Da hier aber die Bahngleichung X(t) nicht bekannt ist, mul3 auf ein
numerisches Verfahren zur Bestimmung der zweiten Ableitung zurtickgegriffen werden. Ein
solches Verfahren ist die Bestimmung mit Hilfe zweiter Differenzen. Gerechnet werden diese aus
Satellitenkoordinaten im raumfesten Aquatorsystem, um, wie vorher schon erwahnt, stérende
Beschleunigungen wie z.B. die Coriolisbeschleunigung zu eliminieren.

Das Verfahren funktioniert wie folgt :

Aus nacheinanderfolgenden Bahnpunkten X . (t, ), X g (t,,,) wird durch einfache
Differenzenbildung die erste Ableitung (die Geschwindigkeit) flr einen dazwischenliegenden
Zeitpunkt gebildet:

lE(tkﬂ) _AE(tk)

L — Ty

X £(teios) =
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Nun kann durch weitere Differenzenbildung zweier solcher aufeinanderfolgender
Geschwindigkeitsvektoren X ¢ (t, s), X £ (t,.05) der Beschleunigungsvektor gewonnen werden :

lE(tkﬂ) _ZXE(t )+ XE(tk—l)
(tes — 1)

XE(tk) =

HX (tk+1) -2X (t ) + XE(tk—l)

BXE( )E (tiss t) D
+

t) 0

0

0

0

(k+l
DZE(tk)D sz(tM) 27 (t) + Ze (1, )
U
O (k+l t)

Ausgedriickt in Koordinaten im erdfesten Aquatorsystem ergibt sich :

_ [XF COS(HGr)_YF Sin(eer )]t(k+1) _Z[XF COS(HGr)_Y Sin(eer )]t(k) +[XF COS(HGr)_YF Sin(eer )]t(k—l)

E

(k+1 t )
_ [Xg 9n(€g,) +Ye €080, )]iq) ~ A X e SIN(Bg, ) + Ve COS(Og )iy +[Xe SIN(Bg, ) + Ve O8O )]y

E

(k+1 t)
Ze (tisa) —2Z¢ (1) + Ze (8)

(k+1 t)

Z. =

Ob die Genauigkeit der so erhaltenen Ergebnisse durch ein héherwertiges Verfahren fir zweite
Ableitungen, in dem mehr Punkte miteinbezogen werden, gesteigert werden kann, mul3 noch
gesondert untersucht werden. Hier soll nur das Prinzip der Generierung von Beschleunigugen aus
Satellitenkoordinaten vorgestel It werden.

2.5 Kugedfunktionen

2.5.1 Allgemeines

Die Darstellung des Gravitationspotentiales U (A, ¢, r) erfolgt durch Kugelfunktionen, die ihrerseits
Losung der Laplace — DGL sind. Dabei gibt es zwei verschiedene Ldsungen, eine fir den
AufBenraum und eine fir den Innenraum der den Erdkorper einhiillenden Kugel.

Gebraucht wird hier nur die Losung fur den Auf3enraum, da sich der Satellit auf alle Félle aul3erhalb
der Einhtllenden bewegt. Auch dafiir gibt es mehrere gebréuchliche Darstellungen, die sich
dadurch unterscheiden, ob der Radius R der Einhtllenden und die Konstante GM =

3,986004415* 10™* Nme/kg in die Koeffizienten hineingezogen werden oder nicht.

Fur die Analyse der Satellitenorbits wird eine Kugelfunktionsentwicklung der Form

u(/\,¢,r)—z zu,m H ®™(A,9)

m=-I
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verwendet (R = 6378136,30 m).
Im MATLAB — Programm ,,S.0.S.P.“ von Christoph Schéfer zur Simulation von Satellitenbahnen
wird das Modell EGM96 verwendet :

w90 =S5 @?Q > (6 COS(TA) + i, S(TA)) CPin (SN

mit a= 6378136,30 m.

Die Koeffizienten fir m = 0 werden ¢, (fir Cosinusterm), die Koeffizienten fir m < O werden s
(far Sinusterm) genannt.

Die Transformation zwischen den Koeffizienten u, ,, und ¢, bzw. zwischen u; » und s m lautet :

R|+l mlm
Cpm=—™ ;m20
' GM [a
R|+l mlm
Sl—m:—’| :m<0
' GM [a

Die Koeffizienten des Erdmodells EGM 96 (bis Grad 4) :

zonale Koeffizienten ¢ o

G.m

Sim

Co,0 = 1.00000000000e+000

€10 = 0.00000000000e+000

;1 = 0.00000000000e+000

1,1 = 0.00000000000e+000

G0 = -4.84165371736e-004

C1 = -1.86987635955e-010

$1 = 1.19528012031e-009

G2 = 2.43914352398e-006

$,2 = -1.40016683654e-006

Cz0 = 9.57254173792e-007

Cz1 = 2.02998882184e-006

Ss1 = 2.48513158716e-007

Cz2 = 9.04627768605e-007

Ss,2 = -6.19025944205e-007

Cz3 = 7.21072657057e-007

Ss,3 = 1.41435626958e-006

Cs0 = 5.39873863789e-007

Cs1 = -5.36321616971e-007

Sy1 = -4.73440265853e-007

Cs2 = 3.50694105785e-007

S0 = 6.62671572540e-007

Cs3 = 9.90771803829e-007

S5 = -2.00928369177e-007

Cs.4 = -1.88560802735e-007

S.4 = 3.08853169333e-007

Die Kugelflachenfunktionen €™ (A, ¢) berechnensich zu :

Bﬁ,m(sin@))ﬁtos(m/\) © m>0
e€mA,¢)=0  Pio(sin(@)) : m=0
=Pum (sin(@)) n(mA) ; m<0
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mit den normierten Legendre — Funktionen :

(I m) ] _
Pin(sin(@)) = E\/Z(z' Dy Fn(EN@) 5 m>0
H 42I+1EP.,o(sn(¢)) . m=0

Die Legendre — Funktionen B  (sin(¢)) ergebensichzu:

RLa(Sn(9) = 5 @-sin*(@)* 0 (- G 0 20 antey
wobei r die grofite Zahl < @ Ist
Die Kugelflachenfunktionen lassen sich dann angeben :
e*(1,9)=1
(A, ¢) =/3sin(9) ;e (), 9) =3 cos(g) sin(A) ;€ (), ¢) =3 cos(p) cos(A)
e*°(A,9) = % (3sin®(¢) ~1); €**(A, ) =15 sin(g) cos(p) sin(A) ; (A, ) = 15sin(¢) cos(p) cos(A)
e (A ¢) = @COSZ (P)sin(24) ;e**(A,¢) = \/— ~~cos”(¢) cos(24)

Interpretieren lassen sich die Kugelfunktionen wie folgt :

Das Glied upo(A,b,r) gibt das Potential einer massengleichen Punktmasse an, es beschreibt das
Hauptfeld. Die Glieder ersten Grades geben die Abweichung des Schwerpunktes vom
Koordinatenursprung an. Da der Schwerpunkt sinnvollerweise im Koordinatenursprung gelagert ist,
sind die Koeffizienten ersten Grades null. Deshalb wurden diese bei der Analyse nicht mehr
berticksichtigt.

Der Koeffizient ¢, beschreibt die Erdabplattung. Allgemein beschreiben die Koeffizienten zweiten
Grades die Haupttragheitsmomente der Erde, wobei Cz1 , S21 und S, zu null zu setzen sind, falls die
Haupttragheitsachsen parallel zu den Koordinatenachsen sind. Koeffizienten hdheren Grades
beschreiben entsprechend hohere Momente der Erde.

Um sich ein Bild von den Kugelflachenfunktionen machen zu kdnnen, werden anschlief3end
Visualisierungen von ihnen gezeigt. Bei den Gliedern ersten Grades ist schon zu erkennen, dal3 die
Kugelform beibehalten wird und nur eine Verschiebung in Richtung der Koordinatenachsen
vorliegt.
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2.5.2 Kugelfunktionen in kartesischen K oordinaten

Um die gemessenen Satellitenpositionen (Xg,Yr,zF) Nun auch verwenden zu kénnen, ist es von
Vorteil, die Kugelfunktionen, die ja jetzt in spharischen Koordinaten (A,¢,r) vorliegen, in
kartesischen Koordinaten (Xg,Yr,zr) auszudricken.

Eine Umrechnung der auftretenden Elemente sin(A), cos(A), sin(¢), cos(¢), und r ergibt sich aus der
Inversion von

HXFH H [tos(#) COS(/\)E
OYe [F 0 Leos(@) sin(A) O

-0 H rming) A

welches die Transformation von Kugelkoordinaten in sphérische Koordinaten ist.

Die Transformation fir die einzelnen Elemente lautet :

; Ye Xk
sn(A) = —2F : cos(A) = ——F
VX2 +YE VXE +YE

2 2
VXg T Ve
[.,2 2 2
Xe +¥g +7¢

Ze

2 2 2 ’
VXe T Ye t2Z¢
— [o2 2 2
r=+Xe tYyeg +2z¢

Die einzelnen Kugelfunktionsglieder der fur die Analyse verwendeten Kugelfunktionsentwicklung
lassen sich dann angeben (bis Grad 4) :

sin(¢) = cos(¢) =

Glied (I,m) = (0,0) :

1
uO’O(XF,yF1ZF) :u0,0 ERD 2 2 2
\/XF + Ye + Ze

Glied (I.m) = (1,0) :

Upo(Xe Ve 20 ) = Uy B/3IR? O
1,0 F F F 1,0 (XF2 + ng + ZF2)3/2

Ze

Glied (ILm) = (1,1) :

U (X6, Ve, 26 ) =y, B3RO
LI\F F F 11 (XF2 + ng + ZF2)3/2

Xe

Glied (I,m) = (1,-1) :

ul,—l(XF ’ yF ’ ZF) = ul,—l D\/§ ERZ E 2 y2F 2y3/2
(X" +ye"+2z.7)

Glied (I.m) = (2,0) :

D\/gERg 0 22F2 _XF2 _yF2
2 (Y 2T

Uy o (Xe Y Ze) = Us o
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Glied (I,m) = (2,1) :
Ups (e, Ve s 20 ) = Uy, GAAS R O
Glied (I,m) = (2,2) :

Xe LZe

(X" +ye" +2.5)%"

15

2
Xe ~ Y
Uy, (X, Ye,2Ze) =U,, —[R* O F
22\Rgs YEy £4F 22 =75 (XF2+yF2+ZF2)5/2

Glied (I,m) = (2,-1) :

Z
Uy o (X, Ve 2e) =U, , BABRO O Y%
(X2 +ye 2 +2.%)%?

Glied (I,m) = (2,-2) :

3] Xe Y
Uy (Xe Ve 1 2Z2) =U,_, BB [R* O xZry. etz

Glied (I,m) =(3,0) :

J7 (222 =3x.° -3y, %)
u3,O(XF1yF’ZF):u3,OE|2 R* EFF 2F 2 - 2 7/F2
(X" +ye" +2.7)

Glied (ILm) = (3,1) :

2 2 _ 2
u3l(XF1yF,ZF):u31 ﬁ%/zm‘l [‘?(F (4ZF XF yF )
: 15 5 (XF

2 2 2N\7/2
+y " +2z.7)

Glied (I.Lm) = (3,2) :

2 _ 2

(X2 +y " +z2.5)7"?

Glied (I,m) =(3,3) :

35 4 XF3_3XFyF2
Usn (X, Ye,Z-) =U E-ll ]/—ER B
3,3( F yF F) 33 2 2 (XF2 +yF2 +ZF2)7/2

Glied (I,m) = (3,-1) :

2 2 2
u3 —l(XF l y|: y ZF) = u3 a1 |:E |%/j ER"' DyF (4ZF XF yF )
\ ) 2 6 (XF

2 2 2N\712
+yt+2z.7)

Glied (I,m) = (3,-2) :

Uy (X, Yr 1 2) =U; , BAOB R Oy “F Y%
u fhyt+z. %)

Glied (I,m) = (3,-3) :

2 _ 3
u3,—3 (XF 'y YE ZF) = u3’_3 %R/EZS ER4 D( 3XF Ye Ye

X2yt )
Glied (I.m) = (4,0) :

8z, —24z, (XF +yF ) +3(x: 2+ ¥ )P
(X2 +y 2 +2.%)%?

3
Uso(Xes Ve, Ze) = u4o§R5
Glied (I,m) = (4,1)
Usa(Xe s Ve 2¢) = U41D3\/7[R5 E?(F(4ZF 3ZF(XF T Ye ))

(X2 +ye " +2.9)%7
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Glied (I,m) = (4,2) :
u42(XF1y|:12|:) u42[?\/7|:R5 E(GZF (XF +yF ))HXF )

( +yF +Z )9/2

Glied (I.m) = (4,3) :

3 _ 2

2 2 2y9/2
X"yt +z%)

Glied (I,m) = (4,4) :
u44(XF1yF;Z|:) u44|:;\{87|:R5 E‘?(F 6XF yF +y|:

(X + yF +Z )9/2

Glied (I,m) = (4,-1) :
Ug s (Xe s Ve, Z) =U EEXC::DQEE?F(4ZF 3ZF(XF +¥e0))
4,-1 Fir» YFE14&F 4,-1

( +yF +Z )9/2

Glied (I.m) = (4.-2) -
u P( - 2 2
4, Z(XF ’yF’ZF) U4 ) ﬁms FyF (6ZF ( + y|: ))

( +yF +Z )9/2

Glied (I,m) = (4,-3) :

35 7z (3x.%y. —vy.°
Us—s (Xe 1 Yei2Ze) = U, 3 E'?_’ R/: RE - e Y e )
2 2 (XF

2 2 219/2
D)

Glied (I,m) = (4,-4) :
3 _ 3
Uy 4 (Xe, YerZe) =U, BSLERS XF Ye ~ Xg Ve

(X + yF2 +zF2)9/2

Alternativ steht auch eine Summenformel fur die direkte Berechnung von Kugelfunktionen in
kartesischen Koordinaten zur Verfugung :

(%Y. 2) =t [@LH & (x,y,2)

vy +2 |
mnww%xy3:24J%z+D§ |ﬂyk'md(nk (2 - 2Kk)!
T L

KIQ - k)M —|m( - 2k)
O fwd o u
| R gy o
o & | O
sz + yz +22)(k—I/2) &(I—\m\-Zk) % ;m:OE
%(m‘ /2 (|m|-2i-1) 2 1 B
1 m (el I+ m<0
E 1=0 ( ) %I +1E} E

Néheres dazu siehe E.Grafarend, J.Engels, P.Varga :“The temporal variation of the spherical and
Cartesian multipoles of the gravity field : the extended MacCullagh representation®
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2.5.3 Gradientenbildung : Ableitung der Kugelfunktionen nach kartesischen K oordinaten

Zur Auswertung der Bewegungsgleichung wird der Gravitationsbeschleunigungsvektor I'r
gebraucht, der an dem Satelliten an der Position (Xr,Yr,zF) angreift. Dieser ergibt sich als Gradient
des Gravitationspotentials :

e =gradU(A,¢.1)

Allerdings wird hier nicht der Gradient in Kugelkoordinaten gebraucht, sondern der Gradient in
kartesischen Koordinaten, da in einem kartesischen System gearbeitet wird. Der Gradient in
kartesischen Koordinaten berechnet sich zu :

GU(XF,yF,ZF)e +0U(><F,yp,zp)eY +0U(xp,yp,zp)e

radU(X.,y.,z.) =
g (X s Ve, Z¢) ox. ey, . e oz, €y,

Angewandt auf die einzelnen vorher angegebenen Glieder ergibt sich :

fur Glied (I,m) = (0,0) :

0Uq o (X, Ve Z¢) __ Uoo LREXe

OXe (X “ +ye " +2.%)%?
OUo o (Xe Ve Z¢) —_ Upo (ROYe

oy, (" +ye " +2.)%?
0Uqo (X, Ve, Z¢) __ Uoo LRLZe

0z, (Xe“ +ye " +2.7)%?

fur Glied (I,m) = (1,0) :

0U; o (Xe, Y, Z¢ ) - -3J3 U o [R? [X: Z:

OX, (X2 +y, 2 +2.%)%?
0U; o (Xe s Y, Z¢ ) - -3J3 U o R® Y, z,

0ye (X2 +y. 2 +2.%)%2
aul,O(XF ' Ye o Ze) _ \/§U1,o |:RZ(XFZ + sz - ZZFZ)

aZF (XF2 +yF2+ZF2)5/2

fur Glied (I,m) = (1,1) :

aul,l(XF Y1 Ze) - \/5 Uy ERZ(_ZXFZ + sz + ZF2)

OX (%2 +y 2 +2.2)""?
aul,l(XF ’ yF ’ ZF) - _3\/§ ul,l ERZ D(F yF

0y, (XF2+yF2+zF2)5/2
0uy; (X, Ve 2 ) =33 U, R* X, -

0z; (x 2 +y 2 +2.%)%?
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fur Glied (I,m) = (1,-1) :

Uy o (Xe, Ve Ze) _ 33t [R® X ye

OXe (X2 +y 2 +2.2)%?
aul,—l(XF ' Yeo ZF) - \/§ U 4 ERZ(XFZ - 2yF2 + ZF2)

0Yr (X2 +y. 2 +2.%)%2
aul,—l(XF 1] y|: ) ZF) - _3\/§ U1’_1 ERZ Ey': ZF

0z, (X2 +y 2 +2.2)%?

fur Glied (I,m) = (2,0) :

au2,O(XF’yF’ZF) - _3\/3 U, o [R® (X (_XF2 - sz +4ZF2)
GXF 2 (XF2+yF2+ZF2)7/2
0U, o (X Ve, Ze) _ _3\/3 Uz [R® [, (_XF2 - sz +4ZF2)
0yr 2 (XF2+yF2+ZF2)7/2
0U, o (Xe ) Ve 1 Z¢ ) _ _3\/3 Uz [R® [z, (_3XF2 —3yF2 + 22F2)
OZF 2 (XF2+yF2+ZF2)7/2
fur Glied (I,m) = (2,1) :

0U,; (Xe, Ve 1 Z¢ ) _ \/EUZ,l [(R® [, (—4XF2 + sz + ZF2)

0X, (X2 +y 2 +z.5)"?

OU,,; (Xe Ve 1 Z¢) _ _5VEE Uy, [R® X Ve 27
0y (X" +y " +2.%)7"?

0U,, (X, Ve 1 Ze) _ _ 5 [R® k. (=X -y~ +4z.%)
0z, (X2 +y 2 +z.%)""?

fur Glied (I,m) = (2,2) :

auz,z (XF Y1 Ze )

V15 Uy, (R O (3% " + 7y, +22.°)
2

OXe (x2+y 2 +2.2)7"?
0U,, (Xe ¥ Ze) _ 15 Uy, IR O (7% -3y, " +22.7)
0ye 2 (x> +y 2 +2z.2)"?
ou,, (X, Y Z) _ _5\/E u,, [R® . (x2 =y 2)

0z, 2 (xS+yl+z.0)"?

fur Glied (I,m) = (2,-1) :

0U, 1 (Xe, Ve s Z¢) - _515 Uy (R OXe Ve Z
OX (x.2+y. 2 +2.2)""?
0U, ; (Xe, Ve Z¢) _ V15 U, 4 [R® [, (XF2 —4yF2 + ZF2)
2

0Yr (x> +y2+z.2)"?
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ou, 1 (X, Ve, Z¢) - - 15 U, 4 [R® O, (_XF2 - sz +4ZF2)
0z, (XF2+yF2+ZF2)7/2
fur Glied (I,m) = (2,-2) :

0u, , (X, Ve, Ze) _ /5% -ZEIR3E$/F(4X +y.’+2z.7%)

axF ( +yF +7, )7/2
Uy o (Xe, Ve, Z6) \/1— 2o (R D(F(X —4y.* +z.%)
ayF ( +yF +z, )7/2
0U, _, (Xe s Ve 1 Z¢) - _5/15 U, -, [R® X Y Z¢
0z, (x.2+y. 2 +2.2)""?

fur Glied (I,m) = (3,0) :

0Us o (X, Ve 1 Z¢) __ 57 Uso [R* (X Z¢ (_3XF2 —3yF2 + 4ZF2)

0X; 2 (" +ye " +2.°)"?

au'o’,O(XF ' Yr ’ZF) - _ 5\/7 Us,o [R* EVF Zc (_3XF2 _3yF2 + 4ZF2)
0y 2 (X +ye" +2.°)%?

aus,o(XF ' Ye o Ze) _ \/_ u30R4( 24XF ZF _24yF ZF +82F +3XF +6XF yF +3yé)
OX 2 (x.2+y. 2 +2.2)%?

fur Glied (I,m) = (3,1) :

0U3; (X s Y 1 Z¢) \/_ u31R4( 27XF ZF + 3yF ZF + 4ZF + 4XF + 3XF yF yé)

OX 4 (X 2+y. 2 +2.2)%?
au3,l(XF ' Ye ’ZF) - _5\/42 u3,1R4 [Xe Ve (62F2 - XF2 - sz)
0y 4 (% +ye +2.7)""
0uy, (Xe, Ve ) _ 5142 Uy R e 7, (42" - 3% - 3y,")
0z, 4 (X~ +ye" +2.7)%"?

fur Glied (I,m) = (3,2) :

0uy, (X Ve 1 Ze) _ 105 Uy R Dk 2, (27.° — 5% ° +9y,%)

X, 2 (XFz + sz + ZF2)9/2

0U; , (Xe, Vi 1 Z¢) _ _\/]E U3,2R4 Ve Z: (9XF2 —5yF2 + ZZFZ)
e 2 (%" +ye +2.°)"

au3,2(XF Y1 Ze) — _\/]E us,zR4 EQXFZ - sz)(_sz - sz + GZFZ)
0z, 2 (X2 +y. 2 +2.2)

fur Glied (I,m) = (3,3) :

au3,3(XF’yF’ZF) \/_ u33R4(3XF ZF FZF _4XF +21XF yF _Byé)
aXF 4 (X +yF +Z: )9/2
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0Uy5(Xe Ve Ze) _ 470 UpsR* Ko ye (13%:° —15y,” +62.°)
0Ye 4 (x2+y 2 +2z.2)2
0Uys (Xe Ve 1 Z) _ 7470 UsR* Dke 2o (X —3y; )
0z N A A
fiir Glied (I,m) = (3,-1) :

0U; ; (Xes Ve Z¢) - _ V42 us’,—lR4 [Xe Ve (_XF2 - sz + 6ZF2)
0% 4 (X" +ye +2.°)""
au3,—l(XF Ye o Ze) _ \/E u3,—1R4 (3X§ Zé B 27y§ Zé + 4Zé B Xé + BXE yé + 4y|§)

oy, 4 (X“ e +2.7)%
au3,—l(XF Yo ZF) - _ 42 U3’_1R4 EVF Z (_3XF2 _3yF2 + 4ZF2)
0z, 4 (" +ye " +2.°)"?

fur Glied (I,m) = (3,-2) :

au3,—2 (XF ' Yeo ZF) - \/ﬁ u3,—2R4 OVe z¢ (_6XF2 + sz + ZF2)

28 (" +ye" +2.°)"?
au3,—2(XF J yF’ZF) - \/ﬁus,—zR‘l D(F Z; (XF2 _6yF2 + ZF2)
2 2 249/2
0Ye (X" +ye" +2z7%)
au3,-2 (X Ve, Z¢) - /105 us’,—zR4 (X Ve (_XF2 - sz + GZFZ)
0z, (X +Ye +2.°)"

fur Glied (I,m) = (3,-3) :

0u, (% Ve Ze) _ /70 Uy oR* D Y (-15x. " +13y.” +62.°%)
4

0X, (X:*+ye" +2.°)%?

aus,—s(XF Ye o Ze) _ \/7_0 u3,—3R4(3X|i _21X§ yé +3X§ Zé +4y|i _3yé ZE)
oy, 1 (X" +ye +2.°)"?

au3,—3(XF ' Yeo ZF) - _ 7\/7_0 u3,—3R4 EVF Zc (3XF2 - sz)
0z, 4 (XY 7)Y

fur Glied (I,m) = (4,0) :

2 2 2

au4,0 (Xe s Ve Ze) _ 45Uy R® ke (—12x¢ Zé —12y; Zé + 822 + Xé + 2X; yé + yi)

OX 8 (X2 +y. 2 +2.2)W?

OUyo (e, Ve Ze) _ 45 U,0R Dy (F12X2 2 —12yp 7¢ +82¢ +X¢ +2X: Ve +Vr)
oy, 8 (xF2 + sz + ze)”’2

0U, o (Xe, Ve Ze) 15U, oR® [z (—40x2Z2 —40y7 22 +8z; +15x; +30x2y7 +15y7)
0z T8 (X2 +y 2 +2z.2)?
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fur Glied (I,m) = (4,1) :

au4,1(XF Ye o Ze) _ 3\/E u4,1R5 [z, (_41X§ Zé + yé Zé + 42:2 +18X|i +15X§ yé _3y|i)
0Xe 4 (XF2 + sz + ZFZ)M/Z
au4,1(XF ' Y ’ZF) - 63@ u4,1Rs D(F YeZe (XF2 + sz - ZZFZ)
dy, 4 (XFz n sz +ZF2)11/2
au4,1(XF v Ye ’ZF) _ 9@ u4,1R5 D(F (—12X§ Zé —12y§ Zé +82|i + Xli + 2X§ yé + yli)
0z, T4
fur Glied (I,m) = (4,2) :

(X +ye" 2.5

au4,2 (XF ' Yeo Ze ) _ 3\/3 u4,2R5XF (5X|i - 4X§ yé - 46X§ Zé +122é + 66y§ Zé - 9yé)

OX 4 (X 2+y. 2 +2.2)W?
0U, 5 (Xe Ve 1 Z¢) - 3\/3 u4,2R5yF(_5yé +4Xé yé +46y§ Zé —122,‘! _66X§ Zé +9X|i)
O 4 O™+ e 25"

au4,2(XF VYe o Zg) — 63\/3 u4,2R5 [z, (XF2 - sz)(XF2 + sz B 2ZF2)
3z, 4 (XFz + sz + ZF2)11/2
fur Glied (I,m) = (4,3) :

au4,3(XF ) yF’ZF) = _9\/7_0 u4,3RSZF (2XF4 _9XF2yF2 - XF22F2 + yF4 + szze)

ox. 4 (X2 +y, 2 +7, 22
0U, 5 (X » Y Z¢) __ 970 U4,3R5 (K Ve Z¢ (5XF2 —7yF2 + ZZFZ)
0y 4 (X +ye " +2z.5)?

0U, 5 (Xe, Yo Ze) _ 370 U4,3R5 (X (XF2 _3yF2)* (XF2 + sz _82F2)
oz, 2 (X2 +y, 2 +2. )2
fur Glied (I,m) = (4,4) :

au4,4(XF Y Z¢) _ 3\/£ Uy 4 R® (X (5X|i B 46X§ yé B 4X§ Zé + 21yé +1ZY§ Zé)
0Xe o 8 (XF2+yF2+ZF2)11/2
au4,4(XF ' Yeo ZF) _ 3\/£ u4,4Rs Lye (21)(2 - 46X§ yé +12X§ Zé + 5y|i - 4y§ Zé)
0ye o 8 (XF2 +yF2 +ZF2)11/2
0u,, (X Ve Ze) _ 27435 Uy R O (% - 6"y " + 1y, %)
9z, T g (X2 +y, 2 +2. )2
fur Glied (I,m) = (4,-1) :

0U, _; (Xe, Ve 1 Z¢) _ 63v10 U4,_1R5 Ke Ve Z (X: o Ve 2 - ZZFZ)

X, 4 (XFz _I_sz +ZF2)11/2

ou, (X, Ve 2:) 3410 U, ,R°z (41y2 72 — x2zZ -4z} +3x} —15x2yZ —18y})
ayF 4 (XF2 + sz + ZFZ)H/2
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au4,—1(XF ' Yeo ZF) — 9@ u4,—1R5 Ye (2X§ yé —12X§ Zé _lzyé ZE +82§ + Xé + yli)

0z; 4 (X2 +y 2 +2.2)?
fur Glied (I,m) = (4,-2) :

au4,—2 (XF ' Ye 1 Ze ) _ 3\/3 U, R® Ye (_51X§ Zé + 5y§ Zé + 622 + 6X|i + 5X§ yé - yé)
2

0%, (XF2 + sz + ZFZ)H/2
au4,—2 (X&) Ve 26) - _ 3\/3 U, - RSXF (_5X§ Zé + 51y§ Zé B 6Zé + Xé B 5X§ yé B 6yé)
0Ye 2 (X" +ye +2.)"

au4,-2 (XF ' Yeo ZF) — 63\/3 u4,—2 R® D(F YeZe (XF2 + sz B 2ZF2)
aZF 2 (XF2 + sz + ZF2)11/2
fur Glied (I,m) = (4,-3) :

0u, 5(Xe, Y. Z¢) __ 970 U4,_3R5 (Ke Ve Ze (7XF2 - 5yF2 -2z, 2)
ox. 4 (X2 +y, 2 +2. )2

au4,—3(XF Ye o Ze) - 9\/7_0 u4,—3R5 [, (Xé B 9X§ yé + Xé Zé + zyi B yé Zé)

0y: 4 (Xe“ +ye +2.°)?
au4,—3(XF ) yF’ZF) - V70 u4,—3R5 EyF (3XF2 - sz)(XFz + sz _82F2)
GZF 4 (XFz +yF2+ZF2)11/2

fur Glied (I,m) = (4,-4) :

au4,—4(XF ' Ye o ZF) — 335 u4,—4R5 Lye (6X|i —llXé yé - 3X§ Zé + yé + yé Zé)

ox.. 2 (XFz N sz N ZF2)11/2

au4,—4(XF ' Yes ZF) _3J/35 u4,—4Rs [Xe (Xli —llXE yé + Xé Zé + 6y|i B 3y§ Zé)
0y 2 (" +ye" +z.°)?

au4,—4(XF Yeo ZF) - — 27\/E u4,—4R5 (X Ve Z¢ (XF = sz)
oz, 2 (XFz N sz +ZF2)11/2
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3. Analyse von Bahnstér ungen

3.1 Analyse von K eplerbahnen

Ein Satellit bewegt sich genau dann auf einer Keplerbahn (einer elliptischen Bahn), wenn die Erde
eine Kugel mit radialgeschichteter Dichteverteilung wére, das Gravitationsfeld sich also als das
Gravitationsfeld einer Punktmasse interpretieren liese. Beschrieben wird das Gravitationspotential
dann durch die Koeffizienten upo bzw. cop. Es lautet :

1
UO’O(XF,yF1ZF):uO,OERD 2 2 2
\/XF +yF +ZF

Das so erzeugte Gravitationsfeld kann als Hauptfeld angesehen werden, die Keplerbahn als
ungestorte Bahnbewegung.
Zu losen ist jetzt die Bewegungsgleichung (hier flr einen bestimmten Zeitpunkt ty) :

XE(tk) = RsT(HGr (t)) Lorad U (X, Ve, Z)

BauO,O(XF Ve ’ZF) H

BXEH o%e D
Xe, ,Z

|:| DYE |:| Rgl(eer (t )) D OO( F yF )|:|

05 O 0Yr 0

Fe g Eﬁuo,o(xp,yp,zp)g

U 0Z; L

Die Beschleunigung X ¢ (t,) wird tber finite Differenzen berechnet. Mit

B:OS(QGr) _Sin(eer) OH
R (O (t,)) =8n(6;,)  cos(f;) OO

H o o 1f

ergibt sich :

B—u X

KeH [posife) -sin@) 0f B (XF+yF+zF)3’ZB
O¥: O =[8n@;,) cos@;) 0O * - Uge (RE— Ye _
D D H D (XF +y|: +ZF)
el o 1f F g 0
I E F
H Uoo (X2 +y? _l_zz)s/zaK
F F E

Seite: 23



f&udienarbeit im Fachgebiet Satdlitengeodasie Kapitd 3: Analyse von Bahnstdrungen
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

Nach Multiplikation der Matrizen lautet das Uberbestimmte Gleichungssystem :

0 X [056,) +y, n(d,) ]

Keg O a0
; - 05(65, ) — X BiN(G,,

OYe O =g (RO Ve 2 Gz Z 302 =0

s O O (Xg +Ye +2¢) O

DZEQK 0 _u Z 0

H 0,0 (Xé +y§ +Z§)3/2 H

=

Aufgelost nach den gesuchten Koeffizienten ergibt sich fir die einzelnen Zeilen :

Upon(ty) = ——— (e +ye +22)*"

0,0/1\ 'k ROX. E;os(ﬁer) ~Ye E‘Ein(ger ),

b ye o Ve yE 2

0,0/2\ k quF E;os(ﬁer) + X E‘Ein(ger ))
. X2 + 2 +22 3/2

Uyon(ty) = - 22 [{Xe +Ye +7¢)

RZ,

Uo,o(tk) &3t sich nun als gemittelter Wert angeben (fir den Zeitpunkt t) :

1
u0,0 (tk) = _(u0,0/l(tk) + u0,0/2 (tk) + u0,0/3(tk ))
3

3/2 3/2 3/2

1 %Od v ead) J 02 +y2+22)" (8 +yE+22)

O Uyel(ty) = -
00(tk) 3" R(Xe cos(bg,) - Yr SinN(B,)) R(Xe sin(@, )+ Ye cos(b,,) Rz

Anschlief3end werden alle Werte up o(ty) fur jeden Zeitpunkt t, gemittelt :

1 k
Upo = K [Z Ug,o (te)

Die Standardabweichung 183 sich nun berechnen :

1 k
Ouopo = i\/m EZ (Ugo = Ugp (tk))2

Analysiert wurde die Bahn des Champ - Satelliten fur einen Umlauf (ca. 5600s), fur den alle 10
Sekunden ein Bahndatensatz (Koordinaten) berechnet wurde (Bahndaten s. Datei ,Kepler.orb®). Als
Input fur die Bahnsynthese wurde cop = 1.0 (EGM96) genommen. Als Ergebnis hat man erhalten :

Uoo = 6.2564166684275225e+007 m?/s  Oyop = * 8.5549721381459308e-004 m?/<?

Dierelativ kleine Standardabweichung 183t sich natirlich dadurch erkléren, dal? die Koordinaten
keine Mef3fehler enthalten.
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Umgerechnet ergibt sich flr cop.

(R

uO,O

= 0.999989624812

CO,O

Die Abweichung gegentiber dem Input betragt 1.0376e-05, ein systematischer Fehler, der durch die
finiten Differenzen entsteht, wie spéater noch zu sehen ist.

Seite: 25



f&udienar beit im Fachgebiet Satellitengeoddsie Kapitd 3: Analyse von Bahnstdrungen
Tilo Reubelt  Betr.: Prof. Dr. Ing. Erik W. Grafarend

3.2 Analyse einer Bahnstorung durch Erdabplattung (J, — Bahnstérung)

Der Koeffizient uy o bzw. ¢z (auch J, genannt) beschreibt die Erdabplattung, die hauptséchlich
durch die Rotation der Erde entsteht. Im folgenden soll nun eine J, — gestérte Bahn analysiert
werden. Estritt neben dem Gravitationspotential des Hauptfeldes uoo(Xr,Yr,zr) noch das
Gravitationspotential Uz o(Xr,Yr,zr) auf. Das ergibt fir das wirkende Gesamtpotential:

1 \BR? o 272 — X2 - y?

+U
T2 gy )T

U(X.,Y-,2-) =U,, (R
( F yF F) 0,0 (Xé +y§ +Z;:

Um sich ein Bild von der durch den Koeffizienten J, erzeugten Bahnstérung machen zu kénnen,
sind die Abweichungen in xg, ye und ze (raumfestes Aquatorsystem) fiir einen Umlauf des Champ -
Satelliten zur Keplerbahn graphisch dargestellt :

Abweichungen durch J2 von K eplerbahn

200000

150000

100000

50000
0

-50000

Abweichungen in m

-100000

-150000

-200000

Zeit in Sekunden

Diese betragen teilweise mehr als 100 km, der Effekt ist also zu beachten. Schon ist zu erkennen,
dai3 die Abweichungen infolge abwechselnden Massentiberschiissen und Massendefiziten
aternieren und dal3 in polnahen Gebieten (am Endpunkt sowie in der Mitte) die Abweichungen
immer wieder kleiner werden.

Zu l6sen ist nun wieder die Bewegungsgleichung

XE(tk) = R;(Her (t)) torad U (X, Ve, Z¢)

Eauo,o (Xe s Ye12Ze) + auz,o (Xe s Ve s Ze) E

E H U OX¢ X, 0

Y Dau X ’ ’ Z aU X , Z |:|

U ay: O = Rgl(eer(tk)). 0 O,o( £ Ve Ze) + 2’0( £ Ye ) .
EIZ = D 0 0ye ]

] DIK Eauo’o (XF ! yF ! ZF ) auZ,O (XF ’ yF ’ ZF) |:|
S ¥ 0

. Zr 0z, |
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Mit der Drehmatrix

B:OS(QGr) _Sin(eer) OH
R (O (t,)) =8n(6;,)  cos(fy) OO

H o o 1f

ergibt sich das Gleichungssystem fir eine Beobachtung zum Zeitpunkt ty :

D 3 w2 _ 42 2 D
D_UOOER . 3/2_u20§\/§R XF(z a: zyF :473;)
i [l ’ (X +yF+Z) ’ 2 (XF+yF+ZF)
EP(EH BCOS(HGr) _Sln(eGr) OH 3 2 2 2
V. O = n(e ) cos(6,) OO * O-Up, R Ve _u,, YR Ve (e — v +4z0) [
E - Gr Gr t O u0,0 3/2 u2,0 2 2 2\7/2
E'IZ O 0 0 1HK 0 (X +yF+Z) 2 Xz +yr +27)
&0 0, & z, 4 E@ﬁw z. (-3x% =3y2 +222)0
30O ryErZ)E T 2 Gy ez

Ausmultipliziert [&f3t sich schreiben :

3 _u2 2 2
OS(HGI,) _ E DUZ,OR \/gXF ( XF yF + 4ZF ) H
(XF + yF +ZF )**

) 2 (¢ +ye+z)" H
EP(EH |:| 3 2 2 2
N :D n@ EDuz,oR \/ng(_XF_yF+4ZF)H“
|:| E |:| [S ( GI’) 3/2 2 2 2\7/2
ElZED 0 (X +yF+Z) 2 (X + Y +2Z¢) H
4 B _ 3Du20R3\/_z (=3xZ -3y? +22%)
d (XF + yF +ZF)3’2 2 (¢ +y7 +2)"”

—-sin(8,,) e 3 Dug,oRgx/gyF (-xZ —yZ +4z%) HH
Gr (XF + yF + Z

F 3/2 2 (Xé + yé + Z§)7/2 HS
+cos(f,) Ugo (RLYe 3 Lyg RVBy, (-3¢ - yi +42¢)
Gr (XF + yF +ZF 3/2 2 (Xé + Y§ +Z§)7/2

e[

In der Matrix werden nun die gesuchten Koeffizienten ausgeklammert :

Bx H EPOO |}&(OO)-I-UZO |}\X(ZO)H

DY D = [y o Db\y(oo)"'uzo D%(zc)g
DZE Qk a-’oo (A0 +Uzo LAy ) 0,

Nun kénnen auch die unbekannten Koeffizienten in den gesuchten Losungsvektor geschrieben
werden.
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Die Gleichung sieht jetzt wie folgt aus:

Fel Hhoo Aol ol

BYE B :Ew\/(o,m Ay(z,O)B *
DZEDIK DAz(o,O) Az(2,0) 0

2,0

Die Koeffizienten der A-Matrix zum Zeitpunkt tx berechnen sich zu :

Avoo =
Uso OX; Uo o

_ _ RUXe 605G, ) — ¥ [8N(6,,))
O +y; +20)"

cos(f,,) DauO,O(XF ' Yer Ze) _ sin(8;,) Dauo,o (Xe s Ve 2Z¢)

0y

_sin(f,) Dauo,o (Xe s Ye s Z) + cos(b;, ) Dauo,o (Xe s Ve, Z¢)

AY(O,O) -

Uo o 0Xe Uso 0Ye
_ RO-x: [8$in(6,, ) — Y: [Eos(E,))
02 +yi + )
1 O0Uyo(Xe,Yei2Ze)
= 4—
AT

B RI%
O+ +2)"

Ao =

u2,0 aXF u2,0
3V5R® (X} - yZ +42})

== 712 qXF |EOS(HGW) -

2(xs +Yg +27)

cos(b,, ) Dauz,o(XF 'Y Ze) _ sin(é, ) Dauz,o (Xe s Ve Z¢)

0Ye

Ye [EN(6g, )

_sin(@,,) Dauz,o (X Ve, Z¢) + cos(b,, ) Dauz,o (X Ve, Z¢)

Ao = Uz X Uz 0Ye
3JBR® [(-x2 - y? + 422 :
S i ) o [S0(6) - e (06
F F F
10U, (X, Ye,Ze)
= —=
A0 Uy, oz,

_ 3/BR* 7 [{3x} +3y? —227)
2(xZ +yi +22)"?
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Fur k Beobachtungen von X . (t,) sieht das Gleichungssystem wie folgt aus (I = AX):

HXE(:L)H HA©0 @
OYe(D 0 DAoo®
SZE(l)B BAz(o,O) @
EIXE(Z)B BAx(o,O)(z)
DYE (2) L [A/(0,0) (2)
2.0 Bron @
o : oo v

Ke®@B HAwoo®
DYE(k)D [A/(0,0)(k)
e Huoo®

Aco®
Ay(2,0) OO
Ao® o
A0
Aco@r, %E
Ao @ R

: |
Ao (O
A\/(Z,O) (k) g
Ao (K H

Berechnet werden die gesuchten Koeffizienten upp und u, o anschlief3end in einer vermittelnden

Ausgleichung :

Ej Ez (A" A ATI

Dabei einer grof3en Anzahl von vorliegenden Beobachtungen die Matrix A und der Vektor | sehr

grofd werden, wird die G — Matrix

Q:ATA:EM
21

GlZ
G 22

:

gebildet, die immer die Dimension 2 [1 2 besitzt. |hre Koeffizienten ergeben sich zu :

Gll

G 22
12

@

) (Af(0,0) i)+ A§(O,O) i)+ AZZ(O,O) (i)
Z (Ao () + Al () + Al g (1))

= = Z (A((0,0) (i) Do&(z,o) i)+ A\/(O,O) (i) DDX,(Z’O) (i) + AZ(O,O) 0) Do‘z(z,O) (i)

Genauso multipliziert man A" [, der so entstehende Vektor Atl hat immer die Dimension2 0 1:

tt=A"0=-

= I

> (A ()X () + A () e (1) + Ay (1) EZE(i)H

(Ao ) DX (1) + Ay (1) Ve (1) + Aoy (1) EZE(i)E

0
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Die Ausgleichung sieht dann wie folgt aus:

Ej Ez -
2,0

Analysiert wurde wie bei der Keplerbahn eine J-gestorte Bahn fir einen Umlauf des Champ-
Satelliten (Bahndaten s. Datel J2_Bahn.orb). Als Input fur die Bahnsynthese wurden folgende
Koeffizienten gewéhlt (EGM96) :

Coo =10  ; C,o = —4.84165371736 10

Als Ergebnis hat man erhalten :
2
U = 6.2564168255107 " : u,, = -3.0357071226 10°
, . ,

Nach Umrechnung ergab sich fur die Koeffizienten c,, und ¢, :

Uy, [R
Coo = gM = 0.99998964991

3

u,, R 4
=——— =-4.84124785/6133138(10
GM [a

C2,O

Die Abweichung des Wertes ¢, , vom Ausgangswert mit 1.0351[10°° liegt in der gleichen
Grofenordnung wie bei der Analyse der Keplerbahn. Der in der Analyse bestimmte Koeffizient ¢,
Ist vom Betrag her ebenfalls kleiner als der Inputwert. Seine Differenz liegt in der Grof3e von
-8.38110° [t,, , ungefahr eine GroRenordnung schlechter wie bei ¢, ,, was aber auch nicht
verwundert, da ¢, , um mehr als drei Groenordnungen Kleiner ist.

Interessant ist auch die Determinante der G-Matrix, die auf eine eventuelle Singularitét des
Problems hinweisen konnte. Singularitét liegt keine vor, auch wenn die Determinante mit
1.3620108816981590e-021 sehr klein ist. Diese wird, wie spéter noch zu sehen ist, bei
zunehmender Anzahl unbekannter Koeffizienten noch kleiner werden. Hier muf3 man sich noch eine
Strategie zur Verbesserung der Determinanten Gberlegen.
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3.3 Analyse einer durch K oeffizienten zweiten Grades er zeugten Bahnstérung

Zunéchst wird einmal eine Vorbetrachtung fir jeden einzelnen Koeffizienten zweiten Grades
durchgefiihrt. Diese liegen innerhalb GeréRenordnungen von 10° — 10%° und sind somit um einige
Grofienordnungen kleiner als die zuvor bestimmten. Es mul3 daher untersucht werden, welche
Koeffizienten Uberhaupt noch genau genug bestimmt werden kénnen.

Im folgenden wird zu dem durch ¢, , und c,, erzeugten Gravitationspotential abwechselnd noch
dasdurch c,; bzw. s,; (i=1,2) erzeugte Potential hinzugezogen :

U(Xe, Ve Ze) =Ugo (Xe s Ve s Ze) U0 (Xe s Ve, Z2 ) + Uy (Xe 5 Ve, Z6) i=-2,-112
Die Bewegungsgleichung ergibt sich somit zu :

Epuo,o (X Ve 2Ze) + 0U, (X, Ve s Z¢) + 0u,; (Xe, Ve, Z¢) H

EP(-E H 0 OX OX OX 0
. [l . O
V. O = R0, (t,))» ooole Ve 2Ze) | o (X Ve 2Ze) | Oy (X Ye 20) o
05 O 0 0Ye 0Ye OX O
e Do (X Ve 1 20) |, Qso(Xe Ve 1 Z6) | Oy (e Ve 2:) D

E 0z, 0z, OX %

=

Das zu losende Gleichungssystem lautet dann (fiir eine Beobachtung von X ¢ (t,)) :

BXEH Heo Aco Aenp 00
OYe 0 =Aoo Ao AY(Z’”B ) % E

ElZEEIk Ero‘z(o,O) Az(2,0) Az(z,i)Elk

2,0

Die einzelnen Koeffizienten der A-Matrix kdnnen im Anhang ,, Koeffizienten der A-Matrix*
nachgeschlagen werden.

In einer vermittelnden Ausgleichung (fur k Beobachtungen) werden dann anschlief3end die
unbekannten Koeffizienten u,,, u,, und u,; berechnet :

oo

U, 0= (ATA)_l »y = G™ CAtl
O

2i [
mit den Koeffizienten der G-Matrix (3x 3) :
G, = ) (sz(o,O) i)+ Aj(O,O) i)+ AZZ(O,O) (i)
G, = Z (Af(Z,O) i)+ Aj(z,o) i)+ A22(2,O) ()

Gy = Z (Af(Z,i) i)+ A\f(Z,i) i)+ A22(2,i) (1)
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G, =G, = (A<(o,0) () mx(Z,O) i)+ Ay(O,O) @) DD‘y(z,o) i)+ AZ(O,O) @) DA‘Z(Z,O) ()

=~

G, =Gy = Z (A((0,0) (i) (A2 (i) + Ao (i) A i) (i) + A0 (i) (A2 0))
Gy =Gy, = Z (Ax(Z,O) (i) (A2 (i) + A2 (i) Ay (i)+ A0 (i) (A2 (1)

und den Komponenten des Vektors Atl (3x 1) :

D> A0 ()X () + Ayoq () e (1) + Ao (1) TZe (1)
Z (Ao () DX (1) + A0 () Ve () + Ay (1) Ze (i)

Z (Agaiy () DX (1) + Aoy () Ve () + Ay (1) LZe (i)

Um die so erhaltenen Werte fur u,,, u,, und u,; mit den Input —Werten flr c,,, c,, und c,;
(bzw. s, ;) vergleichen zu kdnnen, werden diese transformiert :

o =Yoo [R _ o = Yeo [R®
%0 GM ’ 2 GM @2
u,; R . U, R’ .
CZ,i = GM mg (I :1!2) 1 SZ,—i = GM @2 (l = _2,_1)

Zuerst wurde der Koeffizient ¢, , mit in die Analyse einbezogen, da dieser mit
C,, = 2.43914352398 [110°°dem Betrag nach der GroRteist. Als Input firr die Bahnsynthese wurde
genommen :

Coo=10 C,o = -4.84165371736 10" ; C,, = 2.4391435239810°

Aus der Analyse fur einen Umlauf des Champ — Satelliten ergab sich :

2
Uy, = 6.2564170575[10" ™ : C,o = 0.99998968700
0,0 52 0,0
2
Uy, =-3.0357475274110° o . c,, =-4.8413122937 (10"
S
2
U,, =1.5365550470 102 1+ : C,, = 2.450448455310°
< ,

Die Abweichungen fur c,, und c,, haben in etwadie Grof3enordnung wie bei der vorherigen
Analyse der J, — Bahnstorung. Die Differenz fir c,, zwischen Input und Output ist mit

4,6110° (¢, , zwar schlechter als bei den anderen Koeffizienten, da dieser vom Betrag auch kleiner
ist, aber er kommt deutlich heraus. Daraus |83t sich zunachst einmal schlief3en, dafl3 Koeffizienten
der GroRenordnung 10 gut bestimmbar sind.
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Dies wird auch an der Untersuchung fur s, , deutlich, der mit s, , = -1.40016683654 [10° einen
ahnlichen Betrag hat. Als Input fir die Bahnsynthese diente hier :

Coo =10 C,p = -4.84165371736 10" ; s,, = ~1.40016683654 10

In der Analyse fur einen Satellitenumlauf wurde berechnet :

2
Ugo = 6.2564168260 10 "2 : Cop = 0.99998965001
S

2

u,, =-3.035707216110° 0 C,q = -4.841248006 10
2,0 52 ,0

2

u,, =-8.7802875111010" s, = -1.4002519473[10°
, . ,

Die Abweichung flr s, , ist mit 6.07010° [$,, sogar geringer alsbei ¢, ,, sie bestatigt somit die
vorherigen Aussagen (iber die Bestimmbarkeit von Koeffizienten der GréRenordnung 10 .

Anschlieend wurde der Koeffizient s,, analysiert, der in der Grofenordnung 10° liegt und damit
um den Faktor 10° kleiner ist als die beiden vorherigen Koeffizienten. Als Input fiir die Berechnung
der Satellitenbahn wurden folgende Koeffizienten verwendet :

Coo =10 C,p = -4.84165371736 10" ; s,, =1.19528012031[10°°

In der nachfolgenden Analyse der Satellitenbahn fur einen Umlauf wurden sie bestimmt zu :

2
Ugo = 6.256416816510 "2 : C,= 0.99998964848
, 5 ,
2
Uy, =-3035712235100° 0 C,o = -4.8412560108 (10"
, 5 ,
2
u,, =8.8799495756 107 L s,, =1.4161457321(10°
, 5 ,

Die Abweichung zwischen Input und Output fir s, ist mit 0.16 [$,, doch schon sehr hoch, esist
eigentlich nur noch die Gréf3enordnung des Koeffizienten erkennbar. Die Bestimmung dieses
Koeffizienten wird Probleme bereiten. Wie spéter noch zu sehen ist, missen bel einer Bestimmung
mehrerer Koeffizienten in einer Ausgleichung mehrere Satellitenumlaufe herangezogen werden, um
wenigstens noch die Grolienordnung dieses Koeffizienten erfassen zu kdnnen.

Noch problematischer ist dann natirlich die Bestimmung des Koeffizienten c,,, der mit einer
GroRe von 10™° noch eine GroRenordnung kleiner ist as s, , . AlsInput fir die Bahngenerierung
wurde genommen :

Coo =10 C,o = -4.84165371736 10" ; C,, = —1.8698763595510%
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Fur die Analyse eines Umlaufes ergab sich :

2
Ugo = 6.2564168215 107 r:—2 : Cop = 0.99998964928
2
u,, =-3.0357080285010° 1L C,q = -4.8412493023[10"
2,0 52 ,0
2
u,, =-59025207720m10* ™M C,, = -9.413149848610°
2,1 SZ )

Die Abweichung flr c,, zwischen Input und Output liegt jetzt bei 49[¢, ,, esist jetzt nicht einmal
mehr die Grolzenordnung erkennbar. Dies ist auch nicht sehr verwunderlich, da der Einflu3 von c,,
auf die Satellitenbahn nach einem Umlauf gerade einmal im mm-Bereich liegt. Bei der Analyse
mehrerer Umlaufe (s. Analyse bis Grad 4) tritt dann wenigstens wieder die Grof3enordnung dieses
Koeffizienten in Erscheinung.

Nach diesen Voruntersuchungen wurde dann eine durch alle Koeffizienten zweiten Grades erzeugte
Bahnstorung, ebenfalls fur einen Umlauf, analysiert. Die Abweichungen, wie sie sich fur die
einzelnen Koordinaten wahrend eines Umlaufes ergeben, sind in nachfolgender Grafik abgebildet.
Dabei werden nur die Abweichungen, die durch Koeffizienten zweiten Grades ohne ¢, , erzeugt
werden, dargestellt.

Abweichungen durch Koeffizienten zweiten Grades von J,-Bahn

400

300

Abweichungen in x
200

100

Abweichungen in y

o/g/
I
] ™
™ 10,/10
-100

Abweichungen in z/
-200

-300

190
380
570
760
950

1140

1330

152
7

1900

2090
280
470

266

2830

4

3230

3420 |
610

3800

4180

4370

4560 |

4750

4940 |

5130

Abweichungen in m

Zeit in Sekunden

Die Differenzen sind mit einer Grof3e innerhalb 300m deutlich kleiner als die durch ¢, , erzeugten
Abweichungen, die ja schon nach nur einem Umlauf gréf3er als 100km sind, was sich durch die
unterschiedliche Grof3e der Koeffizienten auch gut erkléaren [&3t. Der Verlauf der Kurven ist jedoch
ahnlich.
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Das die Bahnstorung erzeugende Gravitationspotential sieht wie folgt aus :

3 2 2 _y2 _\,2
U(Xe, Ye1Ze) =Ugo [RE ! a2 T Uz D\/gR O 2ZF 2XF 2yF5/2
(X¢ +ye +77) 2 (X +Yet+zp)

Xe Z J15R® Xz - y?
+u,, 3/15R* [ U, [ 02
(XF+yF+ZF) 2 (Xg +Yr *+2Z¢

33 Ye Z RO XY
u, 1E/_R — _2[{/_ Z - 2)512

(X +yF+Z )5/2 (XF+yF+ZF

)5/2

Die Bewegungsgleichung ergibt sich dann zu (fur eine Beobachtung X . (t,)):

Epuo,o(XF v YE ZF) + au2,O(XF ' Ye ’ZF) + au2,1(XF ' Yeo ZF)

EP(‘ H U OX¢ OX¢ OX:

E 00Uy o (Xe, Ve, Ze)  OU,o(Xe Ve, Ze)  OUy, (X, Ve ) Ze

DYE |:| Rgl(ger(t ))lll OO( F yF ) 20( F, yF ) 21( F yF )

O; O 0Ye 0Yr 0Ye

Feq Do Ve 2e) |, Mo Yo 122) , gy Yo )
E 0z, 0z, 0z,

+ auz,z(XF ' YEs ZF) + au2,—l(XF ' Yes ZF) + auz,—z (XF ' YEo ZF) H
OXe OXg OXe

+ au2,2(XF ' Yeo ZF) + au2,—l(XF ' Yeo ZF) + auz,—z (XF ' Yeo ZF)
0Ye 0Ye 0Ye

+ auZ,Z(XF ' yF ! ZF) + auZ,—l(XF ' yF ! ZF) + auZ,—Z (XF ' yF ! ZF )
0z, 0z, 0z,

OOOodnOod

=

Nach Ausmultiplizieren der Matrizen und Ausklammern der unbekannten Koeffizienten erhélt man:

goe

|:|20|:|

EP< E H BA((O 0) A&(z 0) A&(z 1) A&(z 2) A&(z -1) A&(z -2) H D

BYE B == E'Ay(o,O) Aco Aey Aca Aery Ace —2)% fu, B

DZE Qk [ro‘z(o,O) Az(2,0) Az(2,1) Az(2,2) Az(2,—1) Az(2,—2) Q BJ 10
H 2
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Fur k Beobachtungen fir X  (t,) 18Rt sich das Uberbestimmte Gleichungssystem angeben :

HX E @ H HA((0,0) @ A<(2,0) @ A<(2,1) @ A<(2,2) @ Ax(2,—1) @ Ax(2,—2) @ H
DYE @ D DA\/(O,O) @ Ay(2,0) @ Ay(2,1) @ Ay(2,2) @ Ay(2,—1) @ Ay(z,—z) @ D
BZ (1) 0 DAz(o 0) @ Az(2,0) @ Az(2,1) @ Az(2,2) @ Az(2,—1) @ Az(2 -2) (1) 0 H

BX (2) 0 D'°8<(o 0) (2 A<(2,0) (2 Ax(2,1) (2 Ax(2,2) (2 A<(2,—1) (2 A<(2 -2) (2 D Duz 0 D
DY (2) D [ro\/(o 0)(2) A\/(z,o)(z) Ay(2,1)(2) Ay(2,2)(2) A\/(Z,—l)(z) Ay(z -2) (2) aﬁuzl D
[l

BZ (2)8 BAZ(O,O) (2 Az(2,?) 2 Az(2,.1)(2) Az(z,?)(z) Az(2,—.1)(2) Ao, 2)(2) u22
o : O O : : : : : 2, 1D
KB R Aeo® Apy() Aey®) Apy®) A 2)(k> Blz =1
DYE(k) O Do‘y(o,O)(k) A\/(z,o)(k) A\/(Z,l)(k) A\/(z,z)(k) A\/(Z,—l) (k) Ay(2 2)(k)D

EIZE (k) % Ero‘z(o,O) (k) A0 (k) A (k) A2 (k) Az (k) Az (k)%

Der Vektor mit den gesuchten Koeffizienten X = (Ugo,U, ¢,U,4,U,,,U,_;,U, ,)" 183t sich aus einer
vermittelnden Ausgleichung berechnen :

X=(A"ATAT =G A

mit den Elementen der Hauptdiagonalen der G — Matrix (6 X 6) :

Gu = 3 (Ao 1)+ Al )+ Ao (1)

G = 3 (R () A )+ Al )

G = 3 (K () Ko )+ Al (1)

Guu= 3 (R )+ Ay ()+ Al )

G = 3 (R 1)+ K ) A )

o= 3 (K 1)+ Ko )+ Al (1)
den Elementen der Nebendiagonalen der G — Matrix :

G, =G, = Z (A<(o,0) () mx(Z,O) i)+ Ay(O,O) () DD‘y(z,o) i)+ AZ(O,O) @) DO‘Z(Z,O) 0)]

G

= Z (Agoo () Py (1) + Ao (1) Ty (1) + Ao g (1) LAz (1))

G, =G Z (A<(00) () A, 2)(') + A0 () LA, 2)(') + A0 () A2 (i)
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Gis

Gs, = Z (Ao (1) A2 (1) + Ayo.0) (1) Ao (1) + Aygo0) (1) Ao (1))

G =Gg, = Z (Ao (1) TG ) (1) + Ay0.0) (1) DA 5 ) (1) + Ay (1) A5 5 (1))

Gp =Gy, = Z (A0 (1) B (1) + Ay (1) DAy (1) + Ay ) (1) TR (1)

Gy =G, = Z (A&(z,o) (i) Do&(z,z) (i) + Ay(z,o) (i) Do‘y(z,z) (i)+ Az(2,0) () DD‘Z(Z?) ()
Gy = Gs, = Z (A&(z,o) (i) A (i)+ A0 (i) Ay i)+ Aoz, (i) Aoz )
Gy =G, = Z (A&(z,o) (i) DOS<(2,—2) (i) + Ay(z,o) (i) Do‘y(z,—z) i)+ Az(2,0) (i) DD‘Z(Z-?) )

Gy =Gy = Z (Ao () TG (1) + Ay (1) T 5 (1) + Ao (1) A5 (1))

Gy =G = Z (A((Z,l) () (Ao i)+ A () LA 521 (i) + A @) LA, ) (i)
Gy =Gy = Z (A((Z,l) @) (A2-2) i)+ Az () A5 i)+ A @) (A5 2 (i)
Gy =Gy = Z (A () TA -1y (1) + Ay (1) EA gy (1) + Ay ) (1) EA oy (1))

G46 Gs4 = Z (A&(z,z) (i) Do&(z,—z) (i) + Ay(2,2) (i) Do‘y(z,—z) i)+ Az(2,2) (i) Do‘z(z,—z) (i)

Gy = Ggs = Z (AS<(2,—1) @) A2 i)+ Aoy () LA 529 i)+ A () LA, 2 (i)

und mit den Komponenten des Vektors Atl (6 x 1) :

All, = g(Ax(o,O)(i) Xe (1) + Ay (1) TYe () + Ay (1) EZe (1)
All, = g(p&(m) (1) DXe () + Ay (1) Ye (1) + Ay () LZc (1))
Al = g(ﬂy(z,n (1) DXe () + Ay () e (1) + Aoy (1) TZe ()

All, = g(p&(z,z)(i) X () + Ay () Ve () + Agp ) (1) Ze (1)

Al = Z (Azry () DX () + Ayp 0y () Ye (1) + Aoy (1) TZe ()
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Allg = Z (Az () DX (1) + Ay (1) Ve () + Ay ) (1) TZe (1)

Anschlielfend missen die so bestimmten Koeffizienten wieder transformiert werden, um sie mit den
Daten des EGM 96 vergleichen zu kdnnen :

3 3

(=12; s =
’ T GM @2

uOO[R u2i (R
= ’ C2i = ! >
GM " GM A

(i =-2,-1)

CO,O

Fur die Analyse eines Umlaufs des Satelliten ergaben sich die gesuchten Koeffizienten sowie ihre
relativen Abweichungen ( (Input — Output) [ILO0 / Input ) in Prozent :

Coo = 0.99998967942 ; Abw. = -0.0010321 %
Co0 = -4.8413016532010 *  ; Abw. = 0.0072715 %
Co1 = -9.2149136397110 ° Abw. = -4828.0871 %
Co2 = 2.4481226771107° Abw. = -0.3681685 %
51 = 1994615911010 ° Abw. = -66.874348 %
S.2 = -1.4014103272010 ° Abw. = -0.0888102 %

Wie vorher schon vermutet, sind alle Koeffizienten bisauf c,, und s,, , die jasehr klein sind, gut
bestimmt worden. Die Determinante der G — Matrix ist mit 2.1317563503029377(10 ~°* gegeniber
der Determinante bei der J, — Bahnst6rung schon deutlich geringer geworden. Kommen noch mehr
unbekannte Koeffizienten hinzu, so wird sie noch geringer.
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3.4 Analyse einer Bahnstorung durch K oeffizienten bis Grad 3

Fur die Koeffizienten dritten Grades wird dieses Mal auf eine Voruntersuchung verzichtet, da diese
mit einer GroRenordnung von 10 ° — 10 ™ groR genug sein sollten, damit sie gut bestimmt werden
konnen. Interessant wird aber sein, ob sich die gréfRere Anzahl der jetzt zu bestimmenden
Koeffizienten auf deren Genauigkeit auswirkt.

Abweichungen durch Koeffizienten dritten Grades zur Keplerbahn
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Erzeugt wird die Bahnstérung durch das Potential :

u(A,@,r) =u,, RO XL Z Zulm Hﬂ @'"™(A,9)

(XF + yF + ZF m=-I

Fur die Bewegungsgleichung ergibt sich nach Ausmultiplizieren und Ausklammern (fir eine
Beobachtung von X, (t,)):

EPZ H B‘A&(o 0o Ax(3,0) A<(3,1) A&(s,z) A&(s,s) Ax(3,—l) A&(s,—z) A&(s,—s) H
DY D DA‘y(o 0 Ay(s,O) Ay(s,l) Ay(3,2) Ay(s,s) Ay(&—l) Ay(s,—z) Ay(3,—3) B X
DZE Q [rb‘z(o o Az(3,0) Az(3,l) Az(3,2) Az(3,3) Az(3,—l) Az(3,—2) Az(3,—3) Qk

mit dem Vektor der unbekannten Koeffizienten X.
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Fur k Beobachtungen ergibt sich folgendes zu I6sendes Uberbestimmtes Gleichungssystem :

Ho
H).(.E (0] H HA((O'O) @ - Ao @ Ay @ Asa @ Asay @ Aoy @ Ao @ Aoy @ H Ctao D
ENE (1) 0 Dpy(o,o) (1) o Ay(3,o) (1) Ay(3,1) (1) Ay(3, 2) (1) Ay(3,3) (1) Ay(3,—1) (1) Ay(3,—2) (1) A\/(e, -3) (1) 0~ D
EZ (1) E DA((O 0) (1) o Ay(3,o) (1) Ay(3,1) (1) Ay(3,2) (1) Ay(3,3) (1) Ay(3,—1) (1) Ay(3,—2) (1) A\/(e, -3) (1) 0 %}

EIX (2) E DA((O 0) (2) o A<(3,o) (2) A<(3,1) (2) A<(3,2) (2) A<(3,3) (2) A<(3,—1) (2) A<(3,—2) (2) A<(3 -3) (2) O DJZ “0
|:|Y (2) O- [A/(o 0) (2) o Ay(3,o) (2) Ay(3,1) (2) Ay(3,2) (2) Ay(3,3) (2) Ay(e,,—l) (2) Ay(3,—2) (2) A\/(3 -3) (2) U

EZ (2) E EAz(o,o) (2) o Az(3,0) (2) Az(3,1) (2) Az(3,2) (2) Az(3,3) (2) Az(3,—l) (2) Az(3,—2) (2) Az(3 3) (2) 50 E
O:gg ¢ . : : : : : . Eu E
QI(IE (k) E EA((0,0) k) - A<(3,o) (k) A<(3,1) (k) A<(3,2) (k) A<(3,3) (k) A<(3,—1) (k) A<(3,—2) (k) A<(3 -3) (k) |:| o
Yz () O Ao - A ApyK) Agy(K) Acy(K) A y(K) Ag oK) Ag (k) g EU s E
%ZE (k) E EAz(O,O)(k) o Az(3,0)(k) Az(3,l)(k) Az(3,2)(k) Az(3,3)(k) Az(3,—l)(k) Az(3,—2)(k) Az(3 3)(k) 0 Bj N o

3,-3

Die unbekannten Koeffizienten werden anschlief3end wieder in einer vermittelnden Ausgleichung
bestimmt :

mit den Elementen der Hauptdigonalen der G — Matrix (13 x 13) :

= Z (Af(0,0) (i) + As(O,O) (i) + AZZ(O,O) (1))

Gz = Z (Af(s,—s) i)+ A\f(s,—s) i)+ A22(3,—3) (i)

und den Elementen der Nebendiagonalen :

=G Z A((0,0) @) D°S<(2,0) (i) + Ay(O,O) @) DD‘y(z,o) (i) + AZ(O,O) () mz(Z,O) ()

113 =G 13, Z A<(o,0) () Do&(s,—s) i)+ Ay(o,O) () D“\,(s,-s) (i) + Az(O,O) (i) Do‘z(s,—s) (i)

= Z (Aa0) () A (1) + Ay () TGy (1) + Ay g (1) DAy (1))

213 =G 13, Z A<(2,0) (i) D°S<(3,—3) (i) + Ay(z,o) () Doy(s,—s) (i) + Az(2,0) (i) Do‘z(s,—s) (i)
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=G Z A @) (A2 (i) + A2 () (A2 (i) + A @) (A2 (i)

G35 =G Z (A (1) DA ) (1) + Ao (1) DA 55 (D) + Ay (1) A5 5 (1))
G5 =G5y = Z (A&(z 2) () (Ao i)+ A2 () LA 5y i)+ A () LA, ) (i)

413 =G 13, Z A<(2,2) 0 D°S<(3,—3) i)+ Ay(z,z) (i) Db‘y(s,—s) i)+ Az(2,2) () Do‘z(s,—s) (i)

k

Gss =Ggs = Z(A&(z 1)(|)D°S<(2 2)(I)+Ay(2 1)(|)D°‘y(2 2)(I)+Az(2 1)(|)D°‘z(2 2)('))

513 =G 13, Z Ax(2,—1) (M) Do&(s,—s) i)+ Ay(2,—l) () my(3,—3) i)+ Az(2,—1) (i) Do‘z(s,—s) (i)

k

Ger =G Z(A&(z 2)(|)D°S<(30)(|) + A, 2)(') my(30)(|) + AL 2)(|)D°‘z(30)(|))

613 =G 13, Z p&(z,-z) (i) Do&(s,—s) (i)+ Ay(2,—2) (i) my(3,—3) i)+ Az(2,—2) () Do‘z(s,—s) (i)

k

Gs =G Z (A&(s 0) @) (A (i) + Ao @) LA 31 (i) + A0 () LA (i)

713 =G 13, Z A<(3,0) (i) D°S<(3,—3) (i) + Ay(3,0) (i) my(3,—3) (i) + Az(3,0) (i) Do‘z(s,—s) (i)

k

Gy =G Z (A<(31) @) (A2 (i) + Az @) A2 (i) + Az () (A3 (i)

k

GS,13 =G 13, Z ('A&(s 1) (M) DO&(s -3) i)+ Ay(3,l) (i) my(3,—3) (i) + Az(3,l) (i) Do‘z(s,—s) (i)

Gy =G Z (A () Py () + Ay () Ayay () + Ay () Py ()

913 =G 13, Z A<(3,2) (M) D°S<(3,—3) i)+ A\/(s,z) (i) my(3,—3) (i) + Az(3,2) () Do‘z(s,—s) (i)
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101 110 Z A<(3,3) (i) D°S<(3,—1) i)+ Ay(3,3) (i) my(S,—l) i)+ Az(3,3) (M) mz(&—l) (i)

Gio13 = Giso Z Az () DA 5 (1) + Ay (1) DA 55 (D) + Ay (1) DA 5 (1))
Gy =Gpy Z (A&(s -1) @) Az (i)+ Ay @) A3 i)+ Ay (i) (A3 (i)
G113 = Gapp = Z (Ax(3,—l) @) Az -3 i)+ Az () (A5 i)+ Az () (A5 (i)

Gpp13 =Gpapp = Z (A<(3,—2) () (A -3 (i)+ A2 @) A -5) (i)+ Az () LA, (i)

und den Komponenten des Vektors Atl (13x 1) :

All, = Z (Ao 1) DX (1) + Ay o) e (1) + Ay (1) Ze (i)

All; = g(ﬂy(g,m (1) DXe () + Ayagy () Ve (1) + Ay (1) Ze (1)
Allg = g(ﬂy(g,n (1) DXe (1) + Ay () Ve () + Ay () e (i)
Allg = g(ﬂy(g,a(i) X )+ Az () Ve () + Ay () Ze ()
Ally, = g(Ax(g,g) (1) DX () + Ay () Ve (i) + Aa () LZc (1)
Al = g(ﬁy(g,_n () DX () + Ay () Ve () + Ay () CZe ()
All, = g(Ax(g,_Z)(i) X () + Ay ) () e () + Aye 5 () Ze ()

Ally5 = Z (Aaa () DX (1) + Ay (1) Ve () + Ays 5 () LZc ()
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vergleichen zu kdnnen, missen diese transformiert werden :

Um zu sehen, ob und welche Genauigkeitssteigerung die Analyse mehrerer Satellitenumlaufe
bringt, wurden die Daten fir einen, fur zwel, fur drei und fur vier Uml&ufe ausgewertet. Die

Uy, [R
Cop = —
% GM
C _ u2,i DR3 (| _1,2) .
2 GM @? ’
u, (R*
== | = 2’3 :

Koeffizienten wurden bestimmt zu :

[ ] 1 Umlauf \ 2Umlaufe | 3Umlaufe |  4Umlaufe |

9,9998916514E-01

9,99989645285E-01

SR
24 Tomm | ©
u, (R*
== (1i=-3-2-1
%5 GM @&° ( )

9,99989647893E-01

9,99989649164E-01

-4,8404346312E-04

-4,8412501712E-04

-4,8412625460E-04

-4,8412624851E-04

-1,3086701502E-08

-7,8220971005E-09

-6,9835539186E-09

-5,4796562991E-09

2,3020187887E-06

2,4388000314E-06

2,4392624864E-06

2,4392853041E-06

2,0546908514E-09

3,3078441847E-09

4,7038101607E-09

5,6202373230E-09

-1,3819652630E-06

-1,4000246471E-06

-1,4003972174E-06

-1,4006867099E-06

9,4154433578E-07

9,4222454310E-07

9,4347443403E-07

9,4525084440E-07

2,0360489939E-06

2,0316895380E-06

2,0316322213E-06

2,0314583149E-06

9,2451802775E-07

9,2185929197E-07

9,1591742143E-07

9,0824470151E-07

Cs3

6,9774887848E-07

7,2025445887E-07

7,2108403634E-07

7,2142171584E-07

S31

2,4798749182E-07

2,4783380592E-07

2,4744056032E-07

2,4715800178E-07

S32

-6,2161870048E-07

-6,2941693605E-07

-6,34865804 76E-07

-6,3582715104E-07

$33

1,4190232141E-06

1,4153217062E-06

1,4151114203E-06

1,4146667894E-06

Dies ergibt fur die relativen Abweichungen der Koeffizienten ((Input — Output) (1100 / Input) in

Prozent zum EGM96 :

| 1Umlauf | 2Umlaufe | 3Umlaufe |  4Umlaufe |
Coo -0,00108% -0,00104% -0,00104% -0,00104%
Co0 -0,02518% -0,00815% -0,00808% -0,00808%
Co1 6898,69884% 4083,21621% 3634,76775% 2830,49124%
Co2 -5,62184% -0,01408% 0,00488% 0,00581%
So1 71,90036% 176,74217% 293,53203% 370,20253%
S22 -1,29996% -0,01016% 0,01645% 0,03713%
Cao -1,64114% -1,57008% -1,43951% -1,25393%
Ca1 0,29853% 0,08378% 0,08096% 0,07239%
Cs2 2,19872% 1,90482% 1,24799% 0,39983%
Cs3 -3,23459% -0,11347% 0,00158% 0,04841%
S3.1 -0,21152% -0,27337% -0,43161% -0,54531%
S3.2 0,41884% 1,67860% 2,55884% 2,71414%
S33 0,32997% 0,06826% 0,05339% 0,02195%
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Graphische Darstellung der relativen Abweichungen :

Abweichung der bestimmten Koeffizienten zum Input

6,00%

5,00%

4,00%

3,00%

2,00%

Abweichungen in Prozent

1,00%

0,00%

c20 c22 c2_2 c30 c3l c32 c33 c3_1

Koeffizienten

‘ 1 Umlauf —m— 2 Umlaufe —a— 3 Umléufe —e— 4 Umléaufe ‘

Wie nicht anders zu erwarten war, sind die Koeffizienten c,, und s,, sehr schlecht bestimmt, alle
anderen Koeffizienten sind mehr oder weniger gut bestimmt. Auffallend ist eine
Genauigkeitssteigerung bei einer Zunahme der analysierten Satellitenuml&ufe. Dies scheint auch
logisch, daim Normalfall ein Plus an Beobachtungen immer zu einer Genauigkeitssteigerung
beitrégt. Von Interesse ist jetzt noch die Entwicklung der Determinante der G — Matrix bei einer
zunehmenden Anzahl an Satellitenuml&ufen :

1 Umlauf 2 Umléaufe 3 Umléaufe 4 Umlaufe
Det. 1.53483174E-133 | 2.10843490E-127 |1.62258977E-124 |1.61686279E-122

Die Determinante wird also bei der Analyse mehrerer Uml&ufe ebenfalls grof3er, was auf eine
numerische Stabilisierung hindeutet.
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3.5 Analyse einer Bahnstorung durch K oeffizienten bis Grad 4

Die Koeffizienten vierten Grades sind alle in der GréRenordnung 10 ~ und diirften daher wie die
Koeffizienten dritten Grades bei der Bestimmung keine Probleme machen. Allerdings muf3 man
sehen, ob das System numerisch noch stabil bleibt und wie die Determinante der G — Matrix sich
entwickelt.

Abweichungen durch Koeffizienten vierten Grades

250

200

150

100

50

-50

Abweichungen in m

-100

-150

-200

-250

Zeitin Sekunden

Das auf den Satelliten wirkende Gravitationspotential sieht wie folgt aus:

u(A,@,r) =u,, RO XL Z Zulm Hﬂ @'"™(A,9)

(XF + yF + ZF m=-I

Die Bewegungsgleichung ergibt sich fir eine Beobachtung von X . (t,) nach Multiplizieren und
Ausklammern zu

EP< H B‘A&(o 0 AS<(4,0) AS<(4,1) AS<(4,2) AS<(4,3) AS<(4,4) AS<(4,—1) AS<(4,—2) AS<(4,—3) AS<(4,—4) H
DY E =0A y(0.0 7 AY(470) Ay(4yl) AY(472) AY(413) AY(4Y4) AY(4Y-1) AY(4Y-2) AY(4Y-3) Ay(4y-4) O Eg
EZE D DAz(o 0 Az(4,0) Az(4,1) Az(4,2) Az(4,3) Az(4,4) Az(4,—1) Az(4,—2) Az(4,—3) Az(4,—4)

L1

=

wobei X der Vektor der unbekannten Koeffizienten ist.
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Fur k Beobachtungen 183t sich das Uberbestimmte Gleichungssystem angeben :

HXE @ H HA((0,0) @ A<(2,0) @ A<(2,1) @ A<(2,2) @ - A<(4,—4) @ H

DYE (1) D DA\/(O,O) (1) Ay(2,0) (1) A\/(Z,l) (1) A\/(z,z) (1) Ay(4 -4) (1) D

BZ (1) 0 DAz(o 0) @ Az(2,0) @ Az(2,1) @ Az(2,2) @ - Az(4 4)( )

BX (Z)D El'°8<(o 0)(2) Ax(2,0)(2) A<(2,1) (2 A<(2,2)(2) A<(4 4)(2) g E o0 E
DY (2 D [{A\/(o 0)(2) Ay(z,o)(z) Ay(2,1) (2 Ay(2,2)(2) Ay(4 4)(2) H:guzo
BZ (2)% BAz(O,O) (2 Apg(@ Apy(d Apy(@ - Ay (2) w o
O: gg ¢ : : S . BE
EF< E (k) B BA((0,0) (k) A<(2,0) (k) Ax(2,1) (k) A<(2,2) (k) - Ax(4,—4) (k) B 4l
e (K) O Avoo K ApgK) ApyK) Apyk) - Ay, (KO

EIZE (k) E EAz(o,O) (k) Az(2,0) (k) Az(2,l) (k) Az(2,2) k) - Az(4,—4) (k) E

OO

Die gesuchten Koeffizienten lassen sich dann wieder in einer vermittelnden Ausgleichung
berechnen :

mit den Elementen der Hauptdiagonalen der G — Matrix (22 x 22) :

= Z (Af(0,0) (i) + Aj(O,O) (i) + AZZ(O,O) ()

G22,22 = Z (A§(4,—4) i)+ A5(4,—4) i)+ A12(4,—4) (i)

den Nebendiagonalelementen der G — Matrix :

= Z (Ax(O,O) (i) D°S<(2,0) (i) + Ay(O,O) (i) Do‘y(z,o) (i) + AZ(O,O) () mz(Z,O) (i)

122 =G Z A<(o,o) 0] D°S<(4,—4) i)+ A\/(o,o) (i) DD‘y(4,—4) (i)+ Az(O,O) (i) DD‘Z(4'-4) ()

= Z (A0 () TGy (1) + Ay () DAy (1) + Ay g (1) TR (1))

G, =G Z A&(z,o) (i) D6&(4,—4) (i) + Ay(z,o) (i) Do\/(4,—4) (i) + Az(2,0) () DD‘Z(4'-4) ()
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G,y =G5 = Z (A((Z,l) @) A2 (i) + Az @) (A (22 (i) + A () LA, ;2 (i)

G3, 22

G22,3 = Z (A<(2,1) () D°S<(4,—4) i)+ Ay(2,l) (i) DB‘y(4,—4) i)+ Az(2,l) () DO‘z(4,—4) (i)

Gz =Gy = Z (A<(4,—2) () (A (i)+ Az () (A 4-3 (i) + A2 () (A4 -3 (i)

G20,22 = G22,20 = Z (A<(4,—2) () D°S<(4,—4) i)+ AX/(4,—2) (i) DDX/(4,—4) i)+ Az(4,—2) () DO‘z(4,—4) (i)

G120 =Gy = Z (A<(4,—3) () (A 4-a) i)+ Aya3) () LA (4 -2 i)+ Aya-3 () LA, 4 -a) (i)

und den Komponenten des Vektors Atl :

All, = Z (Aooy (1) DX (1) + Ay (1) Ve (1) + Ao ) (1) Ze (1)

Ally, = g(Ax@,O) (1) DXe (1) + Ay (1) Ye () + Ay ) () LZc (1))
Alls = g(ﬂm,n(i) DX (1) + Ay () Ve (1) + Ay () Ze ()
Al = g(Ax@,Z)(i) DX 1)+ Ay () Ve () + Aa ) () Ze (1)
Al = g(ﬂm,g)(i) DX e (1) + Ay (1) e () + Ay () Ze ()
Al = g(ﬂw,@ (1) DX () + Aya (1) TYe () + Ay sy () CZ (1))
Al = g(Ax@,_l) () DX e )+ Ay () e () + Ay () Ze ()
Al = g(ﬂw,_a () DX () + Ay () Ve (1) + Ay () LZc (1))
Ally, = g(Ax@,_g) () DX () + Ay 5 () Ve () + Ay (1) Ze(0)

Ally, = Z (Ao () DX (1) + Ay () Ve (1) + Aggs oy (D) EZc (1))
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Die so ermittelten Koeffizienten mussen anschliel3end noch transformiert werden :

Analysiert wurde die Bahn des Champ — Satelliten fir einen, zwei, vier, acht und sechzehn

u, R®

Cy; :w (i=12) ; S-i =
u; R*

Cs; :m (i=123 ; S;-i =
u, R>

Cy,; :m (1=432) ; Sy =

u, R

oM@ -2

u, R*

oM@ |-
u,, R

oM (- 47372

Umlaufe. Es ergaben sich folgende Werte fir die bestimmten Koeffizienten :

| |1 Umlauf |2 Umlaufe |4 Umlaufe |8 Umlaufe ET |

Co,0 9,99994909E-01] 9,99989652E-01 9,99989649E-01| 9,99989649E-01 9,99989646E-01
Co | -4,86098478E-04) -4,84116141E-04| -4,84123673E-04| -4,84125327E-04| -4,84125933E-04
C1 | -3,00911408E-07| -3,56514432E-08| -1,53604816E-08| -3,48623646E-10| -2,61898369E-10
S 2,08377037E-08| 1,09556784E-08 1,37953513E-08| 3,01915678E-09 1,81090352E-09
Co2 5,94025148E-06| 2,43748405E-06, 2,43896069E-06| 2,43888423E-06| 2,43908004E-06
Sz | -1,86862160E-06) -1,39932523E-06| -1,39918293E-06| -1,40010428E-06 -1,40006498E-06
Cz0 9,32206148E-07| 9,41214262E-07, 9,44585949E-07| 9,49079098E-07| 9,49043025E-07
Ca1 2,03562512E-06/ 2,03033364E-06] 2,03124724E-06| 2,02978285E-06| 2,02968650E-06
S 2,47881717E-07| 2,48178210E-07, 2,47401931E-07| 2,47450800E-07| 2,48764367E-07
Ca2 9,42521687E-07| 9,22927127E-07, 9,08450835E-07| 9,04846772E-07| 9,04651529E-07
Ss2 | -6,23972580E-07| -6,29993766E-07| -6,36716714E-07| -6,18917608E-07| -6,18991186E-07
Ca3 6,49818698E-07| 7,20072561E-07| 7,21403873E-07| 7,20979591E-07| 7,21038301E-07
Ss3 1,42900086E-06| 1,41555064E-06) 1,41463755E-06| 1,41473128E-06| 1,41425450E-06
Ca0 1,09612269E-06| 5,34158473E-07| 5,38564121E-07| 5,39124846E-07| 5,39415900E-07
Cs1 | -4,06370252E-07| -5,21109998E-07| -5,30407334E-07| -5,36181671E-07| -5,36180450E-07
S14 | -4,81897405E-07| -4,77563339E-07| -4,77885722E-07| -4,73461682E-07| -4,73472596E-07
Csp | -4,88216068E-07| 3,56516369E-07| 3,51383543E-07| 3,50307598E-07| 3,50898858E-07
S0 7,74805409E-07| 6,59136888E-07, 6,60917094E-07| 6,62485450E-07| 6,62626767E-07
Ca3 8,68624274E-07| 9,82795480E-07, 9,94195455E-07| 9,90810051E-07| 9,90740672E-07
S13 | -1,76579001E-07| -1,92568022E-07| -1,94729401E-07| -2,01769754E-07| -2,01324029E-07
Caa 9,68283834E-07| -1,88318499E-07| -1,88110601E-07| -1,88423896E-07| -1,88582322E-07
S14 | -6,06837224E-09 3,08233253E-07| 3,09015813E-07| 3,08891245E-07| 3,08825118E-07

Die relativen Abweichungen der bestimmten Koeffizienten zum EGM96 in Prozent ((Input —
Output) 100 / Input) wurden berechnet zu :

| |1 Umlauf |2 Umléufe |4 Umléufe 18 Umléufe ET |

Coo 0,00051% 0,00103% 0,00104% 0,00104% 0,00104%
C20 0,39927% 0,01017% 0,00861% 0,00827% 0,00815%
C1 | 160825,8318% | 18966,20354% 8114,70445% 86,44208% 40,06186%
S 1643,33225% 816,57832% 1054,15216% 152,58989% 51,50453%
Co2 143,53842% 0,06803% 0,00750% 0,01063% 0,00260%
) 33,45707% 0,06011% 0,07027% 0,00447% 0,00727%
Cz0 2,61665% 1,67562% 1,32339% 0,85401% 0,85778%
Ca1 0,27765% 0,01699% 0,06199% 0,01015% 0,01489%
S 0,25409% 0,13478% 0,44715% 0,42749% 0,10108%
Ca2 4,18890% 2,02286% 0,42261% 0,02421% 0,00263%
Ss2 -0,79910% 1,77179% 2,85784% 0,01750% 0,00561%
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Ca3 9,88166% 0,13870% 0,04593% 0,01291% 0,00476%
Ss3 1,04179% 0,08445% 0,01989% 0,02651% 0,00720%
Cs0 103,03311% 1,05865% 0,24260% 0,13874% 0,08483%
Ca1 24,23012% 2,83629% 1,10275% 0,02609% 0,02632%
S14 1,78632% 0,87088% 0,93897% 0,00452% 0,00683%
Ca2 239,21422% 1,66021% 0,19659% 0,11021% 0,05838%
S0 16,92148% 0,53340% 0,26476% 0,02809% 0,00676%
Ca3 12,32852% 0,80506% 0,34555% 0,00386% 0,00314%
Si3 12,11843% 4,16086% 3,08516% 0,41875% 0,19692%
Caa 613,51279% 0,12850% 0,23876% 0,07261% 0,01141%
S44 101,96481% 0,20072% 0,05266% 0,01233% 0,00908%

Graphische Darstellung der relativen Abweichungen :

Relative Abweichungen der bestimmten Koeffizienten

4,5%
4,0%
3,5%
3,0%
2,5%
2,0%

1,5%

Abweichungen in Prozent

1,0%

0,5%

0,0%

c00 c20 c22 s22 c30 c31 s31 c32 s32 ¢33 s33 c40 c41 s41 c42 s42 c43 s43 c4d s44
Koeffizienten

‘ 2 Umlaufe —a— 4 Umlaufe —a— 8 Umlaufe —e— 16 Umlaufe ‘

Genauso wie bei den Untersuchungen der Koeffizienten dritten Grades sind auch hier wieder, wie
erwartet, die Koeffizienten c,, und s,, sehr schlecht bestimmt. Esist auch hier wieder eine
Genauigkeitssteigerung mit zunehmender Anzahl analysierter Satellitenuml&ufe erkennbar. Nach 8
Uml&ufen sind die Koeffizienten dann schon recht gut bestimmit, die Analyse von 16 Uml&ufen
bringt nur noch eine kleine Verbesserung. Die zusétzliche Anzahl zu bestimmender Koeffizienten
scheint zundchst eimal keine numerischen Probleme mit sich zu bringen, da die Koeffizienten
ahnlich gut wie bei der Analyse der Koeffizienten dritten Grades berechnet werden.

Fur die Determinanten ergab sich folgendes :

1 Umlauf 2 Umlé&ufe 4 Umléaufe 8 Umléaufe 16 Umléaufe
Det. | 1.824776E-234 | 1.654480E-217 |7.455043E-206 |1.352698E-196 | 2.440838E-190

Die Determinanten der G — Matrix sind gegentiber der Analyse der Koeffizienten dritten Grades
kleiner geworden, aber mit zunehmender Anzahl analysierter Uml&ufe verbessert sie sich wieder,
was fur eine numerische Stabilisierung spricht.
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3.6 Reduziertes M odell fiir K oeffizienten bis Grad 4

Um die Ausgleichung zu stabilisieren, wird nun versucht, den Koeffizienten u,, bzw. c,, als
gegeben anzusehen und ihn somit aus der Ausgleichung herauszuziehen. Der Koeffizient u, , darf
als bekannt angesehen werden, da er das Gravitationshauptfeld und somit die Konstante GM
beschreibt, die genau bestimmt ist und deshalb nicht jedesmal neu berechnet werden mul3. Ebenfalls
konnte auch der Koeffizient u,, bzw. c,, ausder Ausgleichung herausgezogen werden, da auch
die Erdabplattung bekannt ist, aber in diesem Beispiel beschrankt sich die Ausgleichung auf die
Reduktion um u, , . Die durch u,, erzeugte Beschleunigung wird also subtrahiert, man erhalt auf
der linken Seite der Gleichung die Differenz aus der Beschleunigung, welche der Satellit erfahrt,
und der Beschleunigung durch das Gravitationshauptfeld, also eine sogenannte
»Storbeschleunigung”. Diese wird durch die restlichen Koeffizienten erzeugt. Das Ziel wére
eigentlich, die Koeffizienten unteren Grades aus der Ausgleichung herauszuziehen, da diese
eigentlich alle bekannt sind, und sich dann einer Ausgleichung der Koeffizienten hoheren Grades zu
widmen, deren Werte durch Champ verbessert werden sollen.

Die Bewegungsgleichung fur die Analyse von Koeffizienten bis Grad 4 sah wie folgt aus :

EP(H BA§<(OO) A<(4,0) A<(4,1) A<(4,2) A<(4,3) A<(4,4) A<(4,—l) A<(4,—2) A<(4,—3) A<(4,—4)H

DY D DA\/(OO) A\/(4,O) A\/(4,1) A\/(4,2) A\/(4,3) A\/(4,4) A\/(4,—1) A\/(4,—2) A\/(4,—3) A\/(4,—4)g . X

DZE DAz(OO) Az(4,0) Az(4,1) A&(4,2) Az(4,3) Az(4,4) Az(4,—1) Az(4,—2) Az(4,—3) A&(4.—4)QK
Die Gleichung fur das reduzierte Modell folgt dann daraus :

EP( ~Ugyp EAx(OO)H B‘A&(m) A<(4,0) Ax(4,1) Ax(4,2) A<(4,3) Ax(4,4) A<(4,—l) Ax(4,—2) Ax(4,—3) A<(4,—4)H

U DQ‘y(OO) O DAy(zm Ay(4,0) Ay(4,1) Ay(4,2) Ay(4,3) Ay(4,4) Ay(4,—1) Ay(4,—2) Ay(4,—3) Ay(4,—4)D <X

D 0 0
[jZ ~Ugo DQ‘z(00) O, DAz(zo) Az(4,0) Az(4,1) Az(4,2) Az(4,3) Az(4,4) Az(4,—1) Az(4,—2) Az(4,—3) Az(4.—4) vy

Das zu |6sende Uberbestimmte Gleichungssystem fir k Beobachtungen &3t sich angeben zu :

HX (1) uoo DAx(o 0) (1) H HAx(z 0) (1) A<(2,1) (1) Ax(z,z) (1) Ax(z,—l) (1) Ax(4,—4) (1) H

DY (1) uoo DAy(o 0) (1) O DAy(z 0) (1) Ay(z,l) (1) Ay(z,z) (1) Ay(z,—l) (1) Ay(4,—4) (1) O

EZ (1) uo,o DAz(o,O) (1) E DAz(z 0) (1) Az(z,l) (1) Az(z,z) (1) Az(z,—l) (1) Az(4 4)( ) E

DX (2 - Upo DAx(o,o) (20 0 DAx(z 0) 2 Ax(z,l) (2 Ax(z,z) (2 Ax(z,—l) 2 - Ax(4 -4) (2 E EUZO E
EYE (2) - uo,o DAy(o,o) (2) |:|_ [{Ay(z 0) (2) Ay(z,l) (2) Ay(2,2) (2) Ay(z,—l) (2) Ay(4,—4) (2) 2t
EZE (2) - Uo,f) DAz(o,O) (2) 00 (2,9) (2) AZ(Z,iL) (2) Az(z,?) (2) Az(z,—.l) (2) Az(4,—-4) (2) 0 D
0 : D 0 : : : : - : 0 HJ
9( (k) uo 0 DAx(o 0) (k) A<(2 0) (k) A<(2,1) (k) Ax(z,z) (k) A<(2,—1) (k) T Ax(4 -4) (k) 0
Ve (K) - Uoo DAy(o 0) (k) D EA/(z 0) (k) A/(z,l) (k) A/(z,z) (k) A/(z,—l) (k) - A/(4,—4) K)o
EZ (k) uo 0 |:Az(o 0) (k) O |:fAz(2 0) (k) Az(z,l) (k) Az(z,z) (k) Az(z,—l) (k) T Az(4,—4) (k) E

t
20
t
g
4[]

Die gesuchten Koeffizienten werden in einer vermittelnden Ausgleichung berechnet :

=(A"AA =G A
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mit den Diagonalelementen der G — Matrix (21 x 21) :

= Z (Af(Z,O) (i) + A5(2,0) (i) + A22(2,O) (i)

G21,21 = Z (A§(4,—4) i)+ A€(4,—4) i)+ A22(4,—4) (i)

und den Nebendiagonalelementen der G — Matrix :

= Z (Aa0) () A (1) + Ay (1) TGy (1) + Ay g (1) DAy (1))

121 =G Z A<(2,o) (i) D°S<(4,—4) (i) + A\/(z,o) 0] DD‘y(4,—4) (i)+ Az(2,0) 0] DD‘Z(4’-4) ()

= Z (Ao () A (1) + Ayon (1) TG (1) + Ao (1) DAy 5 (1)

=G Z A<(2,1) (i) D°S<(4,—4) i)+ Ay(z,l) (i) DB‘y(4,—4) i)+ Az(2,l) (i) D6‘1(4,—4) (i)

=G Z(A@@ () WA (1) + A () A (1) + Apa (1) TR, (1))

Gy =G Z A&(z,z) (i) D°S<(4,—4) (i)+ A\/(z,z) (i) Do\/(4,—4) (i) + Az(2,2) () DD‘Z(“’"‘) 0)

Glg,zo = G20,19 = Z (A<(4,—2) () DOS<(4,—3) i)+ Ay(4,—2) (i) DO‘y(4,—3) i)+ Az(4,—2) (1) DO‘z(4,—3) (i)

G19,21 = G21,19 = Z (A<(4,—2) (i) D°S<(4,—4) i)+ AX/(4,—2) (i) DB‘y(4,—4) i)+ Az(4,—2) (i) D6‘1(4,—4) (i)

G =Gz = Z (A<(4,—3) (1) (A 4-a) i)+ Aya3) () LA (4 -2 (i)+ Aya-3 (1) LA 4 -a) (i)
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All, = Z (Az) () DX (1) + Ay (1) Ve () + Ay (1) Z (1)

Ally, = Z (Ao () DX (1) + Ay () Ve (1) + Ay ) (D) LZ (1)

Die Transformation fur die Koeffizienten von u, ., nach ¢, bzw. s berechnet sich wie bei der
Analyse von Koeffizienten bis Grad 4.
Die Analyse wurde fur einen, fir zwei, fur vier, fur acht und fur sechzehn Umléaufe des Champ —
Satelliten durchgefiihrt. Es wurden dabei folgende Werte fir die Koeffizienten erhalten :

[ | 1umlauf | 2Umlaufe | 4Umlaufe | 8Umlaufe | 16 Umlaufe |

Coo | 1,0000000E+00 | 1,0000000E+00 | 1,0000000E+00 | 1,0000000E+00 | 1,0000000E+00
Co | -4,878742E-04 | -4,872225E-04 | -4,861378E-04 | -4,849425E-04 | -4,849521E-04
C1 | -3,005901E-07 | -2,123221E-08 | 5,2512216E-08 | 8,6051492E-09 | -6,002269E-09
Sa1 | 2,0815457E-08 | 7,3676479E-09 | -2,512234E-08 | -8,894574E-08 | 4,3064425E-08
G2 | 9,0518719E-06 | 7,3139428E-06 | 3,2416933E-06 | 2,5157914E-06 | 2,4594987E-06
S | -2,282222E-06 | -4,351178E-06 | -5,246720E-06 | -1,394579E-06 | -1,400241E-06
Czo | 9,2906697E-07 | 9,3663225E-07 | 9,4517320E-07 | 9,4683450E-07 | 9,5479312E-07
Ca1 | 2,0349483E-06 | 2,0013435E-06 | 2,0511953E-06 | 2,0323939E-06 | 2,0312389E-06
Ssa | 2,478988B4E-07 | 2,5686463E-07 | 2,3662723E-07 | 2,5052974E-07 | 2,5053979E-07
Cs2 | 9,4418874E-07 | 9,2432718E-07 | 9,2446340E-07 | 8,4645695E-07 | 9,3654086E-07
Ss2 | -6,241955E-07 | -6,300755E-07 | -6,413895E-07 | -6,310366E-07 | -6,104080E-07
Css | 6,2619559E-07 | 6,6366205E-07 | 7,7685838E-07 | 7,3586737E-07 | 7,3218794E-07
Ss3 | 1,4339184E-06 | 1,4752806E-06 | 1,5071151E-06 | 1,3110410E-06 | 1,3548119E-06
Cso | 1,5627207E-06 | 1,2361532E-06 | 7,7242008E-07 | 3,7780662E-07 | 3,8244456E-07
Cs1 | -4,080400E-07 | -5,087736E-07 | -4,925025E-07 | -5,336885E-07 | -5,350694E-07
S14 | -4,818004E-07 | -4,804124E-07 | -5,064915E-07 | -4,927734E-07 | -4,807411E-07
Cs2 | -1,190028E-06 | -6,058018E-07 | 2,7033870E-07 | 3,3927253E-07 | 3,4311888E-07
Si2 | 8,6809546E-07 | 1,2425288E-06 | 1,1434707E-06 | 6,5761458E-07 | 6,5887986E-07
Csz | 8,6805246E-07 | 9,8422217E-07 | 1,0017274E-06 | 9,7569171E-07 1,002309E-06

S35 | -1,764591E-07 | -1,939758E-07 | -2,164906E-07 | -1,487382E-07 | -2,274903E-07
Csa | 1,9244051E-06 6,743570E-07 -1,636286E-06 | -2,397048E-07 | -2,040659E-07
S14 | -2,647813E-07 | -1,340607E-06 | -3,159558E-07 | 3,0030554E-07 | 3,0757396E-07

Dierelativen Abweichungen in Prozent ( (Input — Output) (1100 / Input) ergaben sich zu :

[ | 1umlauf | 2Umlaufe | 4Umlaufe | 8Umlaufe | 16 Umlaufe |

Coo 0,000000% 0,000000% 0,000000% 0,000000% 0,000000%
C20 -0,766034% -0,631441% -0,407395% -0,160514% -0,162506%
C1 | -160654,018% | -11254,87861% | 28183,25616% | 4701,988362% | -3109,981785%
Sa | -1641,47105% -516,395087% | 2201,795713% | 7541,414033% | -3502,873023%
G | -271,108625% -199,857011% -32,902936% -3,142410% -0,834523%
S2 -62,996474% -210,761423% -274,721123% 0,399057% -0,005329%
Cz0 2,944589% 2,154278% 1,262044% 1,088495% 0,257094%
Ca1 -0,244311% 1,411106% -1,044662% -0,118482% -0,061581%
S 0,247194% -3,360578% 4,782814% -0,811462% -0,815506%
Cs2 -4,373177% -2,177627% -2,192685% 6,430359% -3,527760%
Ss2 -0,835121% -1,784996% -3,612706% -1,940254% 1,392168%
Ca3 13,157768% 7,961833% -7,736492% -2,051766% -1,541494%
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S3.3 -1,383113% -4,307568% -6,558379% 7,304752% 4,209991%
Ca0 -189,460348% -128,970752% -43,074177% 30,019463% 29,160386%
Ca1 23,918785% 5,136463% 8,170297% 0,490951% 0,233471%
S14 -1,765839% -1,472663% -6,981097% -4,083551% -1,542096%
Ca2 439,335220% 272,743655% 22,913247% 3,256848% 2,160066%
S42 -30,999351% -87,502963% -72,554665% 0,763122% 0,572185%
Ca3 12,386236% 0,661063% -1,105767% 1,522055% -1,164507%
Su3 12,178066% 3,460200% -7,745203% 25,974507% -13,219609%
Caa 1120,575390% 457,633754% -767,776484% -27,123382% -8,222898%
S4a 185,730510% 534,059728% 202,299692% 2,767536% 0,414178%

Interessant ist aber der Vergleich mit dem nicht reduzierten Modell. Die Unterschiede zwischen den
bestimmten Koeffizienten beider Modelle werden in folgendem Diagramm verdeutlicht :

Relative Abweichungen der Koeffizienten

35,0%

30,0%

25,0%

20,0%

15,0%

10,0%

Abweichungen in Prozent

5,0%

0,0%

c00 c20 c22 s22 c30 c31 s31 c32 s32 ¢33 s33 c40 c41l s41 c42 s42 c43 s43 cd44 s44

Koeffizienten

16 Umléufe,reduziert 8 Umléaufe,nicht reduziert —<— 16 Uml&ufe,nicht reduziert ‘

‘—0—8 Umléaufe,reduziert

Wie zu sehen ist, sind die Abweichungen fur das reduzierte Modell fast immer deutlich grof3er als
fur das nicht reduzierte Modell, selbst bei sechzehn Umlé&ufen sind die Ergebnisse des reduzierten
Modells wesentlich schlechter als die Werte fur acht Uml&ufe des nicht reduzierten Modells. Die
Ausgleichung scheint also nicht stabiler zu werden. Eine Erkl&rung dafir kdnnen eigentlich nur die
Uber finite Differenzen berechneten Beschleunigungen liefern, die anscheinend nicht genau genug
hierfur berechnet werden. Sie sind systematisch zu klein, wie spéter noch zu sehen sein wird. Um
reduzierte Modelle verwenden zu kénnen, mul3 also ein besseres Verfahren zur Berechnung der
Beschleunigungen gesucht werden. Dieser Weg wird also zundchst nicht weiter verfolgt.

Fur die Determinanten der G — Matrix ergab sich im Vergleich folgendes :

1 Umlauf 2 Umlé&ufe 4 Umléaufe 8 Umléaufe 16 Umléaufe
red. 2.909779E-218 | 7.371597E-205 | 8.468168E-195 | 1.202518E-186 | 1.785115E-180
n. red. 1.824776E-234 | 1.654480E-217 | 7.455043E-206 | 1.352698E-196 | 2.440838E-190

Die Determinanten fir das reduzierte Modell sind immer kleiner. Das hangt damit zusammen, dal3
die Determinante mit der Anzahl der Unbekannten zusammenhangt und das reduzierte Modell einen
unbekannten Koeffizienten weniger besitzt.
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Kapitel 4: EinfluR von M e3ungenauigkeiten

4. Einflul® von M el3ungenauigkeiten auf die bestimmten K oeffizienten

Da die mit GPS gemessenen Bahnpositionen nicht von Mef3ungenauigkeiten frei sind, wird der
Einfluf3 von Mef3ungenauigkeiten auf die Bestimmung der Koeffizienten simuliert. Dies geschieht
ebenfalls am Beispiel der Bahnstorung durch Koeffizienten bis Grad 4. Die Mef3genauigkeit fur die
Satellitenkoordinaten soll im m — Bereich liegen. Um dennoch auf gute Werte kommen zu kénnen,
erfordert dies die Analyse tausender Satellitenumléufe. Dazu wirde natirlich ein Grof3rechner
gebraucht. Deshalb wird hier nur eine maximale Ungenauigkeit von 50 cm simuliert, fur die eine
Analyse weniger Satellitenumlaufe zur Koeffizientenbestimmung noch mdglich ist.

Erzeugt wurde die Ungenauigkeit in MATLAB wie folgt :

MATLAB stellt mit ,rand“ eine Funktion zur Erzeugung von gleichverteilten Zufallszahlen im
Bereich von 0.0 — 1.0 zu Verfligung.

Fur jede Koordinate (x,y,z) wird zu jedem Zeitpunkt tx eine Verschlechterung berechnet :

Ungenauigkeit_x = (rand - 0.5)[(imax_Ungenau/50);
Ungenauigkeit_y = (rand - 0.5)[(imax_Ungenau/50);
Ungenauigkeit_z = (rand - 0.5)[(max_Ungenau/50);

mit einer maximale Ungenauigkeit von max_Ungenau = 50 cm.
Dies ergibt dann fur den Koordinatensatz zum Zeitpunkt ty :

x_raum(i) = x_raum(i)+Ungenauigkeit_x;
y_raum(i) = y_raum(i)+Ungenauigkeit_y;
z_raum(i) = z_raum(i)+Ungenauigkeit_z;

In der Analyse einer so verschlechterten Bahn fir acht, sechzehn und zweiunddrei3ig Umlaufe
wurden folgende Koeffizienten berechnet :

B 8 Umlaufe \ 16 Umlaufe \ 32 Umlaufe \

Coo 9,99989898E-01 9,99989573E-01 9,99989668E-01
C20 -4,84228188E-04 -4,84105684E-04 -4,84119479E-04
Co1 1,10267700E-08 7,75058359E-09 8,93649873E-09
S 1,09732815E-08 2,13277290E-08 1,36618951E-09
Co2 2,30461607E-06 2,46404024E-06 2,43729097E-06
) -1,45351364E-06 -1,36638099E-06 -1,40121824E-06
Cz0 9,18807584E-07 9,41295959E-07 9,54130539E-07
Ca1 2,02158028E-06 2,03177238E-06 2,03925332E-06
Ss1 3,40610505E-07 2,56734887E-07 2,61146153E-07
Ca2 8,86323409E-07 9,05720630E-07 9,08826104E-07
Ss2 -6,35010750E-07 -6,26994442E-07 -6,19339609E-07
Ca3 6,67995635E-07 7,50977642E-07 7,21346013E-07
Ss3 1,50972158E-06 1,40151848E-06 1,41287625E-06
Cs0 5,58057224E-07 5,22362309E-07 5,41702857E-07
Ca1 -5,43088490E-07 -5,39856789E-07 -5,25951779E-07
S14 -4,05477843E-07 -4,53544636E-07 -4,75050758E-07
Ca2 4,09394478E-07 3,33808279E-07 3,40829785E-07
S12 6,74478299E-07 6,46884513E-07 6,57969884E-07
Ca3 9,73030675E-07 9,81043232E-07 9,87528836E-07
Si3 -1,74170139E-07 -2,03192048E-07 -1,98581514E-07
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Caa

-1,06229773E-07

-1,97981542E-07

-1,87241176E-07

$14

3,64806060E-07

2,78311063E-07

3,09009371E-07

Fur dierelativen Abweichungen in Prozent ( (Input — Output) (100 / Input) ergab sich im
Vergleich zu einer Analyse der Satellitenbahn ohne Mef3ungenauigkeiten :

‘-‘ 8 Umlaufe, mit | 8 Umlaufe, ohne | 16 Umlaufe, mit | 16 Umlaufe, ohne | 32 Umlaufe, mit
| MeRfehler M eRfehler M eRfehler M eRfehler M eRfehler

Coo 0,00101% 0,00104% 0,00104% 0,00104% 0,00103%
C20 -0,01297% 0,00827% 0,01233% 0,00815% 0,00948%
Co1 5997,05836% -86,44208% 4244,97117% -40,06186% 4879,19231%
S -818,05103% -152,58989% -1684,32893% -51,50453% -14,29869%
Co2 5,51536% 0,01063% -1,02072% 0,00260% 0,07595%
S -3,81003% 0,00447% 2,41299% 0,00727% -0,07509%
Cz0 4,01634% 0,85401% 1,66708% 0,85778% 0,32631%
Ca1 0,41422% 0,01015% -0,08786% 0,01489% -0,45638%
S -37,05934% 0,42749% -3,30837% -0,10108% -5,08343%
Ca2 2,02341% -0,02421% -0,12081% -0,00263% -0,46410%
Ss.2 -2,58225% 0,01750% -1,28726% 0,00561% -0,05067%
Ca3 7,36084% 0,01291% -4,14729% 0,00476% -0,03791%
Ss3 -6,74267% -0,02651% 0,90768% 0,00720% 0,10464%
Ca0 -3,36808% 0,13874% 3,24364% 0,08483% -0,33878%
Ca1 -1,26172% 0,02609% -0,65915% 0,02632% 1,93351%
S14 14,35502% -0,00452% 4,20235% -0,00683% -0,34017%
Ca2 -16,73834% 0,11021% 4,81497% -0,05838% 2,81280%
Si2 -1,78169% 0,02809% 2,38234% 0,00676% 0,70951%
Ca3 1,79064% -0,00386% 0,98192% 0,00314% 0,32732%
S13 13,31730% -0,41875% -1,12661% -0,19692% 1,16801%
Caa 43,66285% 0,07261% -4,99613% -0,01141% 0,69984%
S44 -18,11634% -0,01233% 9,88888% 0,00908% -0,05057%

I m folgenden Diagramm werden die Unterschiede sichtbar gemacht :

50,0%
45,0%
40,0%
35,0%
30,0%
25,0%
20,0%
15,0%
10,0%

5,0%

0,0%

Abweichungen in Prozent

Relative Abweichungen der bestimmten Koeffizienten

c00 c20 c22 s22 c30 c31 s31 32 s32 ¢33 s33 c40 c41 s41 cd42 s42 c43 s43 c44 s44

Koeffizienten

8 Umlaufe, verschlechtert
—+<—8 Umlé&ufe, nicht verschlechtert —x— 16 Umlaufe, nicht verschlechtert

—m— 16 Umlaufe, verschlechtert

—a— 32 Umlaufe, verschlechtert

Deutlich erkennbar sind die Unterschiede zwischen den bestimmten Koeffizienten. Fur die
Bahnverschlechterung sind die Koeffizienten wie erwartet wesentlich schlechter als fur die exakte
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Bahn. Wahrend fur acht Uml&ufe die bestimmten Koeffizienten doch recht ungenau sind, sind sie
fir sechzehn Uml&ufe doch schon wesentlich besser. Die Auswertung von 32 Umlaufen bringt
ebenfalls eine Genauigkeitssteigerung, die aber jetzt geringer ausfallt. Besonders schlecht sind
natirlich die Koeffizienten c,, und s,, bestimmt, hier wird auch nach 32 Umlaufen nicht
anndhernd ihre GrolRenordnung erreicht.

Insgesamt gelingt aber die Bestimmung der Koeffizienten trotz simulierter Mef3ungenauigkeiten
sehr gut, wenn hinreichend genug Uml&ufe analysiert werden. Deshalb kdnnte auch die Analyse der
Champ — Satellitenbahn gute Ergebnisse bringen, da hier trotz groRerer Mefl3ungenauigkeiten
Bahndaten aus einem Zeitraum von 5 Jahren zur Verfligung stehen sollen.

Problematisch kdnnte aber sein, dal’3 die Mef3ungenauigkeiten wahrscheinlich keinen zufélligen
Charakter, sondern einen durch S/A — Verschlechterung des GPS — Signals bedingten
sinusférmigen Charakter haben werden. Dies konnte sich auf gewisse Koeffizienten negativ
auswirken, deren Frequenz der Bahnabweichung im Abweichungs — Zeit - Diagramm mit der S/A —
Frequenz Ubereinstimmt
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5. Verbesser ungsvor schlage

5.1 Strategien zur Verbesserung der Deter minante

Auffallig sind die extrem kleinen Determinanten der zu invertierenden G - Matrix. Dies stellt
natlrlich ein Problem dar, da dies bedeutet, dal3 die Matrix nahezu singulér ist. Bisher waren die
Ergebnisse jedoch sehr gut, doch bel der Untersuchung hoherer Koeffizienten, also einer noch
grofReren Anzahl an Unbekannten, kdnnte es vorkommen, dal? numerische Probleme auftreten.
Vergleicht man die erhaltenen Determinanten miteinander, so kann man zwei Abhangigkeiten der
Determinanten feststellen :

zum einen hangt die Determinante mit der Anzahl der zu bestimmenden unbekannten
Koeffizienten zusammen. Fir die Analyse eines Umlaufes ist erkennbar, dal3 die
Determinante fiir jeden zusstzlichen Koeffizienten ungefahr um den Faktor 10 ™° kleiner
wird.

zum anderen wird die Determinante mit zunehmender Anzahl analysierter Umlé&ufe grofier.
Dies geschieht jedoch sehr langsam, die Hinzunahme eines Umlaufes bewirkt bei weniger
Uml&ufen mehr als bei einer groReren Zahl an Umlaufen, der Effekt ist umgekehrt
exponentiell. Genauere Untersuchungen hierzu werden jetzt alerdings nicht gemacht.

Zieht man diese beiden Erkenntnisse in Betracht, so kann man sich vorher tberlegen, in welcher
Grofenordnung etwa die Determinante liegen wird.

Fur die Determinante einer (n x n)-Matrix A gilt :

B‘A‘n A, - AinH B’A&Dl ALDZ AimnH
det (M =det g "= T P oge@ip® M2 Pl ger @) = o e (a)

ﬁb;‘xl A\.wz Awnﬁ @YA;Dl A\qmz A\wmnﬁ

Zieht man also einen konstanten Faktor aus der Matrix heraus, so muf3 man die erhaltene
Determinante der verbleibenden Matrix noch mit der n-ten Potenz des konstanten Faktors
multiplizieren.

Genau hier greift auch die Strategie an. Gezeigt wird sie am Beispiel der Analyse von 8 Umlaufen
einer Bahnstorung durch Koeffizienten bis Grad 4. Als Determinante hat man bisher erhalten :

det (G) = 1.352698266877 e-196

Verteilt man jetzt die GroRenordnung von 10 7% auf die 22 unbekannten Koeffizienten, so erhalt
man fiir den konstanten Faktor annahernd a= 10 .
Dieser Wert wird jetzt aus der G — Matrix (22 x 22) herausgezogen :

G=alG~ dh: G =="G=10°G

Q|
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Die Inverse wird jetzt aus der Matrix G" gerechnet. AnschlieRend muR jetzt wieder mit 1/a
durchmultipliziert werden, um die richtigen Ergebnisse zu erhalten. Die zu rechnende Ausgleichung
sieht dann so aus::

Der Faktor 1/awurde in den MATLAB — Programmen Detsteuerung (fir Determinantensteuerung)
genannt.
Fur die Determinante ergibt sich jetzt :

det(G) = 1.352698266877 e+002

Die Determinante nimmt jetzt einen guten Wert an. Die erhaltenen Koeffizienten unterscheiden sich
kaum von den vorher erhaltenen Koeffizienten (deshalb werden sie auch hier nicht angegeben), da
MATLARB trotz der schlechten Determinante anscheinend noch gut rechnen konnte. Bel noch
kleineren Determinanten konnte diese Methode allerdings hilfreich sein.

5.2 Genauigkeitshetrachtung der Uiber finite Differenzen berechneten Beschleunigungen

Esfallt auf, dal? der Koeffizient c,, immer um ca. 0,001 % zu klein bestimmt worden ist. Dies
scheint ein systematischer Fehler zu sein und kénnte daran liegen, dal3 die Beschleunigungen
Xe(t,) durch die finiten Differenzen zu klein berechnet werden. Deshalb wird deren Genauigkeit
im folgenden untersucht. Dies geschieht anhand eines Vergleiches mit den durch EGM 96 (bis Grad
4) erzeugten Beschleunigungen (also dem Sollwert), die tiber die Kugelfunktionsentwicklung
berechnet werden. Fir einen Uberblick tiber die erzeugten Beschleunigungen (in die einzelnen
Richtungen) wahrend eine Umlaufes dient folgendes Schaubild :

Beschleunigungen

[
o

Berschleunigungen in m/s2

o & A N o N b O ®

KN
o

Zeit

Beschleunigungen in x —— Beschleunigungen in y —— Beschleunigungen in z —— Beschleunigungen (Betrag)
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Diese verlaufen infolge der nahezu kreisformigen Satellitenbahn natirlich anndhernd sinusformig.
Die Gesamtbeschleunigung stellt annghernd eine Gerade dar. Wie sehen nun die absoluten
Abweichungen zwischen den tber finite Differenzen berechneten Beschleunigungen und dem
Sollwert aus. Dies wird durch das folgende Diagramm gezeigt :

Absolute Abweichungen

1,00E-04
8,00E-05
6,00E-05
4,00E-05
2,00E-05
0,00E+00
-2,00E-05

-4,00E-05

Abweichungen in m/s?

-6,00E-05

-8,00E-05

-1,00E-04

Zeitin Sekunden

absolute Abweichungen in x —— Absolute Abweichungen in'y
—— Absolute Abweichungen in z —— Absolute Abweichungen gesamt

Auffallig ist, dal3 die beiden Schaubilder fast gleich aussehen, sie also korrelieren. Wo die
Beschleunigungen recht grof3 sind, sind also auch die Abweichungen ziemlich grof3. Dies scheint
auch logisch, da das Verfahren bel gréf3eren Krimmungen der Bahn grof3ere Fehler ergibt. Hier
kdnnte man jetzt einen Korrekturterm ableiten, was aber an dieser Stelle nicht gemacht wird. Die
grof3e Korrelation legt nahe, dal? die relativen Abweichungen einen ziemlich konstanten Wert haben
mussten.

relative Abweichungen der Beschleunigung

\ S e
el MNS_ LA  Nor
weal A\ | /

| //

3

1,060E-05 )

relative Abweichungen

9,800E-06 //

T

9,600E-06

10
3790
4000
4210
4630
4840
5050
5260
5470
5680
5890

220
430
640
850

1060

1270

1480 |

1690

1900

2110

2320

2530

2740

3370

3580 |

B 2950 |
3160

it

‘—relative Abweichung der Betrage relative Abweichung in x —— relative Abweichungen in y —— relative Abweichungen in z ‘

Sieht man einmal von den Spriingen ab, die genau an den Stellen auftreten, wo die Kurven der
Beschleunigungen die Zeitachse schneiden, die Beschleunigungen also verschwindend klein sind,
so schwanken die relativen Abweichungen um den Wert 1,01e-05. Die relativen Abweichungen
sind also ziemlich konstant. Auffallig sind allerdings die Maxima (ebenfalls ohne die Spriinge) fur
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ale vier Kurven nach 1/4 und 3/4 des Umlaufes, die relativen Abweichungen in die drei Richtungen
(ohne die Spriinge) korrelieren sehr gut miteinander. Die Minima (ohne die Spriinge) liegen
dazwischen, treten also genau an den Scheitelpunkten der Bahnellipse auf, das kleinere Minima
nach der Hélfte des Umlaufes tritt dabei an dem der Erde ferneren Scheitelpunkt auf.

Dierelativen Abweichungen sind also immer im positiven Bereich, die Gber finite Differenzen
berechneten Beschleunigungen sind deshalb immer zu klein.

Die vorhergehenden Uberlegungen kénnen also verwendet werden, um die tiber finite Differenzen
berechneten Beschleunigungen zu verbessern um somit fir die zu bestimmenden Koeffizienten ein
besseres Ergebnis zu erzielen.
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6. Resiimee

Mit dem in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren liegt eine moderne Methode zur

K oeffizientenbestimmung des Erdschwerefeldes anhand der Analyse von Satellitenbahnen vor.
Wenn die zuvor genannten Probleme in den Griff bekommen werden, konnte dieses Verfahren auch
seinen Einsatz bei Satellitenmissionen wie z.B. bei Champ finden.

Fur die Berechnung der Beschleunigungen aus Satellitenkoordinaten kdnnten auch hdherwertige
Methoden, die mehr als drei Bahnpunkte miteinbeziehen, oder auch Spline — Interpolation
eingesetzt werden. Es mul3 alerdings hier noch untersucht werden, ob die Verwendung zu vieler
Punkte das Ergebnis nicht ,, verwischt*. AulRerdem wird ein zusétzlicher Rechenaufwand verursacht.
Dieser stellt ohnehin eine zu meisternde Hurde dar, da sowieso ein Grof3rechner verwendet werden
muf3, um die Rechenzeit in einem ertraglichen Mal3e zu halten.

Weitere Simulationen zur Analyse K oeffizienten héheren Grades miissen noch folgen, um die
Tauglichkeit dieses Verfahrens zur Geoid - und Erdschwerefel dbestimmung zu testen bzw. zu
beweisen.
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Anhang : Koeffizienten der A-Matrix:

- COS(QGT) Dauo,o (XF 1 yF ! ZF) _ S n(eGr) Dauo,o (XF 1 yF ! ZF)

A,
(0.0) Ug o OX¢ Uo.o oy,
- — R(XF E:Os(gGr) B yF |3in(gGr ))
(¢ +yg +22)"*
| a ’ 1 a y f
Ay(O,O) = sin(6s ) E Uoo ();F Ye:Z¢) + cos(b ) O Uy o (Xe Ve Z6)
Uoo X Uoo 0y
_ RO=x¢ [8n(8g, ) — ¥ [E0S(6,))
(X +yg +2)*"
a ) k)
Ao = 1 B Yoo (X Ve + 2¢)
Ug o 0z,
o Rz,
O +yg +z)*"*
_ 08B, ) QUi o(Xe, Ve Ze)  sin(Bg,) OUyo(Xe, Ve, Z¢)
A‘x(l,O) - E 3 B
U0 Xe U o ayF
_ V3R [z, [, [208(6,,) - v, Bn(d,))
(%" +Ye +2.)
Ay = sin(6) Daul,o (XaF 'Y Ze) + cos(F, ) Daul,o (X s Y0 Z¢)
ul,O Xe ul,O ayF
_ 3R 7, (X BiN(G,,) + v [E0S(6g,)
(%" +ye" +2.°)%
a ) k)
AZ(]_’O) - 1 D ul,O (XF yF ZF)
Uy o 0z,
2 X 2 + 2 22 2
:\/§ER qu F 2yF . 572)
(Xe" +Ye" +277)
— COS(HGr) aul,l(XF ' Yeo ZF) _ Sin(ger) aul,l(XF ' Yeo ZF)
A<(1,1) = [ B
Uy, OX¢ Uy, oy,
_BR(-2x¢ + y2 + 22) [20S(6,,) + 3% v [8N(G,,)]
" +Ye +2:7)™
Agy = sin(@, ) Daul,l(XF Ye o Ze) + cos(f, ) Daul,l(XF ' YerZe)

Upa aXF Uy aYF

_BRY[(-2x} + y2 +22) [8iN(6,, ) ~ 3%, Y, 0S(6,,)]
(X" +Ye +2.7)°"?
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ou, . (X-,V-,Z
Az(l,l) :i[! 1,1( Fr YE F)
Uiy 0z,

R* X, [z,
(X * +ye " +2.7)%?
= COS(@Gr) Daul,—l(XF ' Yeo ZF) _ sin(HG,) Daul,—l(XF ' Ye ZF)

A
- U aXF U4 ayF
_V3RY[-3x.y, [008(6,,) - (X2 — 2y +22) En(6,, )
(X “ + Y  +2.%)%?
AX/(l,—l) — Sin(eer) Daul,—l(XF ' Yeo Ze ) + COS(HGr) Daul,—l(XF ' Yeo ZF)
U4 0Xc U1 0Ye
_VBR[- 3%, vy BN(B,,) + O — 27 + 22) (Eos(6, )]
(X “+ye " +2.%)?
Az _ 1 Daul,—l(XF ' Yes ZF)
@L-n =
U aZF
- R? Oy Lz,
(X" + ¥ " +2:%)
A( - Cos(eGr) Dau2,0 (XF ’ yF ! ZF) _ s-n(HGr) DaUZ,O(XF ! yF ’ ZF)
2,0
=0 Uzo 0X¢ Uz 0Ye
__3VBR =X} -~ y7 +42}) .
- 2(X'§ + yé + Zé )7/2 HXF |]:os(eGr) yF lﬁn(eGr ))
Apo = Sir:J(QGr) Dauz,o(xap ' Ye s Ze) + cos(b;, ) Dauz,o ();F YerZe)
’ 2,0 XF u2,0 yF
3V5R’ X} — y; +4z¢)
= -x. [$in(8. )-vy. [tos(8
Z(Xé +y§ +Zé)7/2 q F ( Gr) yF S( Gr))
1 0Uyo(Xe,YeiZe)
Ao = —
’ Uz o 0z,
_ 3J5R® [z, [(3x2 +3y2 —222)
20¢ +yE +2) "
A( - Cos(eGr) Dau2,l(XF ’ yF ! ZF) _ S-n(HGr) DaUZ,l(XF ! yF ’ ZF)
21
> Uzp aXF Uza ayF
_ VI5R® 2, (-4 + y2 +22) [00S(6,,) + 5%, Ve N(6,,)
(X" +ye " +2.%)""?
A\/ — Sin(eer) DaUZ,l(XF ' Yeo ZF) + COS(HGr) Dau2,l(XF ' Yeo ZF)
2y

Ups 0X¢ Uzs 0ye

_ VIBR® 2, f(-4x¢ + y2 + 22) (n(6,,) ~ 5%, Y, [00S(6,,)
(X" +ye" +2.)""
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1 Dau2,l(XF ' Yeo ZF)

Az ’ =
& Upq 0z,
R® X [{—X, >+4z.°
— _\/_ F
(%" + Y +2, )7’2
_ 0B, ) QU o (Xe Ve Ze)  Sin(Bg,) U, (Xe, Ve Z¢)
A<(2,2) - B B
U, 0X¢ Uz 0Ye
1\/_R3 Eﬁx [-3x2 +7yZ +22¢ )B:os(HG,)+ ye Q7x2 —3y? +227? )E‘sln(HG,)]
2 (X" +ye" +2.°)""?
A\/ — Sin(eer) Dauz,z (XF ' Yeo ZF) + COS(HG,) DaUZ,Z(XF ' Yeo ZF)
@2 u2,2 aXF u2,2 ayF
_ 1VI5R® O, [(-3x¢ +7y2 +222) (8in(8,, ) - y, [{7xE —3y? +22%) [tos(6,, )]
2 (" +ye +2.7)"
_ 1 auZZ(XF’yF’Z )
AZ(Z’Z) u,, aZF
_5\/_5 R’ QF qXFZ B yFZ)
2 Ty )"
_ cos(bs,) au —l(XF ' Ye s Ze) Sln(HG,) au2,—1(XF Ve Ze)
A<(2 -1 ~ E
Uy 4 0Xe Uy 0Ye
_ VI5R® 2, 5%, y, [005(6,, ) — (X - 4y2 + 22) En(6,, )
(X" +ye " +2.)"
Ay Sﬂ(@er) auz 1(XF’yF’Z ) COS(HG,) auz 1(XF’yF’Z )
e Uy 1 X Up 1 0Ye
_ VI5R® 2, 5%, v, Gn(8,,) + (6 - 4y2 + 22) [2os(6,, )
(%" +ye"+25)"
1 auz —l(XF ' Yeo ZF)
Aoy =—— B2
e Uy 1 0z
_\/_R3 Equ Xe +4ZF2)
(X" +Ye +2 )7’2
A _ cos(b;,) au2—2(XF’yF’Z ) _sin(6;,) au2—2(XF’yF’Z )
e Uy 0X¢ Uy 0Ye
_VI5R® ty, 0-4x? +y2 + 22) [eos(0,,) — X, L - 4y2 +22) n(6,,)
(X" +ye +2:)"
AX/ _sin(8g,) au 2,-2 (Xes Y1 Z¢) COS(HGr) Dauz,—z (Xes Ve, Z¢)
(2-2) —

Us 0Xc Us - 0Ye

_VI5R® ty, Q-4x? +y2 +22) 8in(0,,) + X, [C —4y? + 22) [bos(6,, )]
(X* +ye" +2.%)"
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1 auz,—z (XF ' Yeo ZF)

AZ -
(21 2)
U2’ 2 aZF

Rk Y.z
:_SJE 2 5 - F2 772
(X" +Ye"+27)

- Cos(eGr) Dau&O(XF ’ yF ! ZF ) _ S-n(eGr) Dau3,0 (XF ' yF ! ZF)

A
&0 u3,0 aXF u3,0 aYF
_ 5 7R [ 3% ” +3y,” - 47.°) [fx. Eos(B) - ¥, En(6,)]
2 (% +ye +2.7)"
A\/(s o = Sin(e(;r) Daus,o(XF ' Yeo ZF) + COS(QGr) Daus,o (XF ' Yeo ZF)
’ Uso 0Xc Uso 0Ye
_5 y/TR [, 3% +3y,° ~42.9) (fx; [8in(6,) + v, [c05(6, )
2 (%" + v +2.%)7"
ou,,(Xc,Ve,2
Ay = 1 OUso(Xe, Y %)
u3,0 aZF
_ T RU(=24x.72." - 24y, "2 " +87." +3x.* +6%. "y, " +3y. ")
2 (* +ye " +2.°)"?
A<(3,1) - cos(éy, ) Dau3,1(XF ' YerZe) _ sin(fg,) Daus,l(XF Ve Ze)
Uss 0Xc Uss 0Ye
_ 1VaRY(-27x2 22 +3y}2 22 + 4z} +4xt +3x2yE — y!) cos(By,) ~ 5%, Ye (¢ + Y2 — 622)sin(d,)]
4 (%" +ye" +2.)%
'Ay(3 3 - Sn(HGI') Dau3,1(XF ! yF ! ZF) + COS(HGI’) Dau3,1(XF ! yF ! ZF)
’ Us, aXF Uss aYF
_1VAR (27 2 +3y2 2t + 4zt +4xE + 3¢ yE — yE) SN ) +5X, Vi O + yi —622) cos(O, )
4 (" +ye " +2.7)%?
ou,,(X-,Y-,2
Ay = 10U (% Ve Z)
Uss 0z,
_5V42 R* [, [ 04z.° -3x.” -3y, ")
4 (X" +ye +2.°)"
— Cos(eGr) au3,2(XF ' yF ' ZF) S n(HGr) au3,2 (XF ' yF ! ZF)
A‘x(3 2) E - E
’ u3,2 aXF u3,2 aYF
_ 1105R*z [x. (-5x2 +9y? +22%) cos(f, ) + ¥e (9K ~5y2 +222)sin(6,,)]
2 (% +ye " +2.7)%"2
Ay(s , = sin(fy, ) DaUB,Z(XF ' Ye i Ze) + cos(f, ) * auB,Z(XF ' YerZe)
’ Us, 0X¢ Us 2 0Ye
_ 1105R 2, [x, (-5x¢ +9y2 +222)Sin(6,,) ~ ¥ (9% ~5y2 +222) cos(6, )
2 " +ye +2:)""
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1 Daug,z(xF YeoZe)

Az(3,2) - Us, dz,
— _‘V105 R’ EQXFZ - yFZ) q_XFZ B YF2 +6ZF2)
2 (%:“ +ye +2.%)""
_ 08B, ) OUss(Xe Ye Ze)  sin(f,) OUss(Xe, Ve, Ze)
A‘x(3 3 ~ B B
’ u3,3 aXF u3,3 ayF
_ 1VTORY(3x 22 - 3y2 22 - 4x¢ + 21 y2 ~ 3yt ) cos(f, ) + X, Ve (13 ~15y7 +622)sin(6,,)]
4 (%" +ye" +2.7)7
AX/ — Sin(e(;r) Daus,g(XF ' Yeo ZF) + C03(96,) Daus,s(XF v Yeo Ze )
9 Uss aXF Uss aYF
_ 1TOR'[(3x2 22 - 3y? 22 - 4x¢ + 21 y? ~3yt)Sin(B, ) - X, Y, (13X —15y2 +62%) cos(6,,)]
4 (X +ye " +2.%)?
A, = 1 D0u3,3(XF Yo Z¢)
B3
u3,3 aZF
- _7\/% R [Xe e qXFZ _3yF2)
4 (%Y )Y
A<(3,—1) — cos(éy, ) Daus,—l(xp ' YerZe) _ sin(8g, ) Daus,—l(xp Ve Ze)
U1 aXF Us—1 ayF
_ 1VA2R[Bx, v, (X + Y2 —622) oSl ) ~ (3 22 — 27y 22 +4z! - x{ +3xEy2 +4y!)sin(6,,)]
4 (" +ye" 427"
Ay(3,—1) — Sin(ger) Daus,—l(XF ' Yeo ZF) + COS(HG,) Dau3,—l(XF ' Yeo ZF)
Us—1 aXF Us 4 ayF
_ 1VA2R B, yp (6 + Y2 —622)Sin(8, ) + (3 22 — 27y 22 +4z) —x¢ +3xCyE +4y!) cos(6,,)]
4 (%" +ye" +2.7)%
1 0Us (X, Ye,2Ze)
Az(3 ) = —
’ U1 aZF
- _ 42 R Oye [z m_3XF2_3yF2+4ZF2)
4 (%" +ye" +2.7)""
A, = cos(6g, ) Dau3,—2(XF 'Y Ze) _sin(g,) Daus,—z (X e, Z¢)
=2
o Us - 0X Us 0Ye
105R4z[ -6x2 +yi +z2)cos(b;,) - 2—62+2'9]
_ Ve (-6XE +YE +22)cos(f, ) = X¢ (xE ~6yZ +2Z)sin(6,,)
(X" + Y +2.°)"
AX/ _sin(é,,) Daus,—z (Xe s Ye 1 2Ze) + cos(b;, ) Daus,—z(XF VYe o Ze)
(3-2) —

u3,—2 aXF u3,—2 ayF

_ V105Rz, [ye (=652 +y2 +22)Sin(8, ) + X, (6¢ —6y? +22) cos(6,,)]
(6 +y P2
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ou X, Ve, Z
Ay = 10U o(Xe Ve Ze)

U, , 0z
\/ER4D( Equ X yF2+6ZF2)
(X2 +ye " +2.7)%?
COS(QGr) 0u3 (X Ve, Z6) _sin(6;,) au3—3(XF’yF’Z )

Aas = Us 3 0X¢ Us 3 0Ye
_ 1TO0R![x, y, (-15x2 +13y2 +622) 086, ) — (3 — 2122 +3x2 22 +4y} —3y?22)sin(6,,)]
4 O+t +2.)?
Ay S|n(0G,) aus 3(XF ' Yeo 2 ) COS(96,) Daus,—s(XF ' Yeo ZF)
e Us—5 0X¢ Us—3 0Ye
_1 J70R* [xF ye (-16x2 +13y? +62%)s n(HGr) + (3x —21x2yZ +3x2z? + 4y} -3yZz2)cos(b,, )]
4 O +Ye +2:7)""
10U 5(Xe, Ve, Ze)
Aag = U 5 E oz,
_ 7\/% R Oye Lz, EQ3XF2 ~ yFZ)
I O A
_ cos(bs, ) au4,0 (Xe s Y1 Z¢) sin(fg, ) aU4,0(XF ' YerZe)
A<(4,0) - E - E
Uso 0Xc Uso 0Ye
45 R®(-12x2z2 —12y2z2 +8z + X + 2xF y2 +yH)[x [os(fg, ) - ¥ N6, )]
8 (%> +y: " +2.5)?
Ay(4,0) _ sin(fg,) Dau4,o (Xe Ve 2Ze) + cos(d;, ) Dau4,o (Xe s Ve Z¢)
Uso 0X Uso 0ye
A5 R(-12x2 72 ~12y2 7} +82f + X} +2xF Yi +ye)lXe n(65,) + ye 06, )]
8 (X +ye " +2.7)?
X z
Ao = Uio Ui aFZ,FyF Z¢)
15 R® (¥, [{-40x.°z. > — 40y, °z.> +8z." +15x.* +30x.’y. > +15y. ")
-8 A
_cos(d,,) au4,l(XF 'Y Ze) sin(@, ) au4,1(XF Ve Ze)
A<(4,1) - E - E
Ugs 0Xe Ugs 0Ye
_1\I0RZ. [3(-41x2 22 + y2 72 + 47F +18x° +15x2y2 —3y*) cos(B ) — 63%, Y (X2 + y2 — 222)sin(6,)
4 o vy + 2
_sin(g;,) au4,1(XF ' Ye s Ze) cos(b, ) 0U,; (X s Ve s Z¢)
P = u, 0Xc ' Ugs . 0Ye
_1 \/_R5 [3( —A1x2 72 +y2Z2 + 4z} +18x; +15x2 yF -3y)sin(f, ) + 63X, Ve (X2 +y? —Zzé)cos(é’er)]
4 (XF + yF + ZFZ)H/Z
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1 au4,l(XF ' Yeo ZF)

Ay = 0. E oz
_ 910 R® O, [{-12x.22.% —12y, 2.2 +82.* +x.* + 2% 2y, 2 + Y, *)
4 (x> +y. > +z. 52
A<(4,2) — cos(6, ) Dau4,2(XF Yo Ze) 3 sin(@g,) Daum(x,: Ve Ze)
Uy OX¢ Uy, ay,

- 3\/§R5 Xe (5XF4 _4XF2yF2 _46XF22F2 +66yFZZF2 'l':l-ZZF4 _9yF4)COS(9Gr)
4 (X" +ye +2:)""
- 3\/§R5 Ye (4XF2yF2 _66XF22F2 +46y|=22|=2 _122F4 _5y|=4 +9XF4)Sin(9Gr)

4 (X2 + Y’ +z.5)?
Ay = sin(fg, ) Dau4,2(xF Ve Ze) , C05(65) Daum(xF Ve, Z:)
u4,2 aXF u4’2 ayF

- 3\/§R5 Xe (5XF4 _4XF2yF2 _46XF22F2 +66yF22F2 +122F4 _gyF4)Sin(06r)
4 (XF2+yF2+ZF2)ll/2

+ 3\/§R5 Ye (4XF2yF2 B 66XF22F2 + A’GYFZZFZ_:LZZF4 _5yF4 + 9XF4)COS(HGr)

4 (X" +ye +2. )
1 au42(XF ' Yeo ZF)
= = i
Az(4,2) U, 0z,
= 63\/3 R® [z, EQXFZ B yFZ)(XF2 + yF2 _ZZFZ)
4 (" +ye " +2.5)"
A( - Cos(eGr) Dau4,3(XF ' yF ' ZF) _ S n(HGr) Dau4,3(XF ’ yF ! ZF)
“ Uss aXF Ugs ayF
_9JTOR® 7 [(2x¢ —9x2y2 =xE 22 + Y22 + i) cos(Bg,) — Xe Ve (X —Ty2 +222)sin(6, )]
4 (X" +ye" +2:)?
Ay = SN(G, ) Uas(Xe Ve Ze) | COS(0g ) Olas(Xe Ve Z¢)
9 Uss 0X¢ Uss 0Ye
__9JTOR® 7 [(2x¢ —9x2y2 = X222 + Y222 + i) Sin(6g, ) *+ Xe Vi (5X2 — Ty2 +222) cos(B, )]
4 (XY " 425"
ou,.(X.,Ye,2
Ay =L aa(Xe ., Ye Z¢)
Uss aZF
— S X qXFZ _3yF2) qXFZ + sz _8ZF2)
4 (X" +ye" +2.5)"
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A, - cos(b;, ) Dau4,4(XF ' Ye s Ze) _ sin(g, ) Dau4,4(XF ' Ye s Ze)
@9 U, 4 OX; Uy 4 0y
_ _3J35R® x; (5" —46x.2y. 2 —4x.’z.° +12y.%z.* + 21y, ") cos(B,, )
8 (X" +ye" +2.5)*
, 3V3BR y; (21x.* —46x.°y. > +12x %22 -4y .’z > +5y.*)sin(8,,)
8 (X" +ye " +2.7)"?
A, _sin(fg) Dau4,4 (Xe» Ye 1 2Ze) + cos(6, ) Dau4,4(XF v Ye o Zg)
@y =
Uy 4 OX¢ Uy 4 0y,
_ _3J35R® X (5" - 46"y " —4x. "z, +12y.°7. " + 21y, ")sin(f,)
8 (X" +ye +2.5)"
_3J35R® v, (1%t —46x. 7y, +12%. "7, 2 — 4y, “z.” +5y. ") cos(6,)
8 (X" +ye” +2.5)"

1 Dau4,4(XF ' Yeo ZF)

Az(4,4) =

Uga aZF
_ 27RO (% -6x Y,  +y)
8 (" +ye +2:)™?
— COS(HGr) au4,—1(XF ' Yeo ZF) sin(HG,) au4,—1(XF ' YerZe )
A<(4,—1) = E - [
Uy 0Xe Uy 0Ye
_ VIOR® 2, [63x, y, (32 + y2 - 222) cos(6, ) + 3(3x¢ —15x2y2 — X2 2% + 41y 2% ~18y; —4z!)sSin(6,, )]
4 (X" + ¥~ +2e)?
AX/(4,—1) — Sin(eer) D0U4’_1(XF ' Yeo ZF) + COS(@Gr) D0U4’_1(XF e ZF)
Uy 1 0Xe Uy 1 0y
_VIOR® 7, [63%, v, (2 +y2 - 222)sin(8, ) ~ 33X —15xCy2 — X2 22 + 41y 2% ~18y; —4z!)cos(6,, )]
4 (X" +ye +2e)?
1 au4—l(XF'yF’ZF)
g =— O
Az(4, 1) Uy OZF
=- 9\/E R® Oye q_lszzze _12yF22F2 '|'82|=4 + XF4 + 2XF2yF2 + yF4)
4 (XY " 425"
A( - Cos(eGr) Dau4,—2 (XF ! yF ! ZF) _ S.n(eGr) Dau4,—2 (XF ! yF ! ZF)
" U, - aXF U, - aYF
_ 3VBR® y, (6x.* +5x. 7y, ” - 51X, “z.” +5y.°z.* ~ y.* +62.*) cos(6,,)
2 (X" +ye" +2:)?
.\ 3VBR® X (-5x.’z.2 +51y,.°z.> -5x .y 2 +x.* —6y.* —62.")sin(8, )
2 (%" +ye +2.)"
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SN0, ) s> (X, Ve Ze) | co(0) OUa-o(Xe Ve 2Z)

(4-2) —

Uy 0Xe Uy 0Ye
_3V5R® v, (6% +5x. "y, * —51X.“z.° +5y. "z " -y, " +62.")sin(f,)
- 2 (x2+y2+22)“’2
F F F
_ 3VBR® X (-5%.“z. + 51y, “z. 7 —5x.°y.* + %' — 6y, * —62¢*)cos(6, )
2 (X" +ye" + 25"
10U, ,(Xe, e Ze)
Az — 42\ IF oF
“ U, - aZF
= 63\/5 R® (Xe Oye (2, quz + sz _ZZFZ)
2 (%" +ye +2:)™?
_ €05(Bg,) Uy 5(Xe, Ve i Ze)  sin(Bg,) OUy 5(Xe, Ve, Z¢)
A<(4,—3) - B B
Uy 0X¢ Uy 0Ye
_ TOR® 2, [x, y, (<752 +5y2 +222) cos(6,,) ~ (2 22 —9xEyZ — Y222 + Xt +2y!)sin(6,,)]
4 (XF2 + sz + ZFZ)H/Z
A] - Sn(eGI’) Dau4,—3(XF ! yF ! ZF) + COS(HGT) Dau4,—3(XF ! yF ! ZF)
“ Uy -3 aXF Uy -3 aYF
_ WTOR® 7, (e ye (732 +5y2 +222)sin(8,) + (62 22 ~9xEyE - Y222 +x¢ +2yt) cos(f,)]
4 (X +ye” +2.5)"
10U, 5(Xe, Ve, Ze)
= —
Az(4,—3) U, 5 oz,
— 370 R® EyF EQ3XF2 - sz)(XFZ + sz _82F2)
4 (X" +ye +2.)"
_ 0056, ) Uy 4 (X, Ve, Ze)  Sin(Bg,) OUs o (X, Vi1 Ze)
A<(4,—4) - E E
Ug-s 0Xe Uy -4 0y
_3Y3BR® -y (3% 2z —1x Gy P Ytz + 6%t + y ) cos(B,, )
- 2 (X2+y2+22)11/2
F F F

_3JBBR® X (X °Ze” 11x: "y -3y, "z " + %t + 6y, *)sin(6,)
2 (X" +ye” +2. )7

Sn(HGI') Dau4,—4 (XF ! yF 1 ZF) + Cos(eGr) Dau4,—4(XF ! yF 1 ZF)

A2 =

Uy 4 0X: Uy 4 oy
_ 3VB5R® -y (3% 7" -1y T ezt +6x ) sin(Eg, )
2 (X" +ye" +2:)?

3V35R® Xe (X “Ze " ~11x "y, " =3y, “z.” + x.* + 6y, ") cos(6,)
2 (%" +ye +2.7)"
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1 au4,—4 (XF ' Yeo ZF)

g = E
Az(4, 4) Uy s oz,
— _27@ R® (e Oy L2p HXFZ ~ sz)
2 (X|:2 + y|:2 +ZF2)11/2
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