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KAPITEL 1

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN
DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE



GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

1-1. GRUNDLAGEN DER LOKALEN FLACHENTHEORIE

Die Kartenprojektionslehre beschéftigt sich allgemein mit der Abbildung von Fléchen auf
Flachen. Dabei wird digjenige Flache, deren Punkte abgebildet werden, als "Urbildflache"
oder kurz "Urbild" bezeichnet, diejenige Flache, auf welche die Punkte des Urbilds abgebildet
werden, wird "Bildfléache" oder kurz "Bild" genannt.

Fur die Beschreibung einer Flache im dreidimensionalen euklidischen Raum existieren meh-
rere Darstellungsmoglichkeiten. Die wichtigste ist die Parameterdarstellung, mittels derer
ein Punkt der Flache durch zwei Flachenparameter u® und u? festgelegt wird. Beziiglich eines
dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems, das durch die Einheitsvektoren e;, &
und e; aufgespannt wird, lautet die allgemeine Parameterdarstellung einer solchen Fléche:

BACRRRIE

(1.1) x(uh,u®) = x(u',u)e, +y(u',u)e, +z(u',u*)e; = y(u',u’) e, &,,8;)"
1,2\
EZ(U o) g

Fur u = const. bzw. v = const. erhdlt man in der Fl&che liegende Raumkurven, die sogenann-
ten Parameterlinien (coordinate lines). Eine besondere Bedeutung fur die nachfolgenden
Betrachtungen besitzen die Tangentenvektoren an diese Parameterlinien; sie werden auch als
GAusssche Tangentenvektoren bezeichnet und spannen die Tangentialebene im Punkt
x(u,v) auf (falls eine solche Uberhaupt existiert). Sie sind folgendermal3en definiert:

1.,2 1,,2 1,,2
ax(u,u) ax(u', u) ay(u,u)e +az(u,u)e

%= XU = o T a2 out
ax(u*,u®) ax(u*,u ) ay(ul,uz) az(u*,u®)

=2 P =, (utu?) = e,+ e

9 ou? X (U0 = ou? o>  ? ou>  °

Die GAUSSschen Tangentenvektoren stehen nur dann senkrecht aufeinander, wenn sich die
Parameterlinien orthogonal schneiden. Ist dies der Fall, so spricht man von einer orthogona-
len Parametrisierung der vorliegenden Flache.

Die Geometrie einer Flache wird durch ihre Metrik charakterisiert, welche den Abstand ds
zweier infinitesimal benachbarter Punkte auf dieser Flache beschreibt. Dieser Abstand kann
fur eine beliebige Flache ausgehend von ihrer Parametrisierung und den zugehorigen
Gaussschen Tangentenvektoren berechnet werden.

Zunéchst werden die Komponenten des zur jeweiligen Flache gehtérenden Metriktensors be-
nGtigt, welche auch als Fundamentalgr6f3en 1.Art bezeichnet werden:

e:=(g,0,) = (X, (U',u%)| x, (U',u%)
=(0:]9,) = (X, (Ut u?)|x (Ut u?))
(9,]9,) = (X2 (U, u?)| x . (U, u?))

g:
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Der zur jeweiligen Flache gehdrende M etriktensor besitzt folgendes Aussehen:

f n O
.1 Efe g Ez %ﬂ QQZE
Dadas innere Produkt zweier Vektoren kommutativ ist, gilt stets:
f=(0:]9,) =(9./9:) = 0912= 0z
Liegt zudem eine orthogonale Parametrisierung der zugrunde liegenden Flache vor, so gilt:
f=0=0gn=0

Die 1.Fundamentalform (distance function) beschreibt das Quadrat des Abstands ds zweier
infinitesimal benachbarter Fl&chenpunkte; sie [&3t sich mit Hilfe der eben berechneten Kom-
ponenten des Metriktensors [gx] in folgender Form darstellen:

| =ds® =g, du“du’
(1.2 =e(du®)? + 2 fdu*du® + g(du?)?
= 0y, (du')® +2g,,du’du® + g,,(du®)®

Zur eindeutigen Unterscheidung zwischen Urbild- und Bildfldche werden im folgenden samt-
liche auf das Urbild bezogene Grofzen mit Grof3buchstaben, auf das Bild bezogene Grofen
hingegen mit Kleinbuchstaben dargestellt. Die allgemeine Parameterdarstellung einer Urbild-
flache laute al'so gemald (1.1)

XUHU?) =XU"W3E, +YU" U?E, +ZU'U?)E,
Entsprechend laute die allgemeine Parameterdarstellung der zugehorigen Bildflache:
x(ut,u?) = x(ut,u?)e, + y(ut,u®)e, + z(u',u?)e,

Eine spezielle Aufgabe der Kartenprojektionslehre besteht darin, die Erdoberflache oder Aus-
schnitte aus dieser in einer (ebenen) Karte darzustellen. Dies soll Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit sein.

1-2. MOGLICHE URBILDFLACHEN FUR ABBILDUNGEN DER ERDOBERFLACHE

Fur die Darstellung in einer Karte muf3 die Erdoberfléche durch eine geeignete Urbildflache
approximiert werden. In Abhangigkeit der gewinschten Genauigkeit stehen hierfir mehrere
Flachen zur Verflgung.

Als Urbildflache wird tblicherweise entweder eine Kugel (sphere) oder aber ein Rotations-
ellipsoid (ellipsoid of revolution) verwendet. Eine dritte (theoretische) Moglichkeit fur die
Wahl einer Urbildflache stellt das dreiachsige Ellipsoid dar, das allerdings keinerlei prakti-
sche Bedeutung besitzt und hier nur der Vollstandigkeit halber aufgefiihrt ist.
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b)

Die Kugel wird ublicherweise in sphéarischer Lange A und sphérischer Breite d para
metrisiert. Die spharische Lange A\ eines Punktes P ist der in der Aquatorebene nach
Osten positiv gezahlte Winkel zwischen dem Hauptmeridian der Kugel (Bezugsmeri-
dian, Nullmeridian) und dem durch den Punkt P verlaufenden Meridian. Die sphéri-
sche Breite @ gellt den Winkel zwischen der Aquatorebene und der Verbindungslinie
Kugelmittelpunkt — Punkt P dar (Fig. 1.2). Alternativ kann die Kugel auch in sphéri-
scher Lange A und sphérischer Poldistanz A parametrisiert werden. Bel der Poldistanz
A handelt es sich um den Komplementarwinkel von & zu 90°, esgilt also A = 90°-®.

Im Falle des Rotationsellipsoids gilt fur die ellipsoidische Lange L eines Punktes P
dieselbe Definition wie fur den Langenwinkel A der Kugel. Fir die Festlegung des
Breitenwinkels gibt es verschiedene Mdoglichkeiten, von denen an dieser Stelle die
wichtigsten vorgestellt werden sollen.

(1) Geozentrische Breite y
Unter der geozentrischen Breite y eines Punktes P versteht man den Winkel
zwischen der Aquatorebene und der Verbindungslinie Ellipsoidmittelpunkt —
Punkt P.

(i)  Ellipsoidnormale (geographische) Breite B
Unter der ellipsoidnormalen Breite B eines Punktes P des Rotationsellipsoids
versteht man den Winkel, den die im Punkt P errichtete Flachennormale mit
der Aquatorebene einschlief3t.

(i)  Reduzerte Breite 8
Unter der reduzierten Breite [3 eines Punktes P des Rotationsellipsoids versteht
man den Winkel zwischen der Aquatorebene und der Verbindungslinie El-
lipsoidmittelpunkt — Punkt P'. Dieser wird durch eine senkrecht zur Aquator-
ebene verlaufende Projektion des Punktes P auf eine im Mittelpunkt des Rota-
tionsellipsoids gelagerte Kugel gewonnen, die als Radius die grof3e Halbachse
des Rotationsellipsoids besitzt.

Fur jeden dieser drei Breitenwinkel kann analog zum Kugelfall eine zugehtrige Pol-
distanz angegeben werden. Fig. 1.1 zeigt einen Meridianschnitt, in dem die drei Brei-
ten sowie die zur ellipsoidnormalen Breite gehdrige Poldistanz A dargestellt sind.

[}
i
i U P
|
[}
[}

Nordpol .

Fig. 1.1: Mégliche Breitenparametrisierungen fur das Rotationsallipsoid

Aquatorebene

y
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Im folgenden wird stets davon ausgegangen, dal3, wie in Fig. 1.2 dargestellt, die Kugel in
sphérischer Lange A (spherical longitude) und sphérischer Breite ® (spherical latitude) und
das Rotationsellipsoid in ellipsoidischer Lange L (ellipsoidal longitude) und ellipsoidnorma-
ler Breite B (ellipsoidal normal latitude) parametrisiert ist.

Im Sinne der in Gleichung (1.1) vorgestellten allgemeinen Parameterdarstellung gilt also fur
die Kugel:

Ut=A Uu2=o und somit XU U?)=X(A,D)
Fur das Rotationsellipsoid gilt entsprechend:

ut=L U?=8B und somit X(UHU?)=X(L,B)

Fig. 1.2: Gebrduchliche Parametrisierungen von Kugel und Rotationsallipsoid

In dem Fig. 1.2 zugrunde liegenden globalen und orthonormalen (X,Y,Z) — Koordinatensys-
tem, das aus den Einheitsvektoren E;, E; und E3 gebildet werden soll, 183t sich der Ortsvektor
X eines Punktes P der Kugel mit dem Radius R folgendermal3en darstellen:

cos/\cos®
X(A,®)=[0RsinAcos® (E,,E,,E,)"

H Rsin® H

=Rcos Acos ®E, + Rsin Acos®E, + RSn®E,
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Fur ein Rotationsellipsoid mit grof3er Halbachse A und Quadrat der ersten numerischen Ex-
zentrizitét E2 gilt:

HcochosB
gsinLcosB [{E,,E,,E,)’

VI-E*Sn®B Oy _p2ygngH

X(L,B)=

A . .
= (cosLcosBE, +sinLcosBE, +(1- E?)sinBE,)

V1-E*sin’B

Ausgehend von diesen beiden Parameterdarstellungen sollen nun die zugehorigen Metrikten-
soren sowie die ersten Fundamentalformen berechnet werden. Dazu werden zunéchst die
GAUSSschen Tangentenvektoren bereitgestellt. Diese lauten fUr die Kugel:

1 2
S OXUZUT) _0X(A®) =X, =-Rsin Acos®E, + Rcos/Acos®E,

SR N
1 2
, = oX(u ’2U ) - K(AP) =X, =-RcosAsin ®E, —Rsin Asin ®E, + Rcos®E,
ou od

Fur das Rotationsellipsoid erhélt man entsprechend:

1 2
G, _OX(UT,U") _ 9X(L,B) =X, = AcosB (-sinLE, +cosLE,)
ou? oL 1-E%sin’B
1 2 - 2
_0X(U,U") _oX(L,B) =X, =- A(l E ) —(cosLsinBE, +sinLsinBE, - cosBE,)

Nk 0B (- E2sin2B)”

Die Fundamentalgrof3en 1.Art berechnen sich nun zu:
E =(G,|G,) =(X,|X,)=R*cos’ ®

F =(G1[6,) =(X|X4) =0 F =(6,[6) = (X, |Xs) =0
G=(G,[G.) = (Xo|X) =R

(Kugel) (Rotationsallipsoid)
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Somit lauten die Metriktensoren der Kugel bzw. des Rotationsel lipsoids:

A? cos’ B
2cos’® 0 M-E%sin’B 0 E
[GK'—]:g 0 RZE [GKL] Az(l E2)2 B
ﬁ ° )
2gin? B
(Kugel) (Rotationsallipsoid)

Nun lassen sich leicht die ersten Fundamentalformen beider Flachen angeben. Fir die Kugel
ergibt sich

| :==dS* =G, dU“dU" =R?cos® ®dA* + R*dd?,
und fir das Rotationsellipsoid erhélt man

Alcos’B o, AYL-E?f

dB?.
1-E’sin’B (i-E?sn?B)

| :=dS? =G, dU du* =

1-3. MOGLICHE BILDFLACHEN

Da die Punkte der Urhildfl&che nach erfolgter Abbildung in einer (ebenen) Karte dargestellt
werden sollen, kommen als Bildflachen nur solche Flachen in Frage, die entweder von vorn-
herein keine Krimmung besitzen (Ebene) oder sich nach erfolgter Abbildung in die Ebene
abwickeln lassen. Zu letzteren gehdren Zylinder und Kegel, die entlang einer Mantellinie auf-
geschnitten und in die Ebene abgerollt werden kénnen.

In alen Féllen handelt es sich bei der Bildflache schliefdlich um eine Ebene, die entweder in
kartesischen Koordinaten (x,y) (cartesian coordinates) oder in Polarkoordinaten (r,a)
(polar coordinates) parametrisiert werden kann. In beiden Darstellungen kann der Ortsvektor
x eines Punktes P der Ebene beziiglich eines durch die orthonormalen Basisvektoren e; und e,
aufgespannten (x,y) — Koordinatensystems und unter Verwendung der bekannten Transfor-
mation von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten

X =T cosa
y=rsna

gemdl Fig. 1.3 folgendermal3en koordiniert werden:
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y
A
X=const.
y=const P
€ r
a ‘3 X(X,Y) = xe, + ye,

A= —> x(0,r)=rcosae, +rsinae,

_~t=congt. :
r=const.

Fig. 1.3: Parametriserung der Ebene

Im Sinne der in Gleichung (1.1) vorgestellten Parameterdarstellung gilt also fir die Parametri-
sierung der Ebene in kartesischen Koordinaten (x,y):

1_ 2

ut=x u?=y  undsomit x(ut,u*) = x(x,y)

Liegt eine Parametrisierung der Ebene in Polarkoordinaten (a,r) vor, so gilt entsprechend:

u'=a u®=r  und somit x(ut,u?)=x(a,r)

Ausgehend von diesen beiden Parametrisierungen sollen nun die zugehdrigen Metriktensoren
sowie die ersten Fundamentalformen berechnet werden. Dazu werden zunéchst wiederum die
GAUSSschen Tangentenvektoren bereitgestellt.

_ox _ox .
g, =% =X, =€, g, =3 X, =—rsinae, +rcosae,
_ox _ox .
2_a_y_xy_e2 2_a—r—x,—cos,O(el+S|n0(e2
(kartesisch) (polar)

Die Fundamentalgrof3en 1.Art berechnen sich zu:

e:<gl|gl>:<xx|xx>:1 e:<gl|gl>:<xa|xa>:r2

f :<91|92>:<Xx Xy>:0 f :<91|92>:<Xa|xr>:0

9=(g.]9:) =(x,|x,) =1 9=(9|0;) =(x [x)=1
(kartesisch) (polar)
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Die Metriktensoren und ersten Fundamentalformen fiir beide Parametrisierungen lauten:

a.)=F) o 0=F, o

| :=ds® = g, du*du’ =dx® +dy? | :==ds® = g,du“du’ =r*da’ +dr?

(kartesisch) (polar)

1-4. ABBILDUNGSGLEICHUNGEN

Als néchster Schritt wird ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Bild- und den Ur-
bildkoordinaten benétigt, aus vorgegebenen Urbildkoordinaten sollen also die entsprechenden
Punkte im Bild berechnet werden.

Im allgemeinsten Fall, in dem das Urbild mittels der Flachenparameter U und U? und das
Bild mittels der Flachenparameter u' und u? parametrisiert wird, lautet dieser funktionale Zu-
sammenhang:

ut = f,(UL,U2)

3 u® = f,(U"U?)

Die Funktionen f; und f, heiRen (direkte) Abbildungsgleichungen (direct equations). Die
Indizes 1 und 2 sollen verdeutlichen, da? es sich jeweils um verschiedene Funktionen von U*
und U? handelt. Im Fall von (1.3) werden Urbildpunkten die entsprechenden Punkte im Bild
zugeordnet.

Genauso gut 183t eine inverse Abbildung konstruieren, mit der sich aus Koordinaten der Bild-
punkte u*, u? entsprechende Koordinaten der Urbildpunkte U*,U? berechnen lassen. Die zuge-
horigen (inversen) Abbildungsgleichungen (inverse equations) besitzen folgendes Aussehen:

U'=f,(u',u?)

14 U?=f,(u,u?)

Auch hier sollen die Indizes 3 und 4 verdeutlichen, dal3 es sich jeweils um verschiedene
Funktionen von u® und u? handelt.

Die Funktionen f; und f, sind im allgemeinen nicht im gesamten Definitionsbereich von
(U, U? eindeutig; einem Urbildpunkt kann folglich nicht immer genau ein Bildpunkt zuge-
ordnet werden. Ebenso verhélt es sich mit den Funktionen f; und f4, welche ebenfalls nicht im
gesamten Definitionsbereich von (u',u?) eindeutig sind, so dal? einem Bildpunkt nicht immer
genau ein Urbildpunkt zugeordnet werden kann.
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Zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes soll eine Abbildung der Erdoberfléche betrachtet
werden. Dort konnen beispielsweise die folgenden Falle auftreten:

-> ein bestimmter Meridian wird zweimal abgebildet
-> die Pole werden im Bild nicht als Punkt, sondern linienhaft dargestellt
-> bestimmte Punkte der Erdoberflache kénnen tiberhaupt nicht abgebildet werden

Im Rahmen dieser Arbeit wird stets davon ausgegangen, dal’ die Abbildungsgleichungen fur
die einzelnen Abbildungen bereits zur Verfigung stehen und nicht erst hergeleitet werden
mussen.

1-5. KARTENMASSTAB

Wie bereits im Abschnitt 1-4. angedeutet, besteht zwischen den Urbild- und den Bildpunkten
im allgemeinen kein eindeutiger Zusammenhang. Des weiteren ist es aus naheliegenden
Grunden unmdglich, Teile der Erdoberflache im Mal3stab 1 : 1 in einer Karte darzustellen. Im
Zuge einer Abbildung muf daher, je nach Grole des abzubildenden Gebietes, ein bestimmter
Abbildungsmalistab zugrunde gelegt werden, so dal3 sich Teile der Erdoberflache in verklei-
nerter Form in der Karte wiederfinden. Der Abbildungsmal3stab kann wie folgt definiert wer-
den:

» Unter dem Abbildungs- oder Kartenmaf3stab versteht man das Verhaltnis des fur die
Abbildung zugrunde gelegten Kugelradius R zum Erdradius Re. Es gilt also:

M:E

Re

Legt man beispielsweise eine Kugel mit dem Radius R = 1m zugrunde und setzt den
Erdradius zu Re = 6370000m an, so besitzt die Abbildung den Mal3stab 1 : 6.370.000. Eine
entsprechende Definition gilt natlrlich auch fur das Rotationsellipsoid. An die Stelle der
Radien R bzw. Re treten in diesem Fall die entsprechenden Ellipsoidhalbachsen.

1-6. VERZERRUNGSVERHALTNISSE

Bereits im Jahre 1777 hat Leonhard Euler in [7] gezeigt, dal3 eine gekrimmte Flache wie eine
Kugel oder ein Rotationsellipsoid nicht verzerrungsfrei in die Ebene abgebildet werden kann.
Daraus resultiert die Eigenschaft jeder beliebigen Kartenprojektion, dal3 der jeweilige
Abbildungsmaldstab (wie oben definiert) nicht Gberall in der Karte gilt, sondern nur in
bestimmten Punkten oder entlang bestimmter (ausgezeichneter) Linien. Um den Mal3stab in
anderen Punkten oder entlang anderer Linien nicht als sehr kleine Zahl (z.B. in der Form 1 :
6.370.001) angeben zu mussen, wird ein "lokaler" Mal3stab, die Langenverzerrung,
eingefhrt.

10
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= Unter Langenverzerrung oder Streckung A (stretch) versteht man den Mal3stab in einem
bestimmten Punkt der Karte oder entlang einer bestimmten Linie in der Karte. Dieser
Maldstab betrégt in Punkten, in denen der Abbildungsmalistab (wie oben definiert)
beibehalten wird, definitionsgemal Eins. Ebenso betragt er entlang von Linien, auf
welchen der Abbildungsmalistab beibehalten wird, Eins; dort gilt somit

N=1,

ein solcher Punkt oder eine solche Linie wird also verzerrungsfrei abgebildet. In anderen
Punkten oder entlang anderer Linien wird die Langenverzerrung A als Vielfaches von
Eins angegeben.

Im folgenden ist stets die Langenverzerrung (Streckung) A gemeint, wenn von "Mal3stab"
gesprochen wird; wie eine solche Léngenverzerrung in einem bestimmten Punkt der Karte
berechnet werden kann, soll in diesem Abschnitt aufgezeigt werden.

Zu einer solchen Berechnung mufld eine Deformationsanalyse der zugrundeliegenden
Abbildung durchgefiihrt werden, deren Ausgangspunkt die Abbildungsgleichungen (1.3) und
(1.4) bilden. Die Abbildungsgleichungen (1.3) werden im folgenden as "direkte", die
Gleichungen (1.4) hingegen als "inver se Abbildungsgleichungen” bezeichnet:

ut=f,UU?) U'=f,(u',u?)
u=f,UU? u?=f,@uu®)
direkt - links invers - rechts
direct - left inverse - right

Im néchsten Schritt werden die partiellen Ableitungen der Abbildungsgleichungen gebildet
und in der Jakobi-M atrix zusammengefali:

Baf uhtu? af (utu )H Ejafg(ul,uz) afg(ul,uz)H
3. =0 aul aU2 j =0 ou ou:> [
' [of ,(Uthu?) af,(utu )D ©pf,(utu?)  of,(uhu?) O

PR U2 H ot ou?

bzw.

Baul ou’ H B&Ul aulﬁ

J =mU' ou’n j =0oou'  au*[

' Dou?  ou?QO " PU? oU?0

Hhut au?h Hou™  ou?
linke Jakobi-Matrix rechte Jakobi-Matrix
left Jacobi matrix right Jacobi matrix

11
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Sei [Gk.] der Metriktensor der Urbildflache und [gu] der Metriktensor der Bildflache, so las-
sen sich mit Hilfe der soeben bereitgestellten Jakobi-Matrizen die beiden Cauchy-
Greenschen Defor mationstensoren berechnen:

C C
CREEHERUES: GG CREEHCHEI: R
21 C22 21 C22
linker Cauchy-Green-Deformationstensor  rechter Cauchy-Green-Deformati onstensor
left Cauchy-Green deformation tensor right Cauchy-Green deformation tensor

Bei diesen Deformationstensoren handelt es sich um symmetrische Matrizen, es gelten somit
die Beziehungen:

[c]= [CKL]T [Cu]=[Cy 1"
Fur die Nebendiagonalelemente gilt somit:
Ci2= C21 Ci2=Cxn

Falls sich die Parameterlinien im Urbild orthogonal schneiden und sich diese nach erfolgter
Abbildung auch im Bild orthogonal wiederfinden, so gilt stets:

Ci2=C1=Cp2=C1=0
Mit Hilfe der Komponenten beider Deformationstensoren 183t sich nach erfolgter Abbildung

die Metrik der Bildflache ds” als Funktion der Urbildkoordinaten (U*,U?), sowie die Metrik
der Urbildflache dS” als Funktion der Bildkoordinaten (u',u?) darstellen. Man erhélt:

ds* =c, du"du* dS? = C, du*du'
=¢,(dU")? +2c,dU'dU? +c,,(dU ?)? =C, (du*)? + 2C_du*du® + C,, (du?)?
linkes Bogenel ement rechtes Bogenelement
left distance function right distance function

Mittels der beiden Cauchy-Greenschen Deformationstensoren bzw. der beiden Bogenele-
mente ds? und dS? sollen nun zwei verschiedene Langenverzerrungen (Streckungen) vorge-
stellt werden.

a) Die erste Moglichkeit der Definition einer Langenverzerrung besteht in der Angabe des
Langenverhdtnisses aus dem Abstand zweler infinitesimal benachbarter Punkte der Ur-
bildfléache und demselben Abstand, wie er sich nach erfolgter Abbildung im Bild darstellt.
Im Urbild wird dieser Abstand gemaf3 (1.2) durch dessen Metrik bestimmt, im Bild hinge-
gen durch die Komponenten des Cauchy-Greenschen Deformationstensors.

12
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Fur die beiden Félle einer direkten und der zugehérigen inversen Abbildung lassen sich so
die Langenverzerrungen A und A definieren. Ihre Quadrate lauten:

ds? _ c,du“dut ¢, (dU")? +2c,dU'dU? +c,,(dU *)?

N = = -
dS® G du“dut G,(duh)*+2G,dU'dU? +G,,(dU ?)?
linke Langenver zerrung
|eft stretch

dsS? _ C,du“du’ _ C,(du)? +2C,du'du® +C,,(du®)?

N o= = =
ds®* g,du“du’ g, (du')® +2g,,du'du® + g,,(du®)?
rechte Langenver zerrung
right stretch

Aus diesen allgemeinen Definitionen fur die Langenverzerrung 183t sich ein wichtiger
Speziafall herleiten, namlich die Streckungen entlang der Parameterlinien. Fir viele
Anwendungen, beispielsweise zur Untersuchung der Eignung oder zur Bestimmung spe-
zieller Eigenschaften einer bestimmten Abbildungsart, ist es wichtig, den Mal3stab entlang
einer ins Bild abgebildeten Parameterlinie des Urbilds berechnen zu kdnnen. Ein solcher
Mal3stab gilt dann nicht nur fur einen bestimmten Punkt, sondern entlang der betrachteten
Parameterlinie.

Entlang einer Parameterlinie U* = congt. gilt: dul=0
Entlang einer Parameterlinie U? = congt. gilt: du?=0
Entlang einer Parameterlinie u* = const. gilt: du'=0
Entlang einer Parameterlinie u” = const. gilt: du?=0

Werden diese Werte in die obigen allgemeinen Definitionen eingesetzt, so erhalt man die
folgenden Ergebnisse:

N = /% ...linke Sreckung entlang der Parameterlinie U%= const.
11
N, = /(C;i ...linke Streckung entlang der Parameterlinie U' = const.
22
A = /% ...rechte Sreckung entlang der Parameterlinie u?= const.
11
A = /% ...rechte Sreckung entlang der Parameterlinie u* = const.
22

13
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b) Einen zweiten moglichen Zugang zum Problem der Bestimmung von Léngenverzerrungen
liefert der Satz von Tissot:

Eine Abbildung f sei znmeimal stetig differenzierbar und die Determinante der Jakobi-
Matrix der zugehdrigen Abbildungsgleichungen sei ungleich Null, es gelte also

detJ 0.

Dann existiert ein Kartenwechsel derart, daf sich die Parameterlinien in der Urbildflache
und ihr Abbild in der Bildflache orthogonal schneiden.

Dies bedeutet, dal’ es unter den genannten V oraussetzungen gelingt, eine orthogonale Pa-
rametrisierung der Urbildfléache zu finden, so dal sich die Parameterlinien dieser Urbild-
flache auch im Bild orthogonal schneiden. Diese orthogonal abgebildeten Parameterlinien
definieren die Hauptstreckungs- oder Hauptverzerrungsrichtungen der Abbildung.
Die Betrége der in diesen Richtungen auftretenden Léngenverzerrung werden als Haupt-
streckungen (principal stretches) bezeichnet und stellen nichts anderes dar als die Ei-
genwerte des zugehorigen Cauchy-Greenschen Deformationstensors. Die Hauptverzer-
rungsrichtungen werden dementsprechend durch die Eigenvektoren des Cauchy-
Greenschen Deformationstensors vorgegeben.

Zur Berechnung der Hauptstreckungen ist also die allgemeine Eigenwertaufgabe zu 16-
sen. Sei A ein Eigenwert des linken Cauchy-Greenschen Deformationstensors [ck.] und U
der zugehorige Eigenvektor und sei ferner A ein Eigenwert des rechten Cauchy-
Greenschen Deformationstensors [Cy] und u, der zugehdrige Eigenvektor, so lautet die
allgemeine Eigenwertaufgabe fur die Falle einer direkten bzw. inversen Abbildung:

(Cq ~NG U, =0 (1.9) (Cy —Ngy)u, =0
linke rechte
Eigenwertaufgabe Eigenwertaufgabe

Ausgehend von dieser Aufgabenstellung lassen sich die gesuchten Eigenwerte folgen-
dermalen berechnen:

det(c, ~A\°G, ) =0 det(C, —Ng,) =0

Die folgende Herleitung wird nur fir den Bildbereich durchgefuihrt, das heil3t es wird an
dieser Stelle zunéchst nur die linke Eigenwertaufgabe bearbeitet. Die Berechnungen fir
den Urbildbereich erfolgen vollig analog, so dal? nur die Ergebnisse angegeben werden.

Cu— /\2611 Cp — /\2612 -0

det(c,, —-N°G,,) =0 -
( “ KL) Cyp — /\2612 Cyp— /\2622

14
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Die Auswertung dieser Beziehung liefert:

A (G11G22 _G122) -K (CllGll _2012G12 +C22G11) +(C11C22 _C122) =0

bzw.

XX H:u 11 2C12G12 + szGn % C;1Cp — C122 —
G11G22 - G122

H G.G,-G2

Unter Ausnutzung der Beziehungen

det(cy, ) =CyCy, — 0122
det(G,, ) =G,G,, — Glzz

erhalt man schliefdlich den biquadratischen Ausdruck
A* = Ntrace(c,, G ) + det(c, G ) =0,

so dal3 fur die beiden gesuchten Hauptstreckungen A1 und A2 gilt:

1 - - -
Nyz = trace(c, Gy ) =y (trace(c, Gyi)” - 4det(c, Gyt

Fur den Urbildbereich gilt entsprechend:

N, =

1/2

N

trace(C, g}) * 4 (trace(C, g;))? - 4det(C,, 9)

Aus diesen Zwischenergebnissen lassen sich die gesuchten Hauptstreckungen A1,/A2 und
A1,A2 bestimmen. Man erhélt schlief3lich:

A, = gﬁ\/trace(cKLG,;ﬁ) +2,/det(c G ) +\/trace(CKLG£i) 2,/det(c, Gyt) ﬁ

1 - - - a7 o~y
E @\/trace(CKLGKi) + 2\/ dEt(CKLGKD - \/trace(CKLGKD -2 dEt(CKLGKD ﬁ

linke Hauptstreckungen
left principal stretches

N, =

1 - = : .

A= E@‘/trace(ckl 0¢) +2,/det(C, g,') + \/trace(ckl Oy') ~2ydet(C, 9y) ﬁ
1 _ = _ .

A, = Eﬁ\/trace(cm ) +2/det(C, g,") - \/trace(ckl Oq) —2y/det(C, g,) ﬁ

rechte Hauptstreckungen
right principal stretches
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Die Berechnung der linken Hauptstreckungen vereinfacht sich, wenn eine orthogonale Pa-
rametrisierung des Urbilds vorliegt und sich die in die Bildebene abgebildeten Parameter-
linien orthogonal schneiden. Dann gilt ndmlich

Gi2=¢c12=0

und die Hauptstreckungen berechnen sich zu:

N, = /i N, = Ci
1 2
Gll G22
Dasselbe gilt fur die Berechnung der rechten Hauptstreckungen. Gilt ndmlich fir eine in-
verse Abbildung

012=C12=0,

so vereinfacht sich auch hier die Berechnung zu:

In diesem speziellen Fall sind die Hauptstreckungen identisch mit den Streckungen ent-
lang der Parameterlinien. L&(3t sich also feststellen, dal? im Falle einer direkten Abbildung
sowohl der Metriktensor des Urbilds als auch der linke Cauchy-Greensche Deformati-
onstensor Diagonalstruktur besitzen, so mul? zur Bestimmung der Hauptstreckungen nicht
die allgemeine Eigenwertaufgabe ausgewertet werden. Dasselbe gilt auch im Falle einer
inversen Abbildung, wenn der Metriktensor der Bildflache und der zugehérige rechte
Cauchy-Greensche Deformationstensor Diagonalstruktur besitzen.

Nun verbleibt noch die Aufgabe, ausgehend von den Hauptstreckungen die zugehdrigen
Hauptstreckungsrichtungen, also die Eigenvektoren, zu berechnen.

Dazu missen die berechneten Hauptstreckungen Aj,/A2 bzw. A1,A2, die im folgenden als A,
bzw. A; bezeichnet werden, in die Gleichungen (1.5) eingesetzt werden. Man erhalt somit die
folgenden homogenen linearen Gleichungssysteme:

(€ ~NG U, =0 =12 (Cy —Aigy)y, =0
Seien fi4; und fL 2 die Koordinaten der zu den linken Hauptstreckungen A; gehdrenden linken
Eigenvektoren U; und f4; und f,2; die Koordinaten der zu den rechten Hauptstreckungen A; ge-

hérenden rechten Eigenvektoren u;, so erhélt man fur die resultierenden linearen Gleichungs-
systeme die ausfuhrliche Darstellung

Ell - /\?Gll Cp — /\?Glz %fm E: %E %11 - )\?911 C12 - )\?912 %frﬁ E: %E
12 /\?Glz Cyp ~ /\?Gzz fL2i 2 )‘?912 C22 - )\?gzz fr2i
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In diese Darstellung werden nacheinander die Eigenwerte A;,/\, sowie Aj,A2 eingesetzt, so
daf3 insgesamt vier Gleichungssysteme zu 16sen sind. Die Lésungen dieser Gleichungssyste-
me lauten

Cp ~ /\zi Glz
\/Gll (Clz - /\?Glz )2 - 2(3‘12 (Clz - /\?Glz )(011 - /\ziGll) + Gzz (C11 - /\ZiGll)z

f. =

L1i

i=12.
fL2i — _ B (Cll B /\?Gn) _
\/Gll (C12 - /\ziGlz) - 2G12 (C12 - /\?Glz )(011 - /\?Gn) + Gzz (Cu - /\?Gll)

Die gesuchten linken Eigenvektoren (left eigenvectors) besitzen als Basis die linken
GAUSSschen Tangentenvektoren G; und G, so dal3 man die folgenden Ergebnisse erhélt:

Ul = lelGl + fLZlGZ U2 = leZGl + fL22G2
linker Eigenvektor zum Eigenwert /N; linker Eigenvektor zum Eigenwert /s

Fur den Urbildbereich lautet die Losung der entsprechenden Gleichungssysteme:

C12 B )‘? O

f, =
' \/911 (Clz - )\? O )2 - 2912 (Clz - )\? O )(Cll - )\zigll) 0 (Cll - )\zigll)z

i=12.
f , = B (Cll B )‘?911)
\/gll(clz - )\Zi O )2 - 2912 (Clz - )\? O )(Cll - )‘? 911)+ 02 (Cll - )‘? 911)2

Die gesuchten rechten Eigenvektoren (right eigenvectors) besitzen als Basis die linken
GAUSSschen Tangentenvektoren g; und gz, S0 dal3 man die folgenden Ergebnisse erhalt:

u =fu0+f.0, U, = fi0, + 15,0,
rechter Eigenvektor zum Eigenwert A; rechter Eigenvektor zum Eigenwert A,

Fur den Fall, dal3 sich die Parameterlinien im Urbild orthogonal schneiden und sich auch nach
einer erfolgten Abbildung orthogonal im Bild wiederfinden, werden obige Berechnungen er-
heblich vereinfacht. In einem solchen Fall gilt namlich

G12 = C12 = O
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und da aus ci12 = 0 die einfachen Beziehungen

Gll G22 gll g 22

folgen, berechnen sich in diesem Fall die linken und rechten Eigenvektoren zu

U,

1, W=t g
\/G_ll 1 1 \/g—ll 1
1 1

U2: GZ u2:

—9
G, 92

Abschlief3end sollen die in diesem Abschnitt erhaltenen Ergebnisse geometrisch interpretiert
werden. Von zentraler Bedeutung sind hierbei die sogenannten Tissot-Ellipsen, die auch Tis-

sot-Indikatrizen (Tissot indicatrices) genannt werden.

Die Untersuchung lokaler Verzerrungen geht aus von dem Verhéltnis ds/dS zwischen zwei

sich entsprechenden differentiell kleinen Bogenelementen ds im Bild und dS im Urbild. Diese

Langenverzerrung ist in ihrem Wert nicht nur von Punkt zu Punkt verschieden, sondern auch
am selben Punkt A von der Richtung abhéngig. Dieser Sachverhalt sowie einige weitere As-
pekte sollen anhand von Fig. 1.4 verdeutlicht werden. Dort wird der Einfachheit halber von
einer Darstellung der Erde als Kugel ausgegangen und ein infinitesimaler Kreis auf der Ober-

flache dieser Kugel sowie das Abbild dieses Kreises in der Bildebene betrachtet:

9

uz> ’

=

C y
ds
q ¥
> aut
v a
auZ
infinitessmal kleiner Kreis Verzerrungsellipse im Bild
im Urbild (Kugel oberflache) (Tissot-Indikatrix)

Fig. 1.4: Tissot-Indikatrix als Abbild einesim Urbild generierten infinitesimalen Kreises
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In Fig. 1.4 bedeutet:

A beliebiger Punkt auf der Erdoberfléache mit den geographischen Koordinaten Aa,®a
A Abbild des Punktes A
C beliebiger Punkt auf der Erdoberfléche mit den geographischen Koordinaten Ac,®c mit
infinitessmal kleinem Abstand zu A
c Abbild des Punktes C
ds infinitesimal kleines Bogend ement auf der Erdoberfléche zwischen den Punkten A und C
as Abbild desinfinitesimal kleinen Bogenel ementes dS
X,y Richtungen entlang eines Satzes orthogonaler Parameterlinien im Urbild gemal3 dem Satz von
Tissot
x4y Abbild dieses Satzes orthogonal er Parameterlinien
a Winkel zwischen der y-Richtung und dem Bogenelement dS
a' Winkel zwischen der abgebildeten y-Richtung und dem abgebil deten Bogenelement dS
N1 grof3e Halbachse der Tissot-Indikatrix
Nz kleine Halbachse der Tissot-Indikatrix
a a . L
13 Richtungen der Parameterlinien im Punkt A
au~ au
a a
— Richtungen der Parameterlinien im Abbild A" des Punktes A
U~ v

Fig. 1.4 zeigt den allgemeinsten Fall einer Abbildung; es soll also keine orthogonale Paramet-
risierung des Urbilds vorliegen (erkennbar an den Richtungen der Parameterlinien im Punkt
A).

Der infinitesimal kleine Kreis entsteht durch eine Drehung des Bogenelements dS um den
Punkt A. Dieses Bogenelement soll die Lénge Eins besitzen. Das ist sinnvoll, da dann die
Lange dS' (das Abbild von dS) as Langenverzerrung im Punkt A' in Richtung des Punktes C'
interpretiert werden kann, welche definitionsgemall als Vielfaches von Eins angegeben wird.
Der infinitesimale Kreis wird nun im Zuge einer Abbildung in die Ebene abgebildet und fin-
det sich dort in Form der oben dargestellten Tissot-Indikatrix wieder. Fir einen solchen all-
gemeinen Fall einer Abbildung sollen die folgenden Eigenschaften festgehalten werden:

> Tissot zeigte im Jahr 1881, daf’ es zwei im Urbild zueinander senkrechte Richtungen
X,y gibt, die auch im Abbild wieder einen rechten Winkel bilden (Satz von Tissot).
Sie finden sich dort in Form der Richtungen x',y" wieder.

- Andert man im Urbild die Lage des Punktes C auf dem infinitesimalen Kreis, so fiihrt
dies auch zu einer Verdnderung der Lage von C' auf der Ellipse im Bild. Als Konse-
guenz verandert sich die Langenverzerrung im Punkt A' in Richtung von C', je nach-
dem, wo sich der Punkt C' auf der Ellipse befindet. Die L &ngenverzerrung im Bild ist
somit von der Richtung abhangig, die durch den Winkel a' représentiert wird.
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-> Es existieren genau zwei Richtungen, entlang derer die Langenverzerrung einmal ma-
ximal und einmal minimal wird. Bei diesen Richtungen handelt es sich um die Haupt-
verzerrungsrichtungen x'y', welche mit den Ellipsenachsen zusammenfallen. Die
Langenverzerrungen entlang dieser Richtungen sind die Hauptstreckungen A; und
\z; die Betrage von A; und A\, entsprechen der Lange der jeweiligen Ellipsenhalbach-
e

-> Ein Winkel wird im allgemeinsten Fall nach erfolgter Abbildung nicht mehr den-
selben Betrag aufweisen wie vor der Abbildung. In Fig. 1.4 soll dies durch die un-
terschiedlichen Winkel a und a' sowie durch die unterschiedlichen Winkel zwischen
den Parameterlinien im Urbild und deren Bildern verdeutlicht werden. Es kann also
nicht davon ausgegangen werden, dal3 sich z.B. zwei beliebige, im Urbild zueinander
senkrechte Bogenelemente auch rechtwinklig abbilden.

> Die Streckungen entlang der Parameterlinien—2— —%— sind nicht identisch mit

aul au?
den Hauptstreckungen A; und A..

Bel sehr vielen Abbildungen tritt der bereits mehrfach diskutierte Spezialfall auf, dal? die Ur-
bildflache orthogonal parametrisiert ist und sich auch die abgebildeten Parameterlinien ortho-
gonal schneiden. Dieser Fall wird bekanntlich durch

Gi2=¢c12=0

beschrieben. In diesem Fall fallen im Punkt A' die Hauptverzerrungsrichtungen x',y' mit den
Richtungen der Parameterlinien zusammen und die Hauptstreckungen A; und Az sind da-
mit identisch mit den L&ngenverzerrungen (Streckungen) A:", A2 in Richtung der Pa-
rameterlinien.

1-7. SPEZIELLE ABBILDUNGSEIGENSCHAFTEN

Viele Abbildungen besitzen spezielle Eigenschaften. Diese Eigenschaften konnen fur die
Klassifizierung einer bestimmten Abbildung herangezogen werden. Im folgenden sollen die
wichtigsten Abbildungseigenschaften vorgestellt werden. Es sind dies:

-  Aquidistanz (equidistance)
-> Konformitét (conformality)
-> Flachentreue (equivalence)

a) AQUIDISTANZ
* Eine Flachenkurve des Urbilds wird genau dann aquidistant abgebildet, wenn der
Mal3stab (die Langenverzerrung) entlang dieser abgebildeten Kurve Eins betrégt

und somit entlang dieser Kurve der Kartenmal3stab (gemard Abschnitt 1-5.) beibe-
halten wird.

20



GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

Bei der Eigenschaft der "Aquidistanz” handelt es sich sozusagen um eine "lokale Ei-
genschaft" einer bestimmten Abbildung. Dies bedeutet, dal3 nicht gleichzeitig samtli-
che denkbaren Linien &quidistant abgebildet werden konnen, sondern nur einige da-
von.

Ausgehend von obiger allgemeiner Definition soll nun untersucht werden, welche Be-
deutung der Begriff "Aquidistanz" bei der Betrachtung der beiden speziellen Flachen-
kurven

Parallelkreis und Meridian

in geometrischer und analytischer Hinsicht besitzt.

(1) Geometrische Definition des Begriffs" Aquidistanz”

* Ein Parallelkreiswird im Zuge einer Abbildung dann aquidistant abgebil-
det, wenn er von den abgebildeten Meridianen, die sich um einen immer
gleichen Winkel dA unterscheiden, in gleichen Abstéanden geschnitten wird.
Zusatzich missen diese Abstande (unter Beriicksichtigung des in Abschnitt
1-5. definierten Kartenmal3stabs) im Bild genauso lang sein wie im Urbild.

Eine entsprechende Definition kann auch fir die aquidistante Abbildung eines
Meridians angegeben werden:

» Ein Meridian wird im Zuge einer Abbildung dann aquidistant abgebildet,
wenn er von den abgebildeten Parallelkreisen, die sich um einen immer
gleichen Winkel d@ unterscheiden, in gleichen Abstanden geschnitten wird.
Zusatzlich missen diese Abstéande (unter Berticksichtigung des in Abschnitt
1-5. definierten Kartenmal3stabs) im Bild genauso lang sein wie im Urbild.

In beiden Fallen betragt also der Malistab entlang des abgebildeten Parallel-
kreises bzw. entlang des abgebildeten Meridians Eins. Dieser Mal3stab stellt
nichts anderes dar als die Streckung entlang der jeweiligen Parameterlinie, was
unmittelbar zu einer analytischen Definition des Begriffs "Aquidistanz” fuhrt:

(i) Analytische Definition des Begriffs" Aquidistanz”

Mit Hilfe der Streckungen A"; und A", entlang der Parameterlinien kann der
Begriff "Aquidistanz" analytisch folgendermalien definiert werden:

» Ein bestimmter Parallelkreis @ = @ wird dann aquidistant abgebildet,
wenn gilt:
NPy = 1
Gilt diese Beziehung nicht nur fur den Parallelkreis der sphérischen Breite
@,, sondern fur samtliche ParaIIeIkLeise, gilt also
N 1= .Z,
so werden alle Parallelkreise &quidistant abgebildet und die Abbildung
wird als "aquidistant auf der Schar der Langenkreise” bezeichnet.

21



GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

Ein bestimmter Meridian N =y wird dann &quidistant abgebildet, wenn
gilt:

NPoNg) = 1
Gilt diese Beziehung nicht nur fir den Meridian der Lange Ay, sondern fir
samtliche Meridiane, gilt also

NPr=1,

so werden alle Meridiane aquidistant abgebildet und die Abbildung wird
als"aquidistant auf der Schar der Parallelkreise" bezeichnet.

Beide Definitionen gelten streng nur fur den Bildbereich einer Abbildung der
Kugel. Entsprechende Definitionen kénnen unter Verwendung der Streckungen
entlang der Parameterlinien APy und A", auch fiir den Urbildbereich angegeben
und leicht auch auf das Rotationsellipsoid Gbertragen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit heil3t eine Abbildung dann "aquidistant”, wenn samt-
liche Meridiane &quidistant (ohne Langenverzerrung, mit Mal3stab Eins) in die
Ebene abgebildet werden.

b) K ONFORMITAT

(1) Geometrische Definition desBegriffs" Konformitéat"

Eine Abbildung heif3t dann konform, wenn der Winkel, den zwei Flachen-
kurven im Urbild einschlief3en, identisch ist mit dem Winkel, den beide
Kurven im Bild einschlief3en.

Diesen Sachverhalt soll die nachfolgende Skizze (Fig. 1.5) verdeutlichen,
in der der Winkel a zwischen einer Kurslinie und einem Meridian sowohl
im Urbild als auch im Bild dargestellt ist. Im Falle einer konformen Abbil-
dung sind beide Winkel gleich grof3.

Situation im Urbild Situation in der Karte

Fig. 1.5: Konforme Abbildung einer Kurdinie
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(i)

Analytische Definition des Begriffs" Konfor mitat"

Mathematisch kann eine konforme Abbildung Uber die Hauptstreckungen A;
und Az bzw. im Falle einer inversen Abbildung Uber die Hauptstreckungen A
und A, definiert werden.

* Eine Abbildung heil3t dann konform, wenn in jedem Punkt der Bildflache
fur die Hauptstreckungen gilt:

Ni=/N bzw. /‘1:/]2

Als Konsequenz dieser Definition besitzen beide Halbachsen der zugehérigen
Tissot-Indikatrix dieselbe Lange. Die Ellipse wird also zu einem Kreis.

Es treten auch Félle auf, in denen zwar keine konforme Abbildung im soeben
definierten Sinn vorliegt, bestimmte abgebildete Flachenkurven aber dennoch
konform abgebildet werden. Mit Hilfe der Streckungen A™; und AP, entlang der
Parameterlinien sollen nun die Bedingungen fur die konforme Abbildung eines
Parallelkreises bzw. eines Meridians angegeben werden:

» Ein bestimmter Parallelkreis @ = @ wird dann konform abgebildet, wenn
gilt:
/\P1(¢0) :/\P2(¢0)

* Ein bestimmter Meridian A = Apwird dann konform abgebildet, wenn gilt:
/\Pl(/\o) :/‘Pz(/\o)

Wiederum gelten beide Definitionen streng nur fir den Bildbereich einer Ab-

bildung der Kugel. Entsprechende Definitionen kdnnen unter Verwendung der

Streckungen entlang der Parameterlinien A", und A, auch fir den Urbildbe-
reich angegeben und leicht auch auf das Rotationsellipsoid Ubertragen werden.

C) FLACHENTREUE

(i)

Geometrische Definition des Begriffs " Flachentreue”

* Eine Abbildung heif3 dann flachentreu, wenn ein rdumlich begrenztes Ge-
biet der Urbildflache, welches den Flacheninhalt A besitzt, auf ein Gebiet
der Bildflache abgebildet wird, das (unter Berlcksichtigung des Karten-
mal3stabes) denselben Flacheninhalt besitzt.

Diesen Sachverhalt soll die nachfolgende Skizze (Fig. 1.6) verdeutlichen,
in der eine Flache, in diesem Beispiel ein sphérisches Dreieck, sowohl im
Urbild als auch im Bild dargestellt ist. Im Falle einer flachentreuen Abbil-
dung besitzen beide Flachen (unter Berticksichtigung des Kartenmal3stabes)
denselben Fl&cheninhalt.
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GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

[}
[}
IA=congt.

Situation im Urbild Situation in der Karte

Fig. 1.6: Héchentreue Abbildung eines sphérischen Dreiecks

(i) Analytische Definition des Begriffs " Flachentreue'

Mathematisch kann eine flachentreue Abbildung tber die Hauptstreckungen A1
und A, bzw. im Falle einer inversen Abbildung tber die Hauptstreckungen A; und A»
definiert werden.

* Eine Abbildung heif3 dann flachentreu, wenn in jedem Punkt der Bildflache
fur die Hauptstreckungen gilt:

NN =1 bzw. /\1/\2:1
Das bedeutet nichts anderes, als dal3 die Hauptstreckung A; bzw. A; dem
Kehrwert von A, bzw. A, entspricht und umgekehrt. Im Falle einer solchen Ab-

bildung besitzen die Tissot-Indikatrizen in jedem Punkt denselben Flachenin-
halt.
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KAPITEL 2

ALLGEMEINE
ABBILDUNGSGLEICHUNGEN

UND VERZERRUNGSMASSE FUR
KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND PN
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Fur die Abbildung von Punkten der Kugeloberflache auf einen Kegel sind prinzipiell folgende
gegenseitige Lagen von Kugel und Kegel maglich:

_ Aquator- bzw.
Metadquatorebene

Berlhrkegel Schnittkegel Keine gemeinsamen Punkte
von Kegel und Kugel

Allen drei Entwirfen ist gemeinsam, dal3 die Kegelachse mit der Geraden durch den Haupt-
punkt H und den Kugelmittelpunkt M zusammenfallt.

Ist der Hauptpunkt H identisch mit dem Nord— oder Stidpol der Kugel, so handelt es sich bei
der vorliegenden Abbildung um eine nor malstandige K egelabbildung. Liegt der Hauptpunkt
in der Aquatorebene der Kugel, so handelt es sich um eine transver sale K egelabbildung. In
allen anderen Fallen liegt eine schiefstandige (schiefachsige) K egelabbildung vor. Digjenige
Ebene, welche von der Geraden durch die Punkte M, H und S senkrecht geschnitten wird und
den Kugelmittelpunkt M enthalt, ist im normalstandigen Fall die Aquatorebene, im schief-
standigen und transversalen Fall die Metaaquatorebene.

Von den oben dargestellten gegenseitigen Lagen von Kugel und Kegel besitzen nur die bei-
den Félle des Bertihr- bzw. des Schnittkegels eine praktische Bedeutung; eine Abbildung auf
einen Kegel, der mit der Kugel keine gemeinsamen Punkte besitzt, wird in der Literatur nicht
beschrieben. Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschlief3lich normalstandige Kegelabbildun-
gen vorgestellt, die den Nordpol der Kugel als Hauptpunkt besitzen.

Im Zuge der Abbildung wird ein Punkt P der Kugeloberfldche gemél} einer bestimmten Vor-
schrift auf die in seiner Meridianebene liegende Kegelmantellinie abgebildet. Nach erfolgter
Abbildung wird der Kegel entlang der dem zuvor festgelegten Hauptmeridian gegentiberlie-
genden Mantellinie aufgeschnitten und in die Ebene abgerollt. Dort kann ein abgebildeter
Punkt geméld folgender Skizze koordinatenméllig dargestellt werden:

/ \ 0] Darstellung in Polarkoordinaten (a,r)
(polar coordinates)

\ ; (i) Darstellung in kartesischen Koordinaten (x,y) mit
\ / X=rcosa
N . y=rsina
T (cartesian coordinates)
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND PN
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Die zugrundeliegenden Abbildungsvorschriften haben die Eigenschaft, dal? Urbildpunkten P;,
welche die gleiche sphérische Breite ®; besitzen, im Bild der gleiche Abstand r vom Scheitel
S zugeordnet wird. Punkte gleicher sphérischer Breite besitzen also denselben Bildradius r
und liegen somit im Bild auf einem Kreis.

Anders ausgedrickt hangt der Bildradius r ausschliefdlich von der sphérischen Breite ab. Der
Winkel a hingegen soll, bis auf eine Projektionskonstante n, nur von der sphérischen Lénge A
abhéangen. Diese Projektionskonstante (cone constant) ist definiert als der Sinus des Off-
nungswinkels © des Kegels; es gilt also:

n:=sin®
Somit lauten die allgemeinen Abbildungsgleichungen (direct equations) im Falle einer Ab-
bildung der Kugel auf eine K egelflache:

o =nA\
r="f(®d)

n ... Projektionskonstantemit 0<n<1

Fur n = 0 geht der Kegel in einen Zylinder tber, fur n = 1 hingegen ergeben sich die allge-
meinen Abbildungsgleichungen einer Azimutalabbildung.

Ausgehend von diesen Abbildungsgleichungen |&3t sich auch eine inverse Abbildung gene-
rieren, die jedem Bildpunkt einen Punkt im Urbild zuordnet. Die entsprechenden Abbildungs-
gleichungen (inver se equations) besitzen folgendes Aussehen:

A=<

n
®=f(r)

Wie bereits in Kapitel 1 angedeutet, kann im Falle der direkten Abbildungsgleichungen einem

Urbildpunkt nicht immer genau ein Bildpunkt zugeordnet werden. Entsprechendes gilt fur die

Gleichungen der inversen Abbildung, welche ebenfalls nicht umkehrbar eindeutig sind.

Auf den folgenden Seiten soll eine Deformationsanalyse fur diesen Abbildungstyp durchge-
fahrt werden.
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND PN
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Deformationsanalyse fur die allgemeinen Abbildungs
gleichungen von K egelabbildungen der Kugel

Der Metriktensor des Urbildes (Kugel) besitzt folgendes Aussehen:

2cos’® 0
[GKL]:EQ 0 RZE

Da es sich beim Kegel um eine abwickelbare Flache handelt, besitzt diese den Metriktensor

0= o8

bei Verwendung von kartesischen Koordinaten (x,y), beziehungsweise

_fg* o
[gm]—Eo 1%

bei Verwendung von Polarkoordinaten (a,r).

Im Falle der vorliegenden Kegelabbildung mit der allgemeinen Abbildungsvorschrift r = f (P)
sowie der Verwendung von Polarkoordinaten (a,r) im Bild lautet der Metriktensor des Bil-

des;
_Hf*(®) o
[gm]—E 0 1%

Ausgangspunkt der nun folgenden Betrachtungen sind die bereits angegebenen allgemeinen
Abbildungsgleichungen

o =nA A= a
_ n
r=1®) ®=f(r)
"direkt"/"links" "invers'/"rechts’
"direct"/"left" "inverse"/"right"

Zur Berechnung der Deformationstensoren missen zunéchst die Jakobi-Matrizen, also die
Matrizen der partiellen Ableitungen bereitgestellt werden:
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND ACLTEN
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

P daf i
A b= Fa Yo _pa  orp=tte M
JI ar l r-/\ rm ’ " gﬁ GED a cDr
% oPb a E
Ausgehend von den obigen allgemeinen Abbildungsgleichungen erh&lt man somit:

Tt o f

0
leg df(CD)E J =" df(r)D
O do O ﬁ) - ﬁ
linke Jakobi-Matrix rechte Jakobi-Matrix
(left Jacobi matrix) (right Jacobi matrix)

Die Cauchy-Greenschen Deformationstensoren [ck.] und [Cy] berechnen sich nun zu

[C]=3/[94]d, [Cm]:JrT[GKL]Jr
2¢2 2
" ]_B‘ (@) f((zb) H R sin?(1(r)) o O
= Er_i n
o B Cl=g roic
u u 0 0 RZELSD
0 Od 00
linker rechter
Cauchy-Green-Deformationstensor Cauchy-Green-Deformationstensor

(left Cauchy-Green deformation tensor)  (right Cauchy-Green deformation tensor)

Mit Hilfe dieser beiden Deformationstensoren 183t sich das Bogenelement ds? des Bildes
(Ebene) als Funktion der Urbildkoordinaten (A, ®) sowie das Bogenelement dS? des Urbildes
(Kugel) als Funktion der Bildkoordinaten (a,r) darstellen:

2
ds? =n?f 2(@)an + (D) szcbz ds? = ~_sin2(f(r))da’ + R () gdr?
0de O n Od O
linkes Bogenel ement rechtes Bogenelement
(left distance function) (right distance function)
Da sich die Parameterlinien des Urbilds auch im Bild orthogonal schneiden (Ci2= ¢cx = Ci2=
C21=0), sind die Hauptstreckungen A1, Az und A1, Az identisch mit den Streckungen entlang

der Parameterlinien und so mufd zur Bestimmung beider Grof3en nicht die allgemeine Eigen-
wertaufgabe ausgewertet werden; die Berechnungen vereinfachen sich zu:
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

N\, = i: nf (CD)
1
G, Rcos®
A= [Ca _ 1|df(®)
VG, R| do |
linke Hauptstreckungen

(left principal stretches)

Cy, _ Rsin(f(r))

A =
SR nr
A, = ﬁ = R‘df (r)
2
\ 92 dr
rechte Hauptstreckungen

(right principal stretches)

Die linken und rechten Hauptstreckungen stellen die Eigenwerte der jeweiligen Cauchy-
Greenschen Deformationstensoren dar. Ausgehend von der in Kapitel 1 vorgestellten allge-
meinen Eigenwertaufgabe lassen sich auch die zugehtrigen Eigenvektoren U,U; bzw. ui,u;
bestimmen, welche als Basis die ebenfalls in Kapitel 1 hergeleiteten GAUSSschen Tangen-
tenvektoren fur die Kugel (G;1,G2) bzw. fur die Ebene (g1,92) besitzen. Als Ergebnis erhalt
man:

1 1 1 1
U, = G, = G Uu =—09,=—g
1 \/G_ll 1 RCOSCD 1 1 \/g_ll 1 r 1
1 1 1
U, = G, ==G, U, =—9, =9,
G22 R \'922

linke Eigenvektoren
(left eigenvectors)

rechte Eigenvektoren
(right eigenvectors)

Aus den oben berechneten Hauptstreckungen kann eine maximale Winkelverzerrung
Q (maximum angular deformation) definiert werden. Sie wird sowohl an dieser Stelle als
auch fur alle behandelten speziellen Kegelabbildungen nur fir den Bildbereich angegeben und
berechnet sich zu:

A —A nf (P) — d;(qcDD) cos®

Q = 2arcsin 1+ 2= 2arcsin e
ton2 nf (®) + ( )COSCD

do

Unter Scherung & (Ieft angular shear) verstent man die Differenz aus dem Winkel zwischen
den Parameterlinien im Urbild und dem Winkel zwischen den Parameterlinien im Bild. Sei A
der Winkel zwischen den Parameterlinien im Urbild und a der Winkel zwischen den Para-
meterlinien im Bild, so gilt fur die Scherung o:

d=A-a

G c
d = arccos 2 —arccos—2_—

V G11G22 V C11C22

Fur die im Zuge dieser Arbeit behandelten Kegelabbildungen gilt stets ¢, = Gi2 = 0, so dal3
fur samtliche Abbildungen die Scherung den Wert Null besitzt.
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND PN
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Im folgenden Kapitel werden, ausgehend von den jeweiligen Abbildungsgleichungen (direkt
und invers), die eben berechneten Grol3en fur eine Reihe spezieller Kegelabbildungen der
Kugel explizit angegeben.

Dartber hinaus werden fur jede Abbildung der minimale und der maximale Bildradius (mini-
mum and maximum polar coordinate r) sowie die Schnittwinkel der Parameterlinien im Ur-
bild und im Bild angegeben (angle of intersection of coordinate lines, left versus right). Zu
jeder speziellen Abbildung wird ferner ein Diagramm angefertigt, in dem fir den Bildbereich
die Hauptstreckungen A1 und /A, sowie der Bildradius r als Funktion der sphérischen Breite @
aufgetragen sind (left principal stretches and polar coordinate r as function of the spherical
latitude @). Dabei wird von einer Abbildung der Einheitskugel ausgegangen, der Kugelradius
R betrégt somit Eins. Zudem werden mit Hilfe von MATLAB fir die in der Mapping-
Toolbox zur Verfligung stehenden Abbildungen Weltkarten erstellt. Jeder Weltkarte wird eine
zweite Karte gegentbergestellt, in der die in der Karte bestehenden Verzerrungsverhaltnisse
mit Hilfe von TISSOT-Ellipsen (tissot indicatrices) dargestellt werden. Diese Ellipsen besit-
zen als Halbachsen die Hauptstreckungen A1 und A; .
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KAPITEL 3

SPEZIELLE
KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL
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AQUI DISTANTE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

3-1. AQUIDISTANTE KEGELABBILDUNGEN
DER KUGEL

In diesem Abschnitt soll zunéchst ein Uberblick Uber die behandelten speziellen Kegelab-
bildungen hinsichtlich ihrer Eigenschaften, Einsatzgebiete und Entstehungsgeschichte gege-
ben werden, bevor dann im Anschluf3 die einzelnen Abbildungen ausfihrlich vorgestellt wer-
den. Bei den hier behandelten speziellen Kegelabbildungen der Kugel handelt es sich um auf
der Schar der Parallelkreise &quidistante Abbildungen, die Streckung entlang der Parameterli-
nien A\ = const., welche in allen vorliegenden Féllen mit der Hauptstreckung A\, identisch ist,
besitzt also stets den Wert Eins.

Die nachfolgend beschriebenen Eigenschaften der einzelnen Abbildungen gelten nur fir den
Fall einer normalstandigen Kegelabbildung, die als Hauptpunkt den Nord- oder Stdpol der
Kugel besitzt. Fur die zu jeder Abbildung gehdrenden Diagramme und Weltkarten wird als
Hauptpunkt der Nordpol gewahlt. Im einzelnen werden die folgenden Abbildungen vorge-
stellt:

AQUIDISTANTE KEGEL ABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS ®,

Die Abbildungsgleichungen dieser Abbildung gehen aus denen der De I'lsle-Abbildung (s.u.) hervor,
indem man z.B. den Grenzilbergang @, > @, durchfihrt.

Andere Bezeichnungen - PTOLEMAUS-Abbildung

- Aquidistante K egelabbildung mit 1 Standardparallelen
(equidistant conic with 1 standard parallel)

- Einfache Kegelabbildung (simple conic)

Eigenschaften Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird ebenfalls als Kreisbogenstiick abge-
bildet.

Alle Meridiane sowie der gewdhlte Standardparallelkreis (Grundkreis)
werden aquidistant abgebildet, besitzen also den Maldstab 1. Entlang aller
anderen Paralldkreise ist der Maldstab zwar verschieden von 1, aber
konstant. DarUber hinaus ist die Abbildung konform auf dem
Standardparalldkreis (Grundkreis).

Einsatzgebiete Abbildung kleiner Gebiete mittlerer Breite

Ursprung Erstmals prinzipiell beschrieben wurde diese Abbildung vom Astronomen
und Geographen Claudius Ptolemédus um 150 n.Chr.. In seinem Entwurf
wurden die Meridiane zwar als Geraden abgebildet, sie anderten aber beim
Ubergang von der nordlichen auf die siidliche Hemisphare die Richtung.
Die Abbildung wurde im 16. Jahrhundert von Johannes Ruysch und Gerar-
dus Mercator Uberarbeitet und modifiziert und besitzt seitdem ihr heutiges
Aussehen. Einen ausfuhrlichen Uberblick tiber die Entstehungs- und Ent-
wicklungsgeschichte dieser Abbildung gibt John Snyder in [37].
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AQUI DISTANTE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

AQUIDISTANTE KEGEL ABBILDUNG,

AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEN BEIDEN

STANDARDPARALLELKREISEN ®; UND @,

Andere Bezeichnung

- DEL'ISLE-Abbildung

- Aquidistante K egelabbildung mit zwei Standardparallelen
(equidistant conic with two standard parallels)

- Einfache Kegelabbildung mit zwei Standardparalleen
(simple conic with two standard parallels)

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird ebenfalls als Kreisbogenstiick abge-
bildet.

Alle Meridiane sowie die gewahlten Standardparallelkreise werden
aquidistant abgebildet, besitzen also den Mal3stab 1. Entlang aller anderen
Parallelkreise ist der Malstab zwar verschieden von 1, aber konstant.
Dariber hinaus ist die Abbildung konform auf den beiden
Standardparallekreisen.

Einsatzgebiete

- Abbildung kleiner Gebiete mittlerer Breite

- Karten von Alaska (allerdings in einer approximativen ellipsoidischen
Form)

- Historische Karten der nordamerikanischen Kolonien im Mittelatlantik
und Nordpazifik sowie historische Sternkarten

Ursprung

Weiterentwicklung der Ptolemaus-Abbildung durch den Franzosen Joseph
Nicolas Del’Isle (1688-1768), der diese Abbildung erstmals im Jahre 1745
fur eine Karte Rufllands benutzte [6]. De I'lsl€'s Originalentwurf unter-
schied sich von der heutigen Form in der Tatsache, dal? die Meridiane nicht
langentreu abgebildet wurden und von den Parallelkreisen nicht exakt im
rechten Winkel geschnitten wurden.

AQUIDISTANTE KEGEL ABBILDUNG,

PUNKTARTIGESBILD DESHAUPTPUNKTES,

AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS ®,

Sonderfall der De I’ 1dle-Abbildung, der dadurch entsteht, dafi fir eine der beiden Standardparallelen
der Nordpol (#=90°) gewahlt wird.

Andere Bezeichnung

MENDELEEV-Abbildung

Eigenschaften

Alle Pardlldkreise, mit Ausnahme des Hauptpunktes, werden als
Bogenstiicke konzentrischer Kreise abgebildet. Die Meridiane werden als
Geraden abgebildet und schneiden die Paralldkreise im rechten Winkel.
Der Hauptpunkt wird als Punkt abgebildet.

Alle Meridiane sowie der von ©=90° verschiedene Standardparalldkreis
werden aquidistant abgebildet, besitzen also den Maldstab 1. Entlang aller
anderen Paralldkreise ist der Malistab zwar verschieden von 1, aber
konstant. Dartiber hinaus ist die Abbildung konform auf dem von ®=90°
verschiedenen Standardparalldkreis.

Einsatzgebiete

Ursprung

Vorgeschlagen wurde diese Abbildung erstmals von Dimitri . Mendeleev
(1834-1907) im Jahre 1907 [31]. Verwendung fand sie fir eine Karte Ruf3-
landsim Maf3stab 1 : 15 000 000.




AQUI DISTANTE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

a
-1

AQUIDISTANTE LOW-ERROR-KEGELABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF ZWEI STANDARDPARALLELKREISEN

Diese aquidistante Kegelabbildung besitzt avei Standardparallelen, die allerdings nicht von vorn-
herein vorgegeben sind, sondern aus der nordlichen und stdlichen Kartenbegrenzung @y und @s be-

rechnet werden kdnnen.

Andere Bezeichnung

MURDOCH II1 - Abbildung

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, auch die Pole, werden as Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird ebenfalls als Kreisbogenstiick abge-
bildet.

Alle Meridiane sowie die beiden Standardparallelkreise werden aquidistant
abgebildet, besitzen also den Maldstab 1. Entlang aler anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Die
beiden Begrenzungsparalldkrese @y und ®s besitzen dann denselben
Mal3stab, wenn als nordliche Kartenbegrenzung nicht der Nordpol gewahlt
wird; dieser Maldstab ist nur abhéngig vom Betrag der Nord-Sid-
Ausdehnung der Karte (|[®\-@gf), nicht aber von der Mittelbreite
(DN +Dg)/2.

Dariber hinaus ist die Abbildung konform auf den beiden
Standardparalldkreisen. Die Gesamtfléache des abgebildeten Gebiets ent-
spricht der Flache im Urbild, die Abbildung ist jedoch nicht Uberall fl&-
chentreu.

Einsatzgebiete

Ursprung

Entwickelt von Patrick Murdoch im Jahre 1758 [32]. In der urspriinglichen
Form entsprach die Gesamtflache des abgebildeten Gebietes nicht der im
Urbild. Diese Forderung wurde erst durch die Modifizierung der Projekti-
onskonstanten von Alfred E. Y oung im Jahre 1920 erfullt [40].
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUIDISTANT CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL ®g

PTOLEMY’S PROJECTION

cone constant

n=sin®,

direct equations, polar coordinates
a =nA
r =R(®, +cot ®, - ®)

direct equations, cartesian coordinates
X =R(®, +cot d, —d)cos(n/\)
y =R(®, +cot P, —d)sin(nA\)

left Jacobi matrix

. :%:AA Or(: E:% —ORE

left Cauchy-Green deformation tensor

n?(®, +cot ®, —~d)*> 0
[C]= 2
0 R

left distance function

ds’ =R’n*( &, +cot ®, - ®)*dA\* + R*dd?

left principal stretches

_n(®d, +cot P, - D)
cos®

A, =1
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left eigenvectors

u,= 1 G, !
Rcos® R

maximum angular deformation

0= 2arcsir'| n( P, +cot ®, —P) —cosd|
|n( @, +cot ®, — ) +cosd|
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant

n=sin®,
inver se equations

A=2
n

® =P, +cot P, —lR

right Jacobi matrix
Ao B of
J,:%“ q)f%:cn =
SR s

right Cauchy-Green defor mation tensor

BRZ r
—sin?(®, +cot®, -—) 0
C,1=5" R

E 0 1

right distance function

I

2

ds? =X sin?(a, +oot®, - )da? + dr?
n R
right principal stretches

R . r
=—sn(®P, +cotd, ——
}‘1 nr ( 0 0 R)
)\2 =1

right eigenvectors

1
ul:?gl u, =9,

. .J’;:?:_"-’}i?'



EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches and polar coordinate r

0.5

0
-90 -15 0 15 30 45 60 75

spherical latitude [°]

90

left principal stretches and polar coordinate r

-90 -30 -15 0 15 30 45 60 75

spherical latitude [°]
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

. .J’;:?:_"-’}i?'

minimum polar coordinate rmin

rmin :I’((D :g) :R(COt CDO +q)0 _g)

maximum polar coordinate r max

r =r(q>=—g) =R(cot ®, + P, +g)

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o= 0°



EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Ptolemy’s projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard paralld ®,=30°)




EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUIDISTANT CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF TWO
STANDARD PARALLELS ®;,®,

DE L'ISLE’'SPROJECTION

cone constant

_cos®, —cosd,
D, -,

direct equations, polar coordinates

a =nA
Hn (g -®,)cosP, —(g —CDz)coscblE
r :RE(E_q))‘l‘ C

cos ®, —cosd, E

direct equations, cartesian coordinates

H - (lT -®,)cosP, —(lT -®,)cosP, H
X = RE(E -0) + 2 2 Leos(nA)

cos®, —cosd,

H - (12T -®,)cosP, - (12T -®,)cosdP, H
y=RU—--®)+ Lsin(nA)
ﬁ 2 cos®, —cosdP,

left Jacobi matrix
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left Cauchy-Green deformation tensor

H H (E—db)cosq) —(E—q) )cos® g H

aqznz mn —P)+ 2 ' 2 2 § ' ] 0 0

2 ) cos®, —cosd g

[c.]=D0 1 2 ﬁ 0
| U

] 0 il

left distance function
T T g
H - (= —-P)cosP, — (- —D,)cosP,
ds? = R — @) + 2 2 OdA + R2dd?
2 cos®, —cosP,

left principal stretches

(12T -~ ®)(cos P, —cosP,) +(12T —-®,)cosP, —(12T -®,)cosd,

cos P(cosP, —cosP,)

left eigenvectors

U, = 1 G, !
Rcos® R

maximum angular deformation

(cos @, —cos,CDZ)En(]ZT ) —cos¢§+ (]2T -®,)cosd, - (]2T -®,)cosd,

Q =2arcsn

(cosd, —cosd)z)En(; -®) +cos¢§+ (]2T -®,)cosd, - (]2T -®,)cosd,




EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

cone constant

_cos®P, —cosd,
D, -P,

inver se equations

A=<
n
(E -®,)cosd, - (E -®,)cosd,
b= 2 2 +E—L
cos®, —cosd, 2 R

right Jacobi matrix
Ao B oof
J,:%“ q)f%:cn =
S
right Cauchy-Green defor mation tensor

H 2 E(E -®,)cosP, —(2 -®,)cosd,

BR—ZCOSZD 2

n cos®, —cosP

cl=g" f LTeos®s
]

@ 0
right distance function

T T
- R ZE(Z -®,)cosd, —(E -®,)cosd,
= —-Cos -

r
n cos®, —cosdP, R

0

I

OO0

H
[do® +dr?
i



EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

H(; —-®,)cosP, —(2—(1)2)0056131 ] :

A = R os -—0
nr ﬁ cos®, —cosd, Rﬁ
A, =1

right eigenvectors

1
ulz?gl u, =9,
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches and polar coordinate r

-15 0 15
spherical latitude [°]

30

left principal stretches and polar coordinate r

®,=30°, ®=60°

®,=20°, ©»=70°

-30 -15 0 15

spherical latitude [°]

30
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum polar coordinate rmin

E(g - ®,)cosP, —(]2T -®,)cosP, H
Ul

2 ﬁ cos®, —cosd, ﬁ

maximum polar coordinate r max

H (; -@,)cosP, —(]2T -®,)cosd, H
Ul

o T( A=) =RUT+
cos®d, —cosd, ﬁ

rm

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Del'lde€sprojection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels ®,=30°, ®,=60°)




EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUIDISTANT CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL @1, POINTED POLE

MENDELEEV’S PROJECTION

cone constant
cosd,
n=

_ch

NS

direct equations, polar coordinates
a =nA

Tt
r=R(z-®
5 -®)

direct equations, cartesian coordinates

X= R(g - ®) cos(nA)

y= R(’—zT —®)sin(nA)
left Jacobi matrix

. :%i: Or(: E:% —ORE

left Cauchy-Green deformation tensor

_ B?an(’—;—cb)? o

[Cal = E 2 ” E

left distance function

ds? = Rznz(g —®)2dA? + R?dd?
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretches

(" - o)
A=—2
' cos®

A, =1

left eigenvectors

1

1
= G Uu,==G
' Rcos® * > R ?
maximum angular deformation
n(E—CD)—COSCD

Q =2arcsin

n(T2[ - ®) +cosP
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

cone constant

inver se equations

>
Il

S
11

NI o
|

r
R

right Jacobi matrix

right Cauchy-Green defor mation tensor

HRcos()OH

Nk  f

right distance function

2

ds® = R—zcos2 (LR)dCXZ +dr?
n
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

R r
A, = —cos(—
i S(R)

A, =1
right eigenvectors

1
u=-g9, u, =9,

52



EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches and polar coordinate r

left principal stretches and polar coordinate r

0
-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90
spherical latitude [°]

-90 =75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90
spherical latitude [°]
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

minimum polar coordinate rmin

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o =0°



EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Mendeleev's projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel ®,=30°)




EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE .-
LOW-ERROR EQUIDISTANT CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF TWO
STANDARD PARALLELS
MURDOCH Il - PROJECTION
cone constant
sin( ) gin( P = Ps an( " Ps
n= 2
BCDN — Py g
o 2 0O
direct equations, polar coordinates
o =nA
r = R =P o P =P o P * P, P “D cDH
0 2 2
direct equations, cartesian coordinates
X = RBCDV ~ % cot( Dy _q)s)cot(q)“‘ +CDS)+ Oy *Ps —CDH:os(n/\)
2 2 0
y= RB% cot( cDS)cot(q)N +CDS)+ O *+Ps —CDEsin(n/\)
2 2 2 O
left Jacobi matrix
J, = A me — 0
R P -R
left Cauchy-Green deformation tensor
HQZHZBCDN _(DSCO'[((DN _CDS)Cot((DN +CDS)+(DN +®g —Cbg 0 H
_u 0o 2 2 2 2 0 U
[C]= 0 U
g ° © B

left distance function

+ +
ds? = RZnZH(DN % cot( 2 . v =Py oo P 2¢S)+ Ou zq’s —cbgd/\z + R D>
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

oy

-.\-\\. a

left principal stretches

q)s)_l_ D, + P —CDH

1

cosd] 2
A, =1

left eigenvectors

U, = 1 G, !
Rcos® R

maximum angular deformation

- - +
A =" B% q)scot(q)“‘zq)s)cot(q)“z

D, P o, —P )
nB NS cot(—"——2)cot(—"
0 2 2

Q =2arcsn

g

nB % 5 s cot( Dy z_q)s)cot(q)“‘

2
+0 o, +P
5 )+ N2 S—CDQ—COSCD
+ +
CDS)+CDN s —CDH+COSCD
2 2 O
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

cone constant
+ —_— —_—
sin( P " Py gin( P = Psy g P = Ps)
= 2 2 2
BCDN _CDS g
O 2 0O
inver se equations
A=<
n
- - +
b= CDN CDS COt( CDN CDS)COt(CDN CDS)+ CDN +¢)S _L
2 2 2 2 R

right Jacobi matrix
Ao B of
J,:%“ q)f%:cn =
SRR s

right Cauchy-Green defor mation tensor

O, + D

2 — —
BR—sinZBCDN ®s cot( Sy cDS)cot((DN +¢S)+
2 2 2

n’ 2
[Cd=g" "
0 0
U
right distance function
2 LR - - + +
ds’ :R—zanB ki cot( ! cDS)cot(q)N CDS)+ Pn *Ps _
n O 2 2 2 2

'H oH
RO 0
0

10

0
LE[10(2+dr2

RO
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

P ot P =@

(DN+CDS_LH

- +
A, = Rgnf S syoot( D FPsy 4
nr g 2 2

A, =1
right eigenvectors

ulz?gl u, =9,

2

RO
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

15

14r-

1.3

1.2 ~

left principal stretches and polar coordinate r

0.6

0.5 | |

®s=30°, ;=60°

|
30 35 40 45
spherical latitude [°]
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EQUIDISTANT CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

minimum polar coordinate rmin

() o, - b, +D O. -0
S cot( N2 2) cot( N2 3)+—=2 NH

2

o -
r. =r(d=0 :RB N
min ( N) |:| 2

maximum polar coordinate r max

~d, D -0 O+, D, -]
I :r(CD:CDS):RE%2 = cot( N2 =) cot( N2 S)+—~ s

2
angle of intersection of coordinate lines, left versusright
A=90° a=90°
left angular shear

o= 0°



KONFORME KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

3-2. KONFORME KEGELABBILDUNGEN
DER KUGEL

In diesem Abschnitt soll zunéchst ein Uberblick iiber die behandelten speziellen Kegelab-
bildungen hinsichtlich ihrer Eigenschaften, Einsatzgebiete und Entstehungsgeschichte gege-
ben werden, bevor dann im Anschluf3 die einzelnen Abbildungen ausfihrlich vorgestellt wer-
den.

Die nachfolgend beschriebenen Eigenschaften der einzelnen Abbildungen gelten wiederum
nur fur den Fall einer normalstandigen Kegelabbildung, die als Hauptpunkt den Nord- oder
Sldpol der Kugel besitzt. Fur die zu jeder Abbildung gehdrenden Diagramme und Weltkarten
wird als Hauptpunkt der Nordpol gewahit.

An dieser Stelle werden samtliche Einsatzgebiete der behandelten Abbildungen aufgefihrt,
unabhéngig davon, ob als Urbild die Kugel oder das Rotationsellipsoid zugrunde liegt.

Bel den hier behandelten speziellen Kegelabbildungen der Kugel handelt es sich um die fol-
genden konformen Abbildungen:

KONFORME KEGELABBILDUNG,
AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN ®;UND @,

Andere Bezeichnung - LAMBERT konfor me K egelabbildung
- Orthomorphe K egelabbildung (conical orthomorphic)
Eigenschaften Samtliche Parallelkreise, mit Ausnahme der Pole, werden als Bogenstiicke

konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso grof3er, je weiter man sich von den beiden Standardparallelen
nach Norden bzw. nach Siiden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird als Punkt abgebildet, der andere Pol
wird im Unendlichen abgebildet.

Die beiden gewdhiten Standardparalldkreise werden aquidistant
abgebildet, besitzen also den Malistab 1. Entlang aller anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Die
Abbildung ist mit Ausnahme der beiden Pole tberall konform.

Wetluftfahrtkarte 1 : 1 000 000

Luftfahrtkarten 1 : 500 000

Ubersichtskarten aller Staaten der USA

Karten der Alauten-1nselkette

Mondkarten

Karten von Merkur, Mars sowie von einigen Jupitermonden

Einsatzgebiete

A2 A2

Ursprung Entwickelt von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) im Jahre 1772. Er
stellte die Abbildungsgleichungen sowohl fir die Kugd als auch fir das
Rotationsellipsoid vor [29].
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KONFORME KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

R

KONFORME KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS @,

Die Abbildungsgleichungen fir den Entwurf mit einem Standardparallelkreis gehen aus den Gleichung-
en fur zwvei Standardparallelkreise hervor, indem man z.B. den Grenziibergang @, = @, durchfihrt.

Andere Bezeichnung

- LAMBERT konfor me K egelabbildung
- Orthomorphe K egelabbildung (conical orthomorphic)

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, mit Ausnahme der Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso grof3er, je weiter man sich vom Standardparallelkreis nach
Norden bzw. nach Siden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird als Punkt abgebildet, der andere Pol
wird im Unendlichen abgebildet.

Der gewahlte Standardparallekreis wird aquidistant abgebildet, besitzt also
den Mafdstab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist der Mal3stab zwar
verschieden von 1, aber konstant. Die Abbildung ist mit Ausnahme der
beiden Pole Uberall konform.

Einsatzgebiete

Ursprung

Entwickelt von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) im Jahre 1772 [29].
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

CONFORMAL CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF TWO STANDARD PARALLELS ®@;,®,

LAMBERT CONFORMAL CONIC PROJECTION

cone constant

0s®P,
In
%osd)zﬁ
inBan(™ - P2y B- inBan(® - $2)H
o 4 2'g g 4 2

U

n=

direct equations, polar coordinates

a =nA
Hran("- )
tan(— - —
RcosCDlD (4 Z)D
G
4 2

4 2
mnm é
Htan(———)g
:Rcosq)lD 4 2 0 sin(nA)
n Dan(E—&)D
SRR
left Jacobi matrix
an 0 O
a O O
O O
‘]I :ng QE:D a CD |:|
r r n_%
A ) BO _ Rcos®, Htan(4 Z)QS
cos® ﬁlann CDl)ﬁ
] 2 2RE



CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

i

left Cauchy-Green deformation tensor

m o
A _ cosd, Htan(4 Z)Q
1 cos® n &[0
ey =)0

m ¢
A _ cos®, Htan(4 Z)Q
27 cosd [ NN
H[an(4 7)5

left eigenvectors

U, = 1
Rcos®

1

maximum angular deformation

Q=0




CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

cone constant

SO E
In
= %osd)2

- m P, n_d,
InE{an(4 —Z)Q— InE{an(4 2)@

inver se equations

N=—
1l n
b= —Zactmﬂm(ﬂ—&)ELgD
H 4 2 Rcos®, B

right Jacobi matrix

S| Q

N

Ztm(Z—q;l)(ancosdJI)%

i
0 1
O n
0
J :%a ArE:D
r « ® 00
0
O 0 -
0
:

rnE(RcostDl)% + tanz(z - q;l)(rn)%
U

EEEDDDDDDDED
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right Cauchy-Green defor mation tensor

H 4R2tan2(5—&)(ancos¢l)% H
0 4 2 0 0
U 0
Dan(Rcos¢l)%+ tanz(E—&)(rn)% g 0
[C,]=D 42 : o i
B 4R2tan2(z—21)(ancos¢l)% B
: O g el
O 2,2 4 2,1 1 740
r‘n"{Rcos®,) "+tan“(— ——)(rn)’"
H 5 1 4 o )(rn) 5
right distance function
®
4R2tan2(1[——1)(eros<Dl)% 4R2tan2(1[—&)(ancosd>l)%
dSZ_ 4 2 d02+ 4 2 dr2

nZE(Rcos¢1)%+tanz(Z—q;l)(rn)%g rZHZE(RCOS¢1)%+tanz(z—q;l)(m)%g

right principal stretches

2Rtan(1—T—&)(ancosd>l)%
A, = 4 2

rnE(Rcosq)l)% + tanz(lT—&)(rn)% H

O 4 2 O

2Rtan(E—&)(ancos¢l)%
A, = 4 2

rnE(Rcosq)l)% + tanz(E—&)(rn)% H

l 4 2 0

right eigenvectors

1
ulz?gl u, =9,
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

45

25

15

left principal stretches and polar coordinate r

®,=30°, ®=60°

-15 0 15
spherical latitude [°]

90

3.5

25

left principal stretches and polar coordinate r

0.5

®,=20°, ©»=70°

0
-90

=75

-15 0 15
spherical latitude [°]
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

. _J"’:}I:?}_-”}

minimum polar coordinate rmin

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Lambert conformal conic projection: world map and left Tissot indicatrices
(30° x 15° - graticule, standar d parallels ®,=30°, ©,=60°)




CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

CONFORMAL CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF THE STANDARD PARALLEL ®g

LAMBERT CONFORMAL CONIC PROJECTION

cone constant

n=sin®,

direct equations, polar coordinates

a =nA

Han(™- ) B

r =RcotA, D#D

o

direct equations, cartesian coordinates

Htan( ) H

X = RcotA Dﬁiq)zﬂ cos(nA\)
el
Htan( ) H

y = RcotA Dﬁizg sin(nA\)
H[ G 2F

left Jacobi matrix

H H

an 0 a

O 0

a 0 O
JF%“ m%m n_o 00
= cos® ﬁtann CDO)DD

i 2200
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left Cauchy-Green deformation tensor

Htan(™- %) = E
Eﬁznzcot D, 54725 0 =
6.1=0 sl :
KL |:| T[ ¢ gnD
O Htan— —) 0 Qg
= 0 R?n? cot? ?, 5 4 2’ 0 g
cos’d [ T D, [
ar]i—i
: - 500
left distance function
Htan(E—g)g 221 ot Htm(ﬂ—g)g
ds? = R?n?cot? d, 04 2 [0 a2 + ———° U 4 2 0 gop?
(7_& cos” ® Dan(E—&)D
1 ERAVIRC R

left principal stretches

Ej
=
-b\:l
I\)"e-

N

(@]
(@]
(%))
e
10
s
4>\:|
N\oe

\ =
©

I:I:I
3
4>\:|
N\\/G
i o P

1]
2

N

N\O

left eigenvectors

1 1
U 1 = 1
Rcos®

maximum angular deformation

Q=0
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

cone constant

n=sin®,

inver se equations

10

U
= L 2arctan aan(lr - &) r U
2 4 2 HRcot®d, E}

B

right Jacobi matrix

S|

o

2tan(2[ —CDZO)(Rr cot )7

(&
1
Q Q
e >
1
dmMmOOooogoC4

nr{Rcot )" + tanz(E—&)r%
0 4 2

%DDDDDED
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right Cauchy-Green defor mation tensor

(0]
H 4R tan? (M- 20)(Rr cot ) H
O [0} O
DnZE(Rcot CDO)% +tan2(E——°)r%g 0
=] vet o .
. AR tan? (M- 20)(Rrcotd,) o
0 0 4 2 . J
2 2
] anZE(Rcot CDO)/1 +tan2(1—T——°)rA g H
H 0 4 27 0f

right distance function

®
4R tan? (" - 20 (Rr cot &)
ds? = 4 2 daZ +
an(RcotCDO)% +tan2(1[—&)r%g anZE(Rcot CDO)% +tan2(E—&)r%g
0 4 2 0 0 4 2 0

aR? tan* (" - C0)(Rr cot )
4 2 dl’2

right principal stretches

()
2Rtan(" - “O)(Rr cotd,) 0
A, = 4 2

an(Rcot CDO)% +tan2(1—T—&)r%H
d 4 2 a

oRtan(" - Po)(Rr cot @)

A, = 4 2

an(Rcot CDO)% +tan2(1—T—&)r%H
d 4 2 0

right eigenvectors

1
ulz?gl u, =9,
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

35F

15

left principal stretches and polar coordinate r
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0
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-15
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

. _J"’:}I:?}_-”}

minimum polar coordinate rmin

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Lambert conformal conic projection: world map and left Tissot indicatrices
(30° x 15° - graticule, standard par allel ©;=30°)




FLACHENTREUE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

3-3. FLACHENTREUE KEGELABBILDUNGEN
DER KUGEL

In diesem Abschnitt soll zunéchst ein Uberblick iiber die behandelten speziellen Kegelab-
bildungen hinsichtlich ihrer Eigenschaften, Einsatzgebiete und Entstehungsgeschichte gege-
ben werden, bevor dann im Anschluf3 die einzelnen Abbildungen ausfihrlich vorgestellt wer-
den.

Die nachfolgend beschriebenen Eigenschaften der einzelnen Abbildungen gelten wiederum
nur fur den Fall einer normalstandigen Kegelabbildung, die als Hauptpunkt den Nord- oder
Sldpol der Kugel besitzt. Fur die zu jeder Abbildung gehdrenden Diagramme und Weltkarten
wird als Hauptpunkt der Nordpol gewahit.

Wiederum werden samtliche Einsatzgebiete der behandelten Abbildungen aufgefiihrt, unab-
hangig davon, ob als Urbild die Kugel oder das Rotationsellipsoid zugrunde liegt.

Bel den hier behandelten speziellen Kegelabbildungen der Kugel handelt es sich um die fol-
genden flachentreuen Abbildungen:

FLACHENTREUE KEGELABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEN BEIDEN
STANDARDPARALLELKREISEN ®; UND @,

Andere Bezeichnung ALBERS flachentreue K egelabbildung

Eigenschaften Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso kleiner, je weiter man sich von den beiden Standardparallelen
nach Norden bzw. nach Siden entfernt. Im Gebiet zwischen beiden sind
diese Abstande am grofiten. Die Meridiane werden als Geraden abgebildet
und schneiden die Parallekreise im rechten Winkel.

Die beiden gewdhiten Standardparalldkreise werden aquidistant
abgebildet, besitzen also den Maldstab 1. Entlang aler anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Der
Mal3stabsfaktor in einem beliebigen Meridianpunkt ist der Kehrwert des
Maldstabsfaktors in Richtung des zugehérigen Paralldkreises. Beide
Standardparallelen werden zudem konform abgebil det.

Einsatzgebiete ale Einzelkarten des ,,National Atlas* der USA (1970)
Karten der USA mit Mal3stdben 1 : 2 500 000 oder kleiner
Tektonische Karte der USA

Geologische Karte der USA

Karten von Indien mit Mal3stdben < 1 : 1 000 000

Karten von Teilen Afrikas und Europas

N2\ 2N AN

Ursprung Entwickelt von Heinrich Christian Albers (1773-1833) im Jahre 1805 fir
die Kugel. Diese Abbildung wurde erstmals 1817 fir eine Karte Europas
verwendet [2].
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FLACHENTREUE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

FLACHENTREUE KEGELABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS &,

Die Abbildungsgleichungen fir den Entwurf mit einem Standardparallelkreis gehen aus den Gleichun-
gen fur avel Standardparallelkreise hervor, indem man @,= @,= @, setzt. Dieser Fall besitzt so gut wie
keine praktische Bedeutung.

Andere Bezeichnung ALBERS flachentreue K egelabbildung

Eigenschaften Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso kleiner, je weiter man sich vom Standardparallelkreis nach
Norden bzw. nach Suden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel.

Der gewahlte Standardparallelkreis wird aquidistant abgebildet, besitzt also
den Mafstab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist der Maldstab zwar
verschieden von 1, aber konstant. Der Maf3stabsfaktor in einem beliebigen
Meridianpunkt ist der Kehrwert des Maldstabsfaktors in Richtung des
zugehorigen Paralelkreises. Der Standardparallelkreis wird zudem
konform abgebil det.

Einsatzgebiete

Ursprung Entwickelt von Heinrich Christian Albers (1773-1833) im Jahre 1805 fir
dieKugd [2].

FLACHENTREUE KEGELABBILDUNG,
PUNKTARTIGESBILD DESHAUPTPUNKTES,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS &,

Sonderfall der ALBERS flachentreuen Kegelabbildung mit 2 Sandardparallelen, der dadurch entsteht,
daf fur eine der beiden Standardparallelen der Nordpol (@ = 90°) gewahlt wird.

Andere Bezeichnung L AMBERT flachentreue K egelabbildung

Eigenschaften Alle Paraldkreise, mit Ausnahme des Hauptpunktes, werden als
Bogenstiicke konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstdnde benachbarter
Parallelkreise werden umso kleiner, je weiter man sich vom Nordpol
entfernt. Die Meridiane werden als Geraden abgebildet und schneiden die
Parallelkreise im rechten Winkel. Der Hauptpunkt wird als Punkt abgebil-
det.

Der gewdhlte von ®=90° verschiedene Standardparallekreis wird
aquidistant abgebildet, besitzt also den Maldstab 1. Entlang aller anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Der
Mal3stabsfaktor in einem beliebigen Meridianpunkt ist der Kehrwert des
Maldstabsfaktors in Richtung des zugehdrigen Parallekreises. Der von
@®=90° verschiedene Standardparallekreis wird zudem konform
abgebildet.

Einsatzgebiete -

Ursprung Vorgestellt von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) im Jahre 1772 [29].
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FLACHENTREUE L OW-ERROR-KEGEL ABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF ZWEI STANDARDPARALLELKREISEN

Diese flachentreue Kegelabbildung besitzt im allgemeinen zwei Standardparallelen, die allerdings
nicht vorgegeben werden, sondern aus der nordlichen und stdlichen Kartenbegrenzung @y und @s
berechnet werden konnen. Diese Abbildung weist die kleinste maximale Winkelverzerrung aller fla-
chentreuen Kegelabbildungen auf.

Snnvolle Werte fur die Hauptstreckungen dieser Abbildung erhélt man nur dann, wenn die beiden
Kartenbegrenzungen nicht symmetrisch beziiglich des Aquators gewdhlt werden, da andernfalls die
Projektionskonstante n und somit die Hauptstreckungen zu Null wer den.

Andere Bezeichnung

TI1ssoT-Abbildung

Eigenschaften

Die Parallelkreise werden im allgemeinen als Bogestiicke konzentrischer
Kreise dargestdlt. Wird als nordliche Kartenbegrenzung der Nordpol
gewdhlt, so wird dieser punktférmig abgebildet, andernfalls als
Kreisbogenstiick. Die Meridiane werden als Geraden abgebildet und
schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel.

Die beiden Standardparallelkreise werden aquidistant abgebildet, besitzen
also den Malstab 1. Entlang aller anderen Parallekreise ist der Mal3stab
zwar verschieden von 1, aber konstant. Solange als nordliche
Kartenbegrenzung nicht der Nordpol gewahlt wird, besitzen die beiden
Begrenzungsparallelkreise denselben Malistab; dieser ist der Kehrwert des
kleinsten in da Karte vorkommenden Malistabs entlang eines
Parallelkreises. Beide Standardparallelkreise werden dann zudem konform
abgebildet, wenn als nordliche Kartenbegrenzung nicht der Nordpol
gewahit wird.

Die beiden Standar dpar allelen berechnen sich zu

®, =arcsin(n —n* -2na+1)
®, =arcsin(n +4/n” —2na+1)

(Zur Définition von n und a siehe Seite 102)

Einsatzgebiete

Ursprung

Entwickelt von Nicolas Auguste Tissot (1824 — 1897) im Jahre 1881 [39].
Die Tatsache, da3 diese Abbildung die kleinste maximale Winkel-
verzerrung aler flachentreuen Kegelabbildungen liefert, wurde allerdings
erst spater von Kavrayskiy festgestelt [28].
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUAL-AREA CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF TWO

STANDARD PARALLELS ®;,®,

ALBERSEQUAL-AREA CONIC PROJECTION

cone constant

n :%(sin ®, +sind,)

direct equations, polar coordinates

a =nA

r :E\/cos2 ®, +2n(sin ®, —sin ®)
n

direct equations, cartesian coordinates

X = g\/cos2 ®, +2n(sin®, —sin®) cos(n/\)

y :%Jcosz ®, +2n(sin ®, —sin®) sin(nA\)

left Jacobi matrix

n 0

J, = A Oo :D
"THr 1 %O Rcos®

\/cosz ®, +2n(sin®, —sin®)

I o

left Cauchy-Green deformation tensor

EBZ (cos® @, +2n(sin @, —sin®)) 0

[c.]1=0O 0 R? cos’ ®

cos® @, +2n(sin @, —sin®)

left distance function

R? cos® ®

]
U
]

ds® = R*(cos® &, +2n(sin @, —sin ®))dA* +

cos” @, +2n(sin ®, —sin ®)




PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretches

®, +2n(sin P, —sind)

2
A, = JJcos

A\

cosP
cosP

:" |Jcos?

left eigenvectors

®, +2n(sin d, —sin®)

1 1
= G Uu,==G
' Rcos® * > R ?
maximum angular deformation
2 + ; e _ 2
Qz2arcsin|cos @, +2n(sin d, —sin ) —cos CD|

|cos® &, +2n(sin @, —sin ®) +cos® @ |
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant

n :%(sin ®, +sind,)

inver se equations

/\:g
n
®= E—arccosERZ(COSZ ®, +2nsin®,) - r?n? a
2 0 2R°n C
right Jacobi matrix
1
H= 0 :
J = %a A E_ an 2 O
. ' 0 0 - 42 2 2 . 2.2)2 U
0 \/4R n —(R (cos” @, +2nsin®d,)-r°n ) 0

right Cauchy-Green defor mation tensor

B4R“n2 —(Rz(cos2 ®, +2nsin®,) —r2n2)2 0 g

[C ]:D 4R%n* O

KiITO 0 4R%r*n* O

E 4R'n? - (R?(cog® @, +2nsin®,) —r2n?)? E

right distance function

4s? = 4R“n2—(R2(cos2 ®, +2nsin q)l)—rznZ)2 do?+ 4R?r?n* ar?

- 2,4 4.2 [52 2 : 2,212

4R"n 4R™n (R (cos® @, +2nsin®,)-r°n )
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

_ \/4R4 2 —(Rz(cos2 ®, +2nsin®,) - r2n2)2
2Rrn?
2Rrn?

i \/4R4n2 —(Rz(cos2 ®, +2nsin®,) - r2n2)2

)\l

A

right eigenvectors

1
u=-g9, u, =9,



PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

25

15

left principal stretches and polar coordinate r
f

®,=30°, ®=60°

0
-90 =75 -60 -45 -30 -15 0 15
spherical latitude [°]

30

25f— s

15F

left principal stretches and polar coordinate r

-90 =75 -60 -45 -30 -15 0 15
spherical latitude [°]

30

45

®,=20°, ©»=70°
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum polar coordinate rmin

2RJ/1-sin ®,(1-sin®,) +sin®
(n =r(@= ) = 2SN LS ;) 4,
2 sn®, +sin®,

maximum polar coordinate r max

2R/1+sin ®,(1-sin®,) +sin®
(e =r(@=- 1) = 2L IS LN ;) 45D,
2 sn®, +snod,

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Albersequal-area conic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard par allels ®;=30°, ®,=60°)




PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUAL-AREA CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL ®g

ALBERSEQUAL-AREA CONIC PROJECTION

cone constant

n=sin®,

direct equations, polar coordinates

o =nA

r :E\/n2 -2nsin® +1
n

direct equations, cartesian coordinates

X :E\/n2 -2nsin® +1 cos(nA)
n

y :E\/n2 -2nsin® +1sin(nA\)
n

left Jacobi matrix

n 0

~ Rcos®
Jn2 -=2nsin® +1

_(_a
11
]
> >
& eQ
11
| .
o

]
U
U
U
U

left Cauchy-Green deformation tensor

H?Z(n2 -2nsin® +1) 0
[C 1= 0 R? cos® @
E n®-2nsin®+1

left distance function

2 2
R cos” ® 42

ds* =R*(n* —2nsin ® +1)d/\’ +— _
n°--2nsn®+1
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretches

_Jn? —2nsin®+1
cos®
cos®

2 = -
Jn? =2nsin® +1

/\l

A\

left eigenvectors

1
U, = 1 G,
Rcos® R

maximum angular deformation

In? —2nsin ® +1-cos® @|

Q = 2arcsini—; : 5
In? —2nsin ® +1+cos® ®|
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant

n=sin®,

inver se equations

N\=

NI 5|

o= —arccosléhz(RZ —r2)+R2E

2R?n

right Jacobi matrix

i 0 H
J = %“ A, E: on 2 0
r ® 0 2rn 0
a r |:| O - |:|
s \/4R4n2 _(nz(Rz —I’2)+ Rz)z :
right Cauchy-Green defor mation tensor
B4R4n2 _(nz(Rz —r?)+ Rz)z 0 H
(c,]="C 4R%n* O
“IT0O 0 4R%r*n* 0
% ARN2 _(nz(Rz “r7)+ R2)2 %
right distance function
4.2 [2/p2 _.2 2)2 2,24
dSZ:4Rn (n(R24r)+R) da® + 4.2 42Rr2n2 22dr2
4R’n 4R'n? -(n?(R? -r2) + R?)
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

N _\/4R4n2 _(nz(Rz_rz)_l_Rz)z
=

2Rrn?

2
A 2Rrn

2 \/4R4n2 _(nz(Rz _r2)+ Rz)z
right eigenvectors

1
u=-g9, u, =9,
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches and polar coordinate r

left principal stretches and polar coordinate r

5

15

T

-15 0 15
spherical latitude [°]

30

3.5

251

15F

05

-90

-15 0 15
spherical latitude [°]
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

minimum polar coordinate rmin

o =r(@= T = R8N0
2" sno,

maximum polar coordinate r max

F e :r(QJ:—lT) :M
2 snd,

angle of intersection of coordinatelines, left versusright
A=90° a=90°
left angular shear

o= 0°
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

Albersequal-area conic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel ®,=30°)

.OOO‘ 2




PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUAL-AREA CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL @1, POINTED POLE

LAMBERT EQUAL-AREA CONIC PROJECTION

cone constant
®
n = cos’ (E -1
4 2

direct equations, polar coordinates

a =nA
r= 2Rsm(———)

Jn

direct equations, cartesian coordinates

_2R
—sin(— ——) cos(n/\
= s 2)cosn)
2R
—sin(—-—)sin(nA
y=-anty 2)snn)
left Jacobi matrix
H n 0 H
‘]I :g/\ GQE:D D
r/\ r‘I’ = 0 —ECO E—E D
37 TR T2)g
left Cauchy-Green deformation tensor
H4R2nsin2(g—%) 0 H
[CKL]:|:| R2 T q) |:|
ﬁ 0 —cos (——E ﬁ

left distance function

2

ds® = aR%nsin> (% = Dyan2 + B cos? (- Py dor?
4 2 n 4 2
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretches

___An
ME T e
cos(, =)
4 2
cos(E—E)
/\2:4—2
Jn

left eigenvectors
1 1

1

U 1
Rcos®

maximum angular deformation

Tt
n-cos’(- —
4

Q =2arcsin
,, T

n+cos’ (— -
4
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant

n :cosz(E—&)
4 2

inver se equations

A=2
n
:E—Zarcsm rn
2 2R
right Jacobi matrix
1
A HE o H
e MO O
I % ® E O 2n O
a r 0 0 - 0
0 4R* -r°nQ
right Cauchy-Green defor mation tensor
2 2 _ .2
E[ (4R : r<n) 0 H
[C,]=0 4Rn O
IO 0 4R’n [
H AR —r°ni]
right distance function
2 2 _ .2 2
d82 :Mda2 +ﬂdr2

4R?n 4R? -r?n

R



PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

A 4R? -r°n
' 2RJ/n
_ 2Rn
A, =

right eigenvectors

u, =

}9
r 1

u, =9,
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches and polar coordinate r

left principal stretches and polar coordinate r

25

15

-15 0 15
spherical latitude [°]

90

35

15

0
-90

-15 0 15
spherical latitude [°]
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

minimum polar coordinate rmin

2R

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°

m P,
cos(———+
S, =)
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

L ambert equal-area conic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel ®,=30°)




PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

LOW-ERROR EQUAL-AREA CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF TWO
STANDARD PARALLELS

TI1SSOT’S PROJECTION

cone constant

+
n= gn(w)

direct equations, polar coordinates

= nA\
a n 7 1H n COS(*)H
. . [l 2 l
=R./—(a-sin® mit a:=— +
r ,/n(a sin®) 20 @, —cps) %

direct equations, cartesian coordinates

X = R‘/%(a—sinCD) cos(nA\)
y= R,/%(a—sind)) sin(nA\)

left Jacobi matrix

0

5

_ Rcos®

n‘/g(a—sinCD)
n

~
11
AUln
> >
& eQ
11
OOOoOoOord
o
OOOoOoOord
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left Cauchy-Green deformation tensor

E{ZRZn(a —-sin®) 0
[c.]1=0 0 R’cos’®
2n(a —sinCD)H

left distance function

2 2
ds® = 2R?n(a-sin®)dA® + —~ % P2
2n(a-sin®)
left principal stretches
n‘/g(a—sinCD)
A, =0
cosd
A, = 2cos,CD
n‘/—(a—sinCD)
n
left eigenvectors
1 1
U, = G U,==G
' Rcos® * > R ?

maximum angular deformation

0 = 2arcs n| 2n(a —sin ®) - cos® ®|
2n(a —sin ®) +cos? O
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant

+
n= gn(w)

inver se equations

a _
N=— H n COS( q)N CDS)H
) mit a':ED 2 g
® ="~ arccosa - L0 | ZDos(q)N _CDS) .
2 2R? EC 2 " E
right Jacobi matrix
- 0 H
J = a r :En ]
' o 0y - 2nr 0
. ' |:| \/4R4 _ 24 _¢2 2 |:|
M (2R"a-rn)"
right Cauchy-Green defor mation tensor
R* -(2R*a-r?n)?
? 4R*n? 0 E
[Cul= 2,12, 2
U 0 4R°n“r U
E 4R* - (2R*a-r?n)? E

right distance function

ds?

4R?n?

4 _ 24 _v2,\2
_4R"-(2R%a-r"n) 4o’ +

4R* - (2R*a-r?n)?
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

_ \/4R4 -(2R*a-r?n)?
2Rnr
2Rnr

’ \/4R4 -(2R*a-r?n)?

)\l

A

right eigenvectors

1
ulz?gl u, =9,
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum polar coordinate rmin

e T(©=0,) =R Z(@-sn0,)

maximum polar coordinate r max

e =T(®=04) =R [(a-sin®y)

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

5=0°
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

3-4. PERSPEKTIVISCHE

KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Im Falle perspektivischer Kegelabbildungen werden Punkte der Kugeloberflache von einem
Projektionszentrum aus auf einen Kegel abgebildet. Als Projektionszentrum wird im allge-
meinen ein Punkt gewahlt, der entweder in der Aquatorebene oder aber auf der Geraden durch
die Punkte M (Kugelmittelpunkt) und S (Kegelscheitel) liegt. Fur beide Falle sollen im fol-

genden die allgemeinen Abbildungsgleichungen hergeleitet werden.

0] Zunéchst sollen die allgemeinen Abbildungsgleichungen einer Kegelabbildung her-
geleitet werden, deren Projektionszentrum O sich in der Aquatorebene befindet und
den Abstand D vom Kugelmittelpunkt besitzt. Hierzu soll in einem ersten Schritt der

geometrische Sachverhalt anhand eines Meridianschnitts verdeutlicht werden:

Fur den Winkel a gilt:

Fur den Winkel £ gilt: Ferner gilt fur &

a=p, + 22 =P 2e=180°— (b, -®,)  sing=~ - R=Rsne
R
m o, -
+ _n_* 1
:% > T o 0 R=Reos(22— %1

Fur die Streckero gilt:

o = R’tan(’—ZT— a)

Fur die Strecke c gilt nach Pythagoras:

cos( )

=./ R +r‘o2 = RCD—

= Rcos( ®, 2“"1)

oi(

) s n(%)
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Die Projektionskonstante n berechnet sich aus dem Offnungswinkel © des Kegels zu
+
n=sn®=sna :sin(%)

Im zugrundeliegenden (X,y) - Koordinatensystem lassen sich nun die Ortsvektoren
der vier Punkte O, P, Sund T angeben. Sie lauten:

D +D
N B WL LN
XO_ XT_ D+ N ’ 2 Il
ER'sm(%)E O R'n 0
i % f
Rcos® B ®,-P BE ° E
I i O 3 P
" HRsn® > &R 2 o Bgcos(q:z cbl)g
ﬁ Sin(q)l+q)2)ﬁ O n 2 U
2

Das weitere Vorgehen zur Herleitung des gesuchten Bildradius r besteht darin, die
beiden Geraden g = (OP) und h = (TS) zu schneiden, um die Koordinaten (Xp,yp) des
Bildpunktes P beziiglich des oben definierten Koordinatensystems zu bestimmen.
Anschliel3end kann aus den dann bekannten Koordinaten der Punkte S und P der
Bildradiusr berechnet werden.

Die Gleichungen der beiden Geraden g und h kdnnen mit Hilfe der “Zwei-Punkte-
Form” aus den Koordinaten der auf den Geraden liegenden Punkten ermittelt werden:

g: Y=Y = Yo ~ Yo (X=X%,)
Xp =X,
Rsn® DRsin®
X+

" Rcos®+D . Rcos®+D

h: y—y_l_:u(x—x_r)
s ™ Xy
D+ R o, -P
= cot(———2) X + — cos(—2 L
Y = cot(— =2+ cos(—2

)
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Gleichsetzen beider Geradengleichungen liefert die x-Koordinate des Punktes P'.
Als Ergebnis erhalt man:

DRnsin® —Rcos(cbz —CDl)
Xo = Rcos® +D 2
] +
Rsn® +cot(cD1 CDZ)H
ORcos® + D 2 0

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Gleichung der Geraden g liefert die y-K oordinate
des Punktes P'. Als Ergebnis erhalt man:

Rsin® ER ®, -, DRnsin®
——————[Rcos( )~ .
y _ Rcos®+D [ 2 Rcosq)+DD+ DRsSn®
3 Rsin® ®, 4P, [0 Rcos® + D
+ cot( )
ORcos® + D 0

Der gesuchte Bildradiusr ergibt sich nun unmittelbar aus den Koordinaten der Punkte
Sund P unter Anwendung des Satzes von Pythagoras zu

r =y (% =% +(¥p = ¥s)° |

so dal3 die allgemeinen Abbildungsgleichungen folgendes Aussehen besitzen:

o =nA
¢, -0 ]
Rcos( 22 1) - DRnsin® . o+,
(3.1 - 2 Rcos® +D mit n=sin( )
' P, +O
n?H RSn® +cot(—* Z)E
ORcos® + D 2 O

Ausgehend von diesen Abbildungsgleichungen lassen sich die folgenden Sonderfélle
unterscheiden:
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Das Perspektivzentrum befindet sich im Ursprung des zugrunde geleg-
ten Koordinatensystems, also im Mittelpunkt der Kugel. In diesem spe-
ziellen Fall erhé@t man die Abbildungsgleichungen der " Perspektivi-
schen K egelabbildung mit 2 Standardparallelen”, fir die gilt:

a=nA

R Cos(cDZ;ch)

r =
+

n?Han ® + cot(M)H

] 2 0

= Rcos( ®, _ch)Ecot( ®, +¢2) —tan(P - ®, +¢2)H
2 0 2 2 0

Waéhlt man zusétzlich fur die beiden Standardparallelen die Werte
@,=0,=d,, 0 ergeben sich die Abbildungsgleichungen der " Per spek-
tivischen K egelabbildung mit 1 Standardparallelen”

Das Perspektivzentrum ist unendlich weit vom Kugelmittelpunkt ent-
fernt, so dal3 die Projektionsstrahlen parallel einfallen. Als Resultat er-
hadt man ene "Orthogonale Parallelprojektion mit 2
Standardparallelen und parallel zur Aquatorebene verlaufenden
Projektionsstrahlen”, deren Bildradius sich folgendermal3en
berechnet:

a=nA

RECOS(M)—nSin(DH
(= O 2 O

n Cos(q)lzcbz)

Auch diese Abbildung kann mit nur einem Standardparallelkreis
konstruiert werden, indem man wiederum ®,=®,=®, wahlt.
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Im Zuge einer Deformationsanalyse fur den Bildbereich erhdlt man ausgehend von
(3.1) die folgenden Ergebnisse:

linke Jakobi-M atrix

Hn 0

R(R+D cosd))HI) cos(q)lzz) + Rcos( ¢, %,

I:DIII:IE\IJ;I’EDI:D

2
nH?anIHcot( 2(D Rcoscp+D§

linker Cauchy-Green-Deformationstensor

HR2 Hcos( l)(RcosCI>+D) —Dnsind® g

0
D 0
D HRsdecot( ¢+ P, )(Rcos€D+D)g
6= 2 .
KL
B R?(R+Dcosd)? HDcos( (Dl+¢ 2)+Reog( (Dz;bl) g
0 0
a n H?snd>+cot( 1+¢ )(RcostD+D)g
H 2 0
linkes Bogenelement

RZEC ‘o SR 1)(Rcos<19+D) Dnsmqbg
ds? = U gaz
n B:Slnd>+cot( : )(Rcosd>+D)§

R?(R+Dcos®)? Ebcos(m)ﬂ?cos(m) HZ
+ 2 U 42
4

n B?smcmcot( 142{]) )(Rcos¢+D)§
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R

linke Hauptstreckungen
-, .
cos( 1)(Rcos® +D)-Dnsin®
N =
+
ncos CDEhsin D+ cot(M)(Rcosq) + D)@
(R+Dcosd>)EDcos( 2)+Rcos( Z;CD )H
A, = E
n B?sm¢+cot( Rcosq)+D g
linke Eigenvektoren
1 1
U, = G Uu,==-G
' Rcos® * > R ?

M aximale Winkelver zerrung

nH?sm d)+cot(

te, 2)(Rcos®+D) %Rcos(

~®, 1)(Rcos ®+D)-RDnsin CDH

Q =2arcsn

-R(R+D COSCD)Eb cos(

+
sin <D+cot(M

)(Rcosq)+D)éiI?Rcos( ch)(Rcos,CD+D)—RDnsinCI>§

L) +Rc os( l)B:oscp

+R(R+D cosdJ)Eb cos(

2) + Rcos( l)E(:oscp
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

(i) Nun sollen die allgemeinen Abbildungsgleichungen einer Kegelabbildung hergeleitet
werden, deren Projektionszentrum O auf der Geraden durch die Punkte M (Kugel mit-
telpunkt) und S (Kegelscheitel), also auf der Kegelachse liegt und sich im Abstand E
vom Kugelmittelpunkt befindet. Der zugehdrige Meridianschnitt besitzt folgendes
Aussehen:

Fur den Winkel a gilt:

EI
i a=®, + P2
E _ q)l +CD2
| 2
v
Fur den Winkel £ qilt: Ferner gilt fur &

—1a0° . R , .
2¢=180°-(P, -P,) smz»::E - R'=Rsine

_T_ D, -P,

2 2 O R RCOS( )
Fur die Streckero gilt: Fur die Strecke c gilt nach Pythagoras:
r, = R’tan(n— a) cos( )

)= =
= Roos(—*_—+)co ot 21 %2 sn(%)
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Die Projektionskonstante n errechnet sich wiederum zu

+C])2

: . . P
n=sin®=sina =sin(—

)

Im zugrundeliegenden (x,y)-Koordinatensystem lassen sich erneut die Ortsvektoren
der vier Punkte O, P, Sund T angeben. Sie lauten:

B?cos(q) CDZ)H B?cos(q) cbz)H

XO:E‘OEE - ER’ n(q) CDZ)E R’n2

3
H ° B
cos® Y = —S o, -P, S—E i E
° E;smd)E % EE_D IR o,-0,.0
(R 0 cos(——1)
D, +0, n > 4
H S,

Analog zum Fall (i) kdnnen jetzt die beiden Geraden g = (OP) und h = (TS)
geschnitten werden, um die Koordinaten (xp,yp) des Bildpunktes P beziglich des
oben definierten Koordinatensystems zu bestimmen. Anschlief3end kann aus den dann
bekannten Koordinaten der Punkte Sund P der Bildradius r berechnet werden.

Die Gleichungen der beiden Geraden g und h konnen wiederum mit Hilfe der
“Zwei-Punkte-Form” aus den Koordinaten der auf den Geraden liegenden Punkten
ermittelt werden:

. _ :yP_yO _
g: Y=Y, —xp—xo(x %)

_RSN®+E
Rcos®

h: y-y; :ys—:){T(X_XT)
s AT

Poyx+ Roog 2=
n 2

y =-cot(? )
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Gleichsetzen beider Geradengleichungen liefert die x-Koordinate des Punktes P’.
Als Ergebnis erhalt man:

Rcos(q)z;pl) +En

Xpr _
nBRstH E +cot(q)1 +CD2)H
0 Rcos® 2 0

Einsetzen dieses Ergebnisses in die Gleichung der Geraden g liefert die y-K oordinate
des Punktes P'. Als Ergebnis erhalt man:

Rsn® + EERCOS((DZ -,
Rcos® [ 2

Yp : -
+
nﬁw + Cot(q)lzq)z)g

0 Rcos®

)+EnH
U_g

Der gesuchte Bildradius r ergibt sich auch hier unmittelbar aus den Koordinaten der
Punkte Sund P unter Anwendung des Satzes von Pythagoras zu

r =y (% =% +(¥p = ¥s)° |

so dal3 die allgemeinen Abbildungsgleichungen folgendes Aussehen besitzen:

o =nA
D, -0
Rcos(—2——1)+En _ _ +
(3.2 [ = h ) mit n:sm(q)l q>2)
i +- D, +P
nZBRsde E+cot( ! Z)H
0 Rcos® 2 'O

Wiederum lassen sich ausgehend von dieser Beziehung die folgenden Félle unter-
scheiden:
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Das Perspektivzentrum befindet sich im Ursprung des zugrunde geleg-
ten Koordinatensystems, also im Mittelpunkt der Kugel. Wie im Fall (i)
erhét man die Abbildungsgleichungen der " Perspektivischen Kegel-
abbildung mit 2 Standardparallelen”, fur die gilt:

a=nA

Rcos( )
r =

n?Han o + cot(M) H
] 2 0

= Rcos( ®, _ch)Ecot( ®, +¢2) —tan(P - ®, +CD2)H
2 0 2 2 0

Die Abbildungsgleichungen der " Perspektivischen Kegelabbildung
mit 1 Standardparallelen” erhé@t man, wenn fir die beiden Standard-
parallelen die Werte ®1=d,=d, gewahlt werden.

Das Perspektivzentrum ist unendlich weit vom Kugelmittelpunkt ent-
fernt, so dal3 die Projektionsstrahlen parallel einfallen. Als Resultat er-
hadt man ene "Orthogonale Parallelprojektion mit 2
Standardparallelen und parallel zur Kegelachse verlaufenden
Projektionsstrahlen”, deren Bildradius sich folgendermal3en
berechnet:

a=nA
_ Rcos®
n

Auch diese Abbildung kann mit nur einem Standardparallelkreis
konstruiert werden, indem man ®,=®,=d, wahlt.

Das Perspektivzentrum befindet sich im Sidpol der Kugel, so dal3 sich
die Abbildungsgleichungen der " Stereographischen Kegelabbildung
mit 2 Standardparallelen" ergeben. Fur den Bildradius r gilt somit:

a=nA

RcosdJEcos( l)+nH Rsm(— —)Ecos( l)+nH

r =

n Esm CD+cot( 2)COSCD+:|.H Ecos(— —)+cot( 2)sm
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a
-1

Fur @;=d,=d, ergeben sich die Abbildungsgleichungen der " Stereo-
graphischen K egelabbildung mit 1 Standardparallelen”.

Einen Spezialfall der stereographischen Kegelabbildung mit einer
Standardparallelen stellt die BRAUN—-ADbbildung dar. Sie besitzt den
Standardparallekreis ®1=P,=Py=30° .

Im Zuge einer Deformationsanalyse fur den Bildbereich erhdlt man ausgehend von

(3.2) die folgenden Ergebnisse:

linke Jakobi-M atrix

Hn 0

<
11

R(R+ EanD)H?cos( 5 l) +En

n B?sm ® + Rcosd cot(
0

OdOmOdOodod

linker Cauchy-Green-Deformationstensor

H
O
2)+Eg
O

I O

H R? cos CDB?cos( l) + Eng E
D 0 O
%ﬁ H?sndHRcosCDcot( 2)+Eg B
0
[C ] = O
S R*(R+Esin®)? B?cos( l)+EngD
o
O 0 O
a n B?sndHRcosCDcot( 2)+EH =
H 0 0 H
linkes Bogenelement
2 cos CDB?COS( 1)+Eng R%*(R+ EsinCD)ZB?cos(q)2 ;¢1)+Eng
ds’ = Ry Ch U g2
n B?sm CD+RcosCDcot( )+Eg n ERsm CD+RcosCDcot( )+EH
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linke Hauptstreckungen

Rcos(q)z;pl) +En

/\ -—
nEhsm b+ Rcosd)cot( 2) + EH
(R+EsinCD)B?cos( 2_ l)+EnH
N, =
n Ehsn¢+Rcosd>cot( 2)+Eg

linke Eigenvektoren

1 1
U 1 = 1
Rcos®

M aximale Winkelver zerrung

+
nEhsin <D+Rcosd>cot(q)12¢2) + E@—(R+Esincp)‘

+
nEhsin ® + Rcos®P cot(q)lchz) + E§+(R + Esincp)‘

Q =2arcsn
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNGEN DER KUGEL

Im folgenden sollen zunéchst die in diesem Abschnitt behandelten speziellen Kegelab-
bildungen hinsichtlich ihrer Eigenschaften, Einsatzgebiete und Entstehungsgeschichte be-
schrieben werden, bevor sie schlief3lich ausftihrlich vorgestellt werden.

Die nachfolgend beschriebenen Eigenschaften der einzelnen Abbildungen gelten wiederum
nur fur den Fall einer normalstandigen Kegelabbildung, die als Hauptpunkt den Nord- oder
Sldpol der Kugel besitzt. Fur die zu jeder Abbildung gehdrenden Diagramme wird als Haupt-
punkt der Nordpol gewahit.

Bel den hier behandelten speziellen Kegelabbildungen der Kugel handelt es sich um die fol-
genden perspektivischen Abbildungen:

PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN ®; UND ®,,
PROJEKTIONSZENTRUM IM KUGELMITTELPUNKT

Das Projektionszentrum dieser Abbildung befindet sich im Kugelmittel punkt. Flr @,= @,= @, erhalt
man die Abbildungsgleichungen fir den Fall eines Sandardparallelkreises.

Andere Bezeichnung

Per spektivische K egelabbildung (perspective conic)

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, mit Ausnahme der beiden Pole, werden als
Bogenstiicke konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstéande benachbarter
Parallelkreise werden umso groler, je weiter man sich von den beiden
Standardparallden bzw. vom einzigen Standardparalekreis @, nach
Norden bzw. nach Siden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der
Hauptpunkt wird als Punkt abgebildet, der andere Pol kann Uberhaupt nicht
dargestdlt werden, da der Bildradius fir (®P;+®,)/2-90° bzw. fir ®y-90°
eine Singularitét besitzt. Somit kénnen nur Punkte mit sphérischen Breiten
von @ > (P1+®,)/2-90° bzw. ® > d,—90° dargestellt werden.

Die beiden gewdhiten Standardparallekreise werden aquidistant
abgebildet, besitzen also den Malistab 1. Entlang aller anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Die
Abbildung ist konform auf dem Paralldkreis ®=(d,+d,)/2. Wird die
Abbildung mit nur einem Standardparallekreis konstruiert, so wird dieser
aquidistant und konform abgebildet.

Die Abbildung ist weder konform noch flachentreu.

Einsatzgebiete

Ursprung

Der Ursprung dieser Abbildung ist unbekannt. Erstmals erwadhnt wurde
dieser Abbildungstyp vom Iren Christopher Colles (1739-1816) im Jahre
1794 [5].
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PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNG,
AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN ®; UND ®,,
PROJEKTIONSZENTRUM IM SUDPOL

Das Projektionszentrum dieser Abbildung befindet sich im dem Hauptpunkt gegeniiberliegenden Pol,
imvorliegenden Fall im Sidpal. Fir @,= @= @, erhalt man die Abbildungsgleichungen fiir den Fall
eines Sandardparallelkreises.

Andere Bezeichnung Ster eogr aphische K egelabbildung

Eigenschaften Die Parallelkreise und das Projektionszentrum werden als Bogenstlicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der
Hauptpunkt wird as Punkt abgebildet, der dem Hauptpunkt
gegeniiberliegende Pol (das Projektionszentrum) wird als Kreisbogen
dargestdit

Die gewdhlten Standardparallelkreise werden &quidistant abgebildet,
besitzen also den Malstab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist der
Maldstab zwar verschieden von 1, aber konstant. Die Abbildung ist
konform auf dem Parallelkreis ®=(®,+®d,)/2. Wird die Abbildung mit nur
einem Standardparallelkreis konstruiert, so wird dieser &quidistant und
konform abgebil det.

Die Abbildung ist weder konform noch flachentreu.

Einsatzgebiete

Ursprung Vorgeschlagen von Carl Braun im Jahr 1867, der seinerzeit allerdings &-
nen Spezialfall mit dem Standardparallekreis ®,=®,=®;=30° vorstellte
[3].

PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNG,
AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN ®; UND ®,,
PARALLEL ZUR AQUATOREBENE VERL AUFENDE PROJEKTIONSSTRAHLEN

Das Projektionszentrum dieser Abbildung ist unendlich weit vom Kugel mittel punkt entfernt. Die Pro-
jektionsstrahlen verlaufen parallel zur Aquatorebene. Fir &= @,= @, erhalt man die Abbildungsglei-
chungen fur den Fall eines Sandardparallelkreises.

Andere Bezeichnung Orthogonale Par allel projektion mit orthogonal zur Aquator-
ebene verlaufenden Projektionsstrahlen
Eigenschaften Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke

konzentrischer Kreise abgebildet. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der
Hauptpunkt (als einer der beiden Pole) wird ebenfalls als Kreisbogenstiick
abgebildet. Ausgehend vom Nordpol wird der Abstand zweier benachbarter
Parallelkreise in Richtung Aquator immer groRer, um bei weiterem
Fortschreiten in Richtung Stidpol wieder kleiner zu werden.

Die gewdhlten Standardparallelkreise werden &quidistant abgebildet,
besitzen also den Malstab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist der
Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Wird die Abbildung mit
nur einem Standardparallelkreis konstruiert, so wird dieser dquidistant und
konform abgebil det.

Die Abbildung ist weder konform noch flachentreu.

Einsatzgebiete

Ursprung unbekannt
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R

PERSPEKTIVISCHE KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DER SCHAR DER LANGENKREISE,
PARALLEL ZUR KEGELACHSE VERLAUFENDE PROJEKTIONSSTRAHLEN

Das Projektionszentrum dieser Abbildung ist unendlich weit vom Kugel mittel punkt entfernt. Die Pro-
jektionsstrahlen verlaufen parallel zur Kegelachse., Fur &= @,= @, erhélt man die Abbildungsglei-
chungen fur den Fall eines Sandardparallelkreises.

Andere Bezeichnung

Orthogonale Par allelpr ojektion mit orthogonal zur K egelachse verlau-
fenden Projektionsstrahlen

Eigenschaften

Die Pardlelkreise werden as Bogenstiicke konzentrischer Kreise
abgebildet. Die Meridiane werden als Geraden abgebildet und schneiden
die Paralldkreise im rechten Winkel. Der Hauptpunkt wird als Punkt
abgebildet. Die Abbildung ist nur dann eindeutig, wenn entweder die Nord-
oder die Sidhalbkugel auf den Kegel projiziert wird. Eine natirliche
Kartenbegrenzung stellt somit der Aquator dar. Die Abstande benachbarter
Parallelkreise werden umso kleiner, je weiter man sich vom Pol der
abzubildenden Hemisphare in Richtung Aquator entfernt.

Samtliche Parallelkreise werden &quidistant abgebildet, besitzen also den
Malistab 1. Darlber hinaus ist die Abbildung konform auf dem
Parallekreis ®=(P;+P,)/2. Wird die Abbildung mit nur einem
Standardparallekreis konstruiert, so wird dieser &quidistant und konform
abgebildet.

Die Abbildung ist weder konform noch flachentreu.

Einsatzgebiete

Ursprung

unbekannt
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

PERSPECTIVE CONIC PROJECTION

EQUIDISTANT MAPPING OF TWO STANDARD PARALLELS @®;,®,,
CENTER OF SPHERE AS POINT OF PERSPECTIVE

PERSPECTIVE CONIC PROJECTION

cone congtant
n= sm( 2)

direct equations, polar coordinates

o =nA

O, — O+ O+
r = Reos(—2 — Py Heor( Pt Doy i - Lt Pe|
2 0 2 2 C

direct equations, cartesian coordinates

X = Rcos( q)2 _ 1)E(:ot( ® +CD2) —tan(® —%) ECOS(“/\)

@, ch)Ect(q) +0,

Y = Reos 2) ~tan(® - 2222 Bin(un)

left Jacobi matrix

CDl)
®, +Cl>2))

R cos( e

cos? (P -

~
11
Ay
> >
& eQ
11
OmMmOOOOr
o
|
OmMmOOOOr
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left Cauchy-Green deformation tensor

O, —O O, +O O, + b
H?Zn 2 cos? (—2 1)E(:ot( L 2)—tar\(cb—#)g 0 -
2 'O 2 2 'O B
[Cal= R? cosz(cbz _(Dl) O
a 0 T
+
ﬁ cos* (P - 12 2)@

left distance function

s = rer opt( B~y PO o+, RO 21) :
ds® = Rin? cos® (2 L) Eot( 22 —tan(® -2 A & o5, 0
b cos* (P - 2)

left principal stretches

A= cos(q’zq’l)H:t(q’ > 22) —tan(o- 217 25 ]
U

cos®
cos( )
N, =
+
cos? (P - CD CD)

left eigenvectors

1 G,
Rcos®

1=

124



PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

maximum angular deformation

nECOt(q)l;cDZ) —tan(® - q)lzcbz) El:os2 (- q)lchz) —cos®

Q =2arcsn

n&ot(@) - tan((j) - @) E:OSZ ((D - m) +cosd
0 2 2 0 2
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant

+
n= gn(%)

inver se equations

/\:g
n
l l
H + U + +
dD:ar(:tan@ot(cpl ¢2)_ q; —= D+¢12¢2 = arctan[~--]+¥
] Rcos(#)m
B 2 B

right Jacobi matrix

H ; H

3 %a /\,E S n B

P = [ 0

a q)r | 0 _ & 31-) |

|:| 2_ 1 ...2 |:|

0 Reos(—2_—)1+[-1°)

right Cauchy-Green defor mation tensor
i -
B R—ZsinZEarctan[---]+MH 0 B
g " U 2 0 0
[Cul=1 O
0 0 . 0
b, -

E COSZ( 22 1)(1_,_[‘_.]2)25
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right distance function

1
®, -
2

ds? = R—zzsianarctan[u-] +@E[10(2 +
n O 2 1)(1+[...]2)2

cos’ (

right principal stretches
+
)\1 :EsinEarctan[...] +MH
n g 2 0

A, =
cos(

1
(Dz _ch
2

)(1+[...]2)

right eigenvectors

1
ulz?gl u, =9,
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®

451

35

left principal stretches and polar coordinate r

| | | | | |

®,=30°, ®=60°

0
-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30
spherical latitude [°]

90

45

35

15

left principal stretches and polar coordinate r

| | | | | | |

®,=20°, ©»=70°

0
-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30
spherical latitude [°]
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum polar coordinate rmin

rmin :I'EFD:EH:O
O 20

maximum polar coordinate r max

rmax :rEﬂ):M—EH:m
O 2 20

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTION

EQUIDISTANT MAPPING OF TWO STANDARD PARALLELS ®4,P,,

SOUTH POLE ASPOINT OF PERSPECTIVE

STEREOGRAPHIC CONIC PROJECTION

cone constant

n= sm( 2)

direct equations, polar coordinates
o =nA

RE(: s( l)+nEt:osq>

r =

anlsin d+ cot(g) cos ® +1H
0 2 0

direct equations, cartesian coordinates

REcos( l) +n H:OSCD
X= U cos(n/\)
Ea Pt H
n“sn®+cot(-———*= 5 )cos®d +1D

REcos( 1)+nB:os,CD
y= s U sin(n/\)
n Esm¢+cot( 5 —t _"2)cosd+1

g

left Jacobi matrix

n 0

:
Ji =§;A“ ?‘”Ez% RH: os(® l)+nH(1+smc1>)
:

n EﬂnCD+COt( 2)cos,CD+1§

I O
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE -l._h..
left Cauchy-Green deformation tensor
H RZECS( 1)+ngcos ® E
D 0 O
%ﬁ Esqucot( 2)cos<1>+1g B
[CKL] =0 |
o, -P
S RZB:os(i2 L)+ nH2 B
0 0 O
U n Esmqﬂcot( 2)cos<1>+1gD
H 0H
left distance function
R? Ecos(u) + ng cos® ® R? Ecos(w) + ng
2 2 2 2 O
ds” = dA” +
n EsmCD+cot( 2)cosq)+1g n Esm¢+cot( 2)cos,CD+1g
left principal stretches
Ec s( l) + nH
N\,
nEsmCD+cot( 2)cos,CD+1H
0 1l
Ecos(q)z;pl) " nH(1+sin )
N, =
n Esm¢+cot( 2)cos,61)+1g
left eigenvectors
1 1
= G Uu,==G
' Rcos® * > R ?
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

maximum angular deformation

+
nEsin P +cot(q)12¢2) cosd +1§—(1+sin CD)‘

Q =2arcsin

+
nEsin P +cot(q)12¢2) cosd +1H+(1+sind>)‘
0 0
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

cone constant
. D +P
n=sin(——2%2)
2
inver se equations
/\:g
n
S , E mit a:= REcos( l)+nH
q;:g—ZarctanD mq) s
—rn2cot(———2)L
= 2

right Jacobi matrix

0

2n’a

+
Ea—rnzcot(m)g +r°n?
O 2 0

(&
I
Q Q
e >
I
I I B B
o

I O

right Cauchy-Green defor mation tensor

H4R2r2n2Ea—rn cot( Z)H2 E

D 0 O
%ﬂ—nrcot( 2)gﬂ ’n* g B
[Cul= [l
g 4R’n*a’ U

0

:

U
% %ﬁ‘nerOt(cpl;qu)g"'rzn‘lg
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

oy

-.\-\\. a

right distance function

4R%r?n Ea rn cot(
ds® =

z)g

24,2
da? + 4R"n"a dr?

+
%&— n’r cot(M)g +r?n?
2 'O

right principal stretches

2RnEa—rn cot( Z)E

Ea nrcot( )§+rn

2Ran2

A, =

g

right eigenvectors

u=-g9, u, =9,

+
Hh—nr cot(M)g +r?n?
2 0

g %&—nzrcot(q)l;q)z)g +r2n4g
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum polar coordinate rmin

rmin :I'EFD:EH:O
U 20

maximum polar coordinate r max

RECOS(M) + n@

2
Vimax :rEFD:_.,—ZTH: U D +P
| U n2 cot( 1 2

2

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

ORTHOGONAL PARALLEL PROJECTION

EQUIDISTANT MAPPING OF TWO STANDARD PARALLELS ®4,P,,
LINES OF PROJECTION PARALLEL TO THE EQUATORIAL PLANE

cone constant

+
n= sin(—q)l ®,

)
direct equations, polar coordinates
a =nA

RB:OS(M) -nsn CDH
0 0

r =

n cos( )

direct equations, cartesian coordinates

REC s( l) nanDH

X= cos(n/\)
ncos(q) o, 2)
REC s( l) nsmqagS|
y= n(n/A\)
ncos(q) e, 2)

left Jacobi matrix

Rcos®
+
Cos(q)lijz)

~
11
)
> >
& eQ
11
[ .|
o
|
o o o |
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left Cauchy-Green deformation tensor

HRZH: 0s( l) nsmd)g E
D 0 O
[cl=g (%1% -
O 0 R°cos’® [
U U
| C052 (M) ]
O 2 O
left distance function
RZEC s( l) nsmd)g R? cos® ©
ds® = H 4a2 + cos do?
2 ch +¢)2
CoS ( ) cos (T)
left principal stretches
cos( l) nsin®
/\l
+
cos(cbchz)coscp
A, = cosd)
cos( )
left eigenvectors
1 1
U, = G U,==G
' Rcos® * > R ?

maximum angular deformation

cos( 2 1) -nsin ® - cos CD‘

(D

Q =2arcsin
cos( l) —-nsin ® +cos’ CD‘

138



g
PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE .-l._h..
cone constant
D+,
n=sn
(=52
inver se equations
N = g
n
- HRcos( l)—rncos(q)lJrq)z)E
® = — - arccost! 2 O
2 Rn E
right Jacobi matrix
H % 0 H
0 0
+
J = a /\r :B ncos(w) B
C P @0 pgo - 2 0
+
= \/RZ 2 H?cos( ) rncos(M)gD
H 2 ‘O0f
right Cauchy-Green defor mation tensor
HR2 2 H?cos( l) rnco ®.*P, )g d
2 0 0
D n4 0 O
C.l==o D, 4D =
[ kl]_D RZI‘IZCOSZ( 1 2) 0
0 0 2 0
0 0
+
E R?n? B?cos( l) rncos( 2¢2)§ﬁ
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AELTEN
PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE _h..
right distance function

O, +® HZ
H?cos( l) rncos( 2)
ds? = .  da
n
R’n” cos ( )
+ dr?

R°n —H?cos(

right principal stretches

\/Rz 2 —B?cos( l)—rncos(?‘jz)g

_ ]
M= rn2
Rnco S( )
A, =
\/RZ 2—lecos( l)—r os(m)g
2 0
right eigenvectors
1
u =-9, u, =9,

r

1) rnco s(

110y

g
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

minimum polar coordinate rmin

maximum polar coordinate r max

RE{: s( l)+nH

COS(CDIZCDZ)

e =10 =~ 2= 0

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

ORTHOGONAL PARALLEL PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF ALL PARALLELS,
LINES OF PROJECTION PARALLEL TO THE CENTRAL LINE OF THE CONE

cone constant

n= sm( 2)

direct equations, polar coordinates

a =nA
_ Rcoso®
n

direct equations, cartesian coordinates

_ Rcos®

cos(nA)
_ Rcos®

sin(nA\)

left Jacobi matrix

h H
J':%}(A E E) RchDD

left Cauchy-Green deformation tensor

EB cos’® @ H

[CKL]—E 0 R? sm O

n? E
left distance function

2 ain?
ds® = R* cos® ®dA? +RS'—?(DdCD2
n
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretches
A =1
sn®
n

N, =

left eigenvectors

1
U ,=—+ g,
Rcos® R

maximum angular deformation

Q =2arcsn

n-snd
n+sin®
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

cone constant

+
n= gn(%)

inver se equations

N =
. [rn
—arcsan RE

b=

NI S|
]

right Jacobi matrix

right Cauchy-Green defor mation tensor

7o
EO R -r

n? E

[Cul=

right distance function

2,~2
d82 = I’2d0(2 +%dr2
-rn

[ .
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

right principal stretches

A, =1

u, =9,
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesand polar coordinate r asfunction of the spherical latitude ®
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PERSPECTIVE CONIC PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

minimum polar coordinate rmin

rmin :rEFD:-,_TH:O
U 20

maximum polar coordinate r max

o =1(®=0)= 2

angle of intersection of coordinate lines, left versusright
A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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KAPITEL 4

ALLGEMEINE
ABBILDUNGSGLEICHUNGEN
UND VERZERRUNGSMASSE FUR
KEGELABBILDUNGEN DES
ROTATIONSEL LIPSOIDS
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND AT
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS

Die allgemeinen Abbildungsgleichungen (direct equations) im Falle einer Abbildung des
Rotationsellipsoids auf eine K egelflache lassen sich aus denselben Uberlegungen gewinnen,
wie sie bereits im Falle der Kegelabbildungen der Kugel (Kapitel 2) angestellt wurden. Sie
lauten:

o =nL
r =f(B)
n ... Projektionskonstante (cone constant) mit 0<n<1

Fur n = 0 geht der Kegel in einen Zylinder tber, fur n = 1 hingegen ergeben sich die allge-
meinen Abbildungsgleichungen einer Azimutalabbildung.

Analog zum Kugelfall lassen sich auch hier die Gleichungen der inversen Abbildung (inver-
se equations) angeben, die jedem Bildpunkt einen Punkt im Urbild zuordnen. Sie lauten:

L=2

n
B=1f(r)

Beziglich der Eindeutigkeit der direkten und inversen Abbildungsgleichungen lassen sich
dieselben Aussagen machen wie im Kugelfall; auch hier handelt es sich um nicht umkehrbar
eindeutige Abbildungen.

Auf den folgenden Seiten soll wiederum eine Deformationsanalyse fir diesen Abbildungstyp
durchgefuihrt werden.
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND i
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS

Deformationsanalyse fur die allgemeinen Abbildungs
gleichungen von K egelabbildungen des Rotationsallipsoids

Der Metriktensor des Urbildes (Rotationsellipsoid) besitzt folgendes Aussehen:

A? cos® B 0 H

G ]:[H.—EzsinzB O
kl=n A2(1-E?)? O
H (1-E?sn?B)°H

Mit den Definitionen fir den Meridiankrimmungsradius M und den Querkrimmungsradius N

M = Al- E?)
(1-E2sin2B)™
N = A
1-E’sin’B

folgt unmittelbar:

2cos’B 0
[GKL]:? 0 MZE

Da es sich beim Kegel um eine abwickelbare Flache handelt, besitzt diese den Metriktensor

0= o8

bei Verwendung von kartesischen Koordinaten (x,y), beziehungsweise

— ? O
[9u]= EO 1%

bei Verwendung von Polarkoordinaten (a,r) .

Im Falle der vorliegenden Kegelabbildung mit der allgemeinen Abbildungsvorschrift r = f (B)
sowie der Verwendung von Polarkoordinaten (a,r) im Bild lautet der Metriktensor des Bil-

des;
_Hf*%B) o
[gm]—E 0 1%
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND ALl _:'.
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS 1F

Ausgangspunkt der nun folgenden Betrachtungen sind die bereits angegebenen allgemeinen
Abbildungsgleichungen

o =nL L= a
r = f(B) ;
B=1f(r)
"direkt"/"links" "invers'/"rechts’
"direct"/"left" "inverse"/"right"

Zur Berechnung der Deformationstensoren missen zunéchst die Jakobi-Matrizen, also die
Matrizen der partiellen Ableitungen bereitgestellt werden:

Pa o PL oL
- L O_B — a — o a_r _ a I-r
JI _E%r ED_ g:-LL rBBE J" _gﬁ ED_ %a Br%

% oB a or E

Ausgehend von den obigen allgemeinen Abbildungsgleichungen erhdlt man somit:

Tt o f

0
JI:EP df(B)H Jr:m 0
P “a O o of “ﬁ
dr
linke Jakobi-Matrix rechte Jakobi-Matrix
(left Jacobi matrix) (right Jacobi matrix)

Die Cauchy-Greenschen Defor mationstensoren [ck.] und [Cy] berechnen sich nun zu

2f%(B) 0 H
[CKL]:‘]IT[gkI]JI =0 0 f(B)gD
H 0ds 0

linker Cauchy-Green-Deformationstensor
(left Cauchy-Green deformation tensor)

A’sin®(f(n)) 0 u

Enz[l— E2 cos?(f (r))] B

[Cul=3/[G 1, =5 n g2y O 5
U 0 Od 00

H [1-E*cos’(f(O)° 1

rechter Cauchy-Green-Deformationstensor
(right Cauchy-Green deformation tensor)
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND ALl _:'.
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS 1F

Mit Hilfe dieser beiden Deformationstensoren 183t sich das Bogenelement ds? des Bildes
(Ebene) als Funktion der Urbildkoordinaten (L,B) sowie das Bogenelement dS? des Urbildes
(Rotationsellipsoid) als Funktion der Bildkoordinaten (a,r) darstellen:

ds® =n*f?(B)dL* + Edf(—B)gde
OdB O

linkes Bogenel ement
(left distance function)

20 _ 225@“)
g As(io) . T i

" n?[1-E?cos?(f (r))] . [1- E? cos?(f (r))]°

rechtes Bogenel ement
(right distance function)

Da sich die Parameterlinien des Urbilds auch im Bild orthogonal schneiden (Ci2= €1 = Ci2=
C21=0), sind die Hauptstreckungen A1, A\; und A1, Az identisch mit den Streckungen entlang
der Parameterlinien und so mul3 zur Bestimmung beider Grof3en nicht die allgemeine Eigen-
wertaufgabe ausgewertet werden; die Berechnungen vereinfachen sich zu:

_ [ca _ nf(B) s = |Cu - M(f(n)sin(f ()
' VG, N(B)cosB Y Voy nr

= [ = v B =mirf 10
? VG, M(B)| dB | * Von dr

M ... Meridiankrimmungsradius
N ... Querkrimmungsradius

linke Hauptstreckungen rechte Hauptstreckungen
(left principal stretches) (right principal stretches)
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND AT _:'.
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS ]

Die linken und rechten Hauptstreckungen stellen die Eigenwerte der jeweiligen Cauchy-
Greenschen Deformationstensoren dar. Ausgehend von der in Kapitel 1 vorgestellten allge-
meinen Eigenwertaufgabe lassen sich auch die zugehtrigen Eigenvektoren U,U; bzw. ui,u;
bestimmen, welche als Basis die ebenfalls in Kapitel 1 hergeleiteten GAUSSschen Tangen-
tenvektoren fir das Rotationsellipsoid (G1,G2) bzw. fur die Ebene (g1,02) besitzen. Als Ergeb-
nis erhat man:

1 V1-E?sin’B 1 1
U, = G, = G, U =——09,=-0,
|G, AcosB v9u r
1

1 . _(-E’sn’B)” 0,

U - T 92 = 92
* JG, ° AL-E?) 7 V92
linke Eigenvektoren rechte Eigenvektoren
(left eilgenvectors) (right eigenvectors)

Aus den oben berechneten Hauptstreckungen kann eine maximale Winkelverzerrung
Q (maximum angular deformation) definiert werden. Sie wird an dieser Stelle nur fir den
Bildbereich angegeben und berechnet sich zu:

nM (B) f (B) — N(B) af (B) cosB

A=Y\ . daB

Q= 2arcs|n7 =2arcsin o (B)
rorne nM (B) f (B) + N(B) B cosB

Unter Scherung & (Ieft angular shear) verstent man die Differenz aus dem Winkel zwischen
den Parameterlinien im Bild und dem Winkel zwischen den Parameterlinien im Urbild. Sei A
der Winkel zwischen den Parameterlinien im Urbild und a der Winkel zwischen den Para-
meterlinien im Bild, so gilt fur die Scherung o:

d=A-a

G c
O = arccos——2— — arccos——=2—

V G11G22 V C11C22

Fur die hier behandelten Kegelabbildungen gilt stets ¢, = Gy = 0, so dali3 fur alle Abbildun-
gen die Scherung & den Wert Null besitzt.
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND AT A
VERZERRUNGSMASSE FUR KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS

Im folgenden Kapitel werden, ausgehend von den jeweiligen direkten Abbildungsgleichun-
gen, die eben berechneten Groéfen fur eine Reihe spezieller Kegelabbildungen des Rotations-
ellipsoids explizit angegeben. Auf die entsprechenden Berechnungen fur den Urbildbereich
wird verzichtet, da sich die vorliegenden Abbildungsgleichungen nicht ohne weiteres invertie-
ren lassen.

Ferner werden fur jede Abbildung der minimale und maximale Bildradius (minimum and ma-
ximum polar coordinate r) sowie der Schnittwinkel der Parameterlinien im Bild und im Ur-
bild angegeben (angle of intersection of coordinate lines, |eft versus right). Zu jeder speziel-
len Abbildung wird ferner ein Diagramm angefertigt, in dem fir den Bildbereich die Haupt-
streckungen A1 und A, sowie der Bildradius r as Funktion der ellipsoidnormalen Breite B
aufgetragen sind (left principal stretches and polar coordinate r as function of the ellipsoidal
normal latitude B). Die grof3e Halbachse des Rotationsellipsoids wurde dabei zu Eins gesetzt,
als Quadrat der ersten numerischen Exzentrizitét wird die des WGS 84 — Ellipsoids zugrunde
gelegt (E2 = 0.00669437999013). Zudem werden mit Hilfe von MATLAB flr die in der Map-
ping-Toolbox zur Verfigung stehenden Abbildungen Weltkarten erstellt. Jeder Weltkarte
wird eine zweite Karte gegenuibergestellt, in der die in der Karte bestehenden Verzerrungs-
verhaltnisse mit Hilfe von TISSOT-Ellipsen (tissot indicatrices) dargestellt werden. Diese
Ellipsen besitzen als Halbachsen die Hauptstreckungen A; und A,. Fur beide Karten wird als
Quadrat der ersten numerischen Exzentrizitét der Wert E2 = 0,0067 gewahlt, obwohl der Un-
terschied zum Kugelfall mit E? = 0 beim vorliegenden Abbildungsmal3stab nicht erkennbar
ist.

155



KAPITEL 5

SPEZIELLE
KEGELABBILDUNGEN
DES ROTATIONSELLIPSOIDS
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KONFORME KEGELABBILDUNGEN DESROTATIONSELLIPSOIDS

5-1. K ONFORME KEGELABBILDUNGEN
DESROTATIONSELLIPSOIDS

Die Eigenschaften und Einsatzgebiete der in diesem Abschnitt behandelten speziellen Kegel-
abbildungen des Rotationsellipsoids sind identisch mit denen fir den Kugelfall.

Die nachfolgend beschriebenen Eigenschaften der einzelnen Abbildungen gelten wiederum
nur fur den Fall einer normalstandigen Kegelabbildung, die als Hauptpunkt den Nord- oder
Sldpol der Kugel besitzt. Fur die zu jeder Abbildung gehdrenden Diagramme und Weltkarten
wird als Hauptpunkt der Nordpol gewahit.

An dieser Stelle werden samtliche Einsatzgebiete der behandelten Abbildungen aufgefihrt,
unabhéngig davon, ob als Urbild die Kugel oder das Rotationsellipsoid zugrunde liegt.

Bel den hier behandelten speziellen Kegelabbildungen des Rotationsellipsoids handelt es sich
um die folgenden konformen Abbildungen:

KONFORME KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN B;UND B,

Andere Bezeichnung

- LAMBERT konfor me K egelabbildung
- Orthomorphe K egelabbildung (conical orthomorphic)

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, mit Ausnahme der Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso grof3er, je weiter man sich von den beiden Standardparallelen
nach Norden bzw. nach Siiden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird als Punkt abgebildet, der andere Pol
wird im Unendlichen abgebildet.

Die beiden gewahlten Standardparallelkreise werden &aquidistant abge-
bildet, besitzen also den Malf3stab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist
der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Die Abbildung ist mit
Ausnahme der beiden Pole Uiberall konform.

Einsatzgebiete

Wetluftfahrtkarte 1 : 1 000 000

Luftfahrtkarten 1 : 500 000

Ubersichtskarten aller Staaten der USA

Karten der Alauten-1nselkette

Mondkarten

Karten von Merkur, Mars sowie von einigen Jupitermonden

A2 A2

Ursprung

Entwickelt von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) im Jahre 1772. Er
stellte die Abbildungsgleichungen sowohl fir die Kugd als auch fir das
Rotationsellipsoid vor [29].
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KONFORME KEGELABBILDUNGEN DESROTATIONSELLIPSOIDS

. .J’;:?:?}i?'

KONFORME KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DEM STANDARDPARALLELKREISBy

Die Abbildungsgleichungen fur den Entwurf mit einem Standardparallelkreis gehen aus den Gleichun-
gen fur avel Sandardparallelkreise hervor, indem man z.B. den Grenziibergang B, = B, durchfihrt.

Andere Bezeichnung

- LAMBERT konfor me K egelabbildung
- Orthomorphe K egelabbildung (conical orthomorphic)

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, mit Ausnahme der Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso grof3er, je weiter man sich vom Standardparallelkreis nach
Norden bzw. nach Siden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel. Der Haupt-
punkt (als einer der beiden Pole) wird als Punkt abgebildet, der andere Pol
wird im Unendlichen abgebildet.

Der gewahlte Standardparallekreis wird aquidistant abgebildet, besitzt also
den Mafdstab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist der Mal3stab zwar
verschieden von 1, aber konstant. Die Abbildung ist mit Ausnahme der
beiden Pole Uberall konform.

Einsatzgebiete

Ursprung

Entwickelt von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) im Jahre 1772 [29].
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

CONFORMAL CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF TWO STANDARD PARALLELSB;,B>

LAMBERT CONFORMAL CONIC PROJECTION

cone constant

Fj(l E®sin® B,)cos” B,
1 E(l E*sin®B,)cos’ B,

2 InBan(T[—BZ)H—InBan(—Bl)H+EIn§1+ Es?n B,)d- Esﬁn Bl)E
o 4 20 g 4 2’ 2

1-EsinB,)(1+EsnB))

direct equations, polar coordinates

a=nL
n_ B, (+ESnB[ H
tan( —)
Acos B, D 4 2 O- EsmBD D Acos B,

n1/1 E®sin® B, Et (T[ Bl) +EsinB, n1/1 E®sin B
v 2 -EsnB,

direct equations, cartesian coordinates

O (T[ B, [L+EsinE i ET
AcosB, D AcosB
cos 2/ l-EsnB[ cos(nL) _ cosB,

L L
n/—1 E2gn Et (7 Bl) +E5m81g n/—l—EzsinzBl[ ]"cos(nL)
%—EsmB1

e
0, (T[ B) +EsmB?D
AcosB, Dan 0 AcosB .
4 2" - EsmBD sm(nL) L [--]"sin(nL)

n1/1 E’sin’ B Et (T[ Bl) +EsinB, ny1-E*sin’ B,
4 2 %—EsnB
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left Jacobi matrix

H n 0 H
a
JFEXL BEZS AcosB, (1- E? B
I’L rB O _ CoS l( ) [‘_.]n
ﬁ 1- E®sin® B, cosB(1- E*sin® B) ﬁ

left Cauchy-Green deformation tensor

A% cos’® B, g 0 0

[Ck. 1= E(l_ E*sin” 8) 2 Anc? 2y2 B
0 A°cos” B,(1-E) [

ﬁ (L-E*sin® B,)cos® B(1- E*sin® B)? ﬁ

left distance function

2 2
» A? cos’ B,

< = A% cos® B,(1- E?)?
(1-E*sin®B,)

(1- E*sin® B,)cos® B(1- E*sin® B)?

[...]2nd|_2 + [._.]anBZ

left principal stretches

A, = cosBv1-E*sin®B[--]"
\1-E?sin®B, cosB

_ cosB,v1-E*sin’B[--]"

) \J1-E?sin® B, cosB

/\2

left eigenvectors

_J1-E*sin’B _@- EzsinzB)%
Ul - Gl U2 - 2 2
AcosB A(l-E?)

maximum angular deformation

Q=0
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left principal stretches and polar coordinater asfunction of the ellipsoidal normal
latitude B

451

251

15F

left principal stretches and polar coordinate r

05

| | |

B1=30°, B,=60°

-90

=75

-15 0 15
ellipsoidal normal latitude [°]

30

90

45

25

15

left principal stretches and polar coordinate r

| | |

B1=20°, B=70°

-15 0 15
ellipsoidal normal latitude [°]

30
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

minimum polar coordinate rmin

ﬂ
Il
I
P
99)
11
N
11
o

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

L ambert conformal conic projection: world map and left tissot indicatrices

(30° x 15° - graticule, standard parallelsB;=30°, B,=60° )
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

CONFORMAL CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF THE STANDARD PARALLEL Bg

LAMBERT CONFORMAL CONIC PROJECTION

cone constant

n=sinB,

direct equations, polar coordinates

T B
o Dta”( ,) Hi+EsnB)1-E?sn’B, {
tanB,/l E2sin®B, gan(” BO)D(1+EsmB)\/1 E2sin’B
4 2

o =nL

imij ]l

A "

tan B,/1- E?sin? B,

direct equations, cartesian coordinates

Dta”( 2 1+EsinB),1-E?sin?B,
X= A 4 2 H( ) EED cos(nL)
tan By /1~ E2sin’ B, % (” Bo)%(1+EsmB)\/1 E2sin’

A [-+]" cos(nL)

tan B,,/1- E2sin? B,

A Dta”( )H(1+ EsinB),/1-EZsin’B, HEmsm(nL)
B, 1-E7sin’B, % (ﬂ Bo)%(1+EsmB)«/1 EZsin’B

A [-+1" sin(nL)

tan B,/1- E*sin® B,
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left Jacobi matrix

0
An(1- E?)

left Cauchy-Green deformation tensor
A’n?

_[tan® B,(1-E*sin® B,)
[CKL] -0

E 0

left distance function

- A’n?
S T’ B,(1-E’sn’ B,)
0 0

left principal stretches

A= n/1-E?sin? B[--]"
tan B,,/1- E*sin® B, cosB

A= n/1-E2sin?B[--]"
tan B,,/1- E*sin® B, cosB

left eigenvectors

1-E’sn’B
u, = SN Ba,
AcosB

maximum angular deformation

Q=0

[...]2”

[--]?"dL*+

2

A2n2(1_ E2)2

tan B,,/1- E* sin® B, cosB(1- E*sin® B)

0

[]”

I o

[...]2”

tan® B,(1- E*sin® B,) cos® B(1- E*sin® B)?

A2n2(1_ E2)2

dmOOoC4

_ (1-E%sin?B)’

A(l- E?)

2

tan® B,(1-E® sin® B,) cos” B(1-E” sin” B)?

[___]2nde
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left principal stretches and polar coordinater asfunction of the ellipsoidal normal

latitude B

45

35

15

left principal stretches and polar coordinate r

-15 0 15
ellipsoidal normal latitude [°]

30

45

60

75

45

35

15

left principal stretches and polar coordinate r

-90 =75

-15 0 15
ellipsoidal normal latitude [°]
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CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

minimum polar coordinate rmin

ﬂ
Il
I
P
99)
11
N
11
o

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°

167



CONFORMAL CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

Lambert conformal conic projection: world map and left tissot indicatrices

(30° x 15° - graticule, standard parallel B;=30°)




FLACHENTREUE KEGELABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDS

5-2. FLACHENTREUE KEGELABBILDUNGEN
DESROTATIONSELLIPSOIDS

Die Eigenschaften und Einsatzgebiete der in diesem Abschnitt behandelten speziellen Kegel-
abbildungen des Rotationsellipsoids sind identisch mit denen fur den Kugelfall.

Die nachfolgend beschriebenen Eigenschaften der einzelnen Abbildungen gelten wiederum
nur fur den Fall einer normalstandigen Kegelabbildung, die als Hauptpunkt den Nord- oder
Sldpol der Kugel besitzt. Fur die zu jeder Abbildung gehdrenden Diagramme und Weltkarten
wird als Hauptpunkt der Nordpol gewahit.

Wiederum werden samtliche Einsatzgebiete der behandelten Abbildungen aufgefiihrt, unab-
hangig davon, ob als Urbild die Kugel oder das Rotationsellipsoid zugrunde liegt.

Bel den hier behandelten speziellen Kegelabbildungen des Rotationsellipsoids handelt es sich
um die folgenden flachentreuen Abbildungen:

FLACHENTREUE KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEN BEIDEN

STANDARDPARALLELKREISEN B; UND B,

Andere Bezeichnung

ALBERS flachentreue K egelabbildung

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso kleiner, je weiter man sich von den beiden Standardparallelen
nach Norden bzw. nach Slden entfernt. Im Gebiet zwischen beiden sind
diese Abstande am grofiten. Die Meridiane werden als Geraden abgebildet
und schneiden die Parallekreise im rechten Winkel.

Die beiden gewdhiten Standardparalldkreise werden aquidistant
abgebildet, besitzen also den Maldstab 1. Entlang aller anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Der
Maldstabsfaktor in einem beliebigen Meridianpunkt ist der Kehrwert des
Maldstabsfaktors in Richtung des zugehtrigen Paralldkreises. Beide
Standardparallelen werden zudem konform abgebil det.

Einsatzgebiete

ale Einzelkarten des ,, National Atlas® der USA (1970)
Karten der USA mit Mal3stében 1 : 2 500 000 oder kleiner
Tektonische Karte der USA

Geologische Karte der USA

Karten von Indien mit Mal3stédben < 1 : 1 000 000

Karten von Teilen Afrikas und Europas

N2\ 2N AN

Ursprung

Entwickelt von Heinrich Christian Albers (1773-1833) im Jahre 1805 fir
die Kugel [2]. Die urspriinglichen Abbildungsgleichungen fir das Rotati-
onsellipsoid wurden 1927 von Oscar S. Adams in nicht geschlossener Form
(Reihendarstellung) vorgestdllt [1].
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FLACHENTREUE KEGELABBILDUNG,

AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS B,

Die Abbildungsgleichungen fir den Entwurf mit einem Standardparallelkreis gehen aus den Gleichun-
gen fur zvel Standardparallelkreise hervor, indem man B,= B,= B, s&tzt. Dieser Fall besitzt so gut wie

keine praktische Bedeutung.

Andere Bezeichnung

ALBERS flachentreue K egelabbildung

Eigenschaften

Samtliche Parallelkreise, auch die beiden Pole, werden als Bogenstiicke
konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter Parallelkreise
werden umso kleiner, je weiter man sich vom Standardparallelkreis nach
Norden bzw. nach Suden entfernt. Die Meridiane werden als Geraden
abgebildet und schneiden die Parallelkreise im rechten Winkel.

Der gewahlte Standardparallelkreis wird aquidistant abgebildet, besitzt also
den Mafstab 1. Entlang aller anderen Parallelkreise ist der Maldstab zwar
verschieden von 1, aber konstant. Der Maf3stabsfaktor in einem beliebigen
Meridianpunkt ist der Kehrwert des Maldstabsfaktors in Richtung des
zugehorigen Paralelkreises. Der Standardparallelkreis wird zudem
konform abgebil det.

Einsatzgebiete

Ursprung

Entwickelt von Heinrich Christian Albers (1773-1833) im Jahre 1805 fir
die Kugel [2]. Die urspriinglichen Abbildungsgleichungen fir das Rotati-
onsellipsoid wurden 1927 von Oscar S. Adams in nicht geschlossener Form
(Reihendarstellung) vorgestdllt [1].

FLACHENTREUE KEGELABBILDUNG,

PUNKTARTIGESBILD DESHAUPTPUNKTES,

AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREISB;

Sonderfall der ALBERS flachentreuen Kegelabbildung mit 2 Sandardparallelen, der dadurch entsteht,
daf fur eine der beiden Standardparallelen der Nordpol (B = 90°) gewahlt wird.

Andere Bezeichnung

L AMBERT flachentreue K egelabbildung

Eigenschaften

Alle Pardlldkreise, mit Ausnahme des Hauptpunktes, werden als
Bogenstiicke konzentrischer Kreise abgebildet. Die Abstande benachbarter
Parallelkreise werden umso kleiner, je weiter man sich vom Nordpol
entfernt. Die Meridiane werden als Geraden abgebildet und schneiden die
Parallelkreise im rechten Winkel. Der Hauptpunkt wird als Punkt abgebil-
det.

De gewdhlte von B=90° verschiedene Standardparallelkreis wird
aquidistant abgebildet, besitzt also den Mal3stab 1. Entlang aller anderen
Parallelkreise ist der Mal3stab zwar verschieden von 1, aber konstant. Der
Mal3stabsfaktor in einem beliebigen Meridianpunkt ist der Kehrwert des
Maldstabsfaktors in Richtung des zugehérigen Paralldkreises. Der von
B=90° verschiedene Standardparallelkreis wird zudem konform abgebil det.

Einsatzgebiete

Ursprung

Vorgestellt von Johann Heinrich Lambert (1728-1777) im Jahre 1772 [29].
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

EQUAL-AREA CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF TWO
STANDARD PARALLELSB1,B>

ALBERSEQUAL-AREA CONIC PROJECTION

cone constant

cos’B,  cos’B,
1-E®*sin®B, 1-E*sin’B,
snB, _  sinB +1En1+ EsinB, —Inl+ Esin81%
~-E%sin?B, 1-E?sin?B, 2EQH 1-EsinB, 1-EsinB,

n=

0
(1-E®)

direct equations, polar coordinates

a=nL
Fo A D cos’ B, +(1-E?) snB,__, 1, 1+EsnB,
\/—gl(l E®sin’B,) -E?sin’B, 2E 1-EsinB,
1+ EsinB[d?
-(1-E? Tn? —%y
M-E B 2E 1-EsinB

JVn

direct equations, cartesian coordinates

AL cos’B, sinB, AL EsnB
—0 > +(1-E%)
Jn M(@-E?*sin®B)) —-E*sin® B, 2E 1 EsnB,

-(1-E )BismB —1+ Esng%ycos(m)

[1-E?sin’B 2E 1E

A [ . ]% COS(I‘IL)

AL cos’B snB, 1+EsmB
y=—0 > +(1-E%)
Jn M(@-E?*sin?B)) -E*sin® B, 2E 1 EsnB,

i +
-(1-E )BszniB+ 1 In ﬂ sm(nL)
-E“sin“B 2E 1-EsnB

5

[~--]%S|n(nL)

<>
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left Jacobi matrix

H n 0 H
J =gt g _ 0 0
"Br, r,g QU A(l- E?)cosB -y 0
0o ool 0
0 Jn@l-E?sin? B) 0
left Cauchy-Green deformation tensor
BAZn[---] 0 H
[cal=p .
K B 0 A?(1-E®)*cos’ B B
0 [-In1-E*sin”B)* O
left distance function
20 _ —2\2 2
ds? = pnf--JdL? + A UZE)C0S B o
[--]n(l-E“sin“ B)
left principal stretches
A _Jn1-E?sn?B[.- ]2
! cosB
A, = cosB
JnV1-EZsn?B[.- ]2
left eigenvectors
_J1-E*sin’B _@- EzsinzB)%
1= Gl U2 - 2 2
AcosB A(l-E?)

maximum angular deformation

In(L- E2sin? B)[--] - cos® B

Q =2arcsin BN 5
In(L- E?sin? B)[--] +cos® B|
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left principal stretchesand polar coordinater asfunction of the ellipsoidal normal

latitude B

left principal stretches and polar coordinate r
!
f

B1=30°, B,=60°

-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45
ellipsoidal normal latitude [°]

left principal stretches and polar coordinate r

B1=20°, B=70°

-90 =75 -60 -45 -30 -15 0 15 ) 30 45
ellipsoidal normal latitude [°]
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

minimum polar coordinate rmin

D g i 1+ EsinB,
y —r(B—E A coi B, +(1-E?) 92n$12 L1 1 In sin
2 \/_@(1 E’sin®B,) -E?sin®B, 2E 1-EsnB,

—(1—E)B— i E%VZ

E® 2E 1+E

maximum polar coordinate r max

O i +E B,
—r(B——E) i coi B, +(1-E?) 92n$12 L1 1 In 1+Esin
2 \/_gw(l E*sin’B,) -E’sn’B, 2E 1-EsinB,

+(1-E? ) 1—

2
—E? 2E 1+E%V

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

Albersequal-area conic projection: world map and left tissot indicatrices
(30° - graticule, standard parallels B;=30°, B,=60°)




EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

EQUAL-AREA CONIC PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL By

ALBERSEQUAL-AREA CONIC PROJECTION

cone constant

n=sinB,

direct equations, polar coordinates

a=nL
|:| _ 2 R _ 2

A 12_ @ Ez)gnzB L1-EQ 1+En_| 1+EsnBU*_ o %
0 " hi-E’sn’B)  2En O 1-En '1-EsnB

direct equations, cartesian coordinates

O -E3s -E? + +

X=A[-1£2— @ Ez)_ssz +1 E Hnl En 1 EsnB cos(nL)
Mm° n(l-E“sn“B) 2En O 1-En 1 EsnB

= Al--17% cos(nL)
0 -E3s -E? + +

y:ADLZ— @ Ez)_ssz +1 E nl En 1 EsnB sin(nL)
Mm° n(l-E“sn“B) 2En O 1-En 1 EsnB

= Al--]72sin(nL)

left Jacobi matrix

Hn 0 H

‘]I :gxl' GBE:B 2 B
" Te0 g - A(l—lf _)c;)sBZ ["']_%D

0 n(1-E”sin® B) 0
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left Cauchy-Green deformation tensor

BAZnZ[...]
U

]

AE .
o A’(1-E?*)*cos’B U
D O 2 _ 2 5A2 4|:|
0 [--In"(1-E"sin"B)"

left distance function

ds? = AZn?[--]dL® +

left principal stretches

_m1-EZsn?B[.]
cosB
cosB

N

/\2

m1-E’sn’B[.-1"

left eigenvectors

1-E2Sn’B
u, = SN Ba,
AcosB

maximum angular deformation

Q =2arcsn

2

A*(1-E®)?cos’ B 4B
[--]n*(1- E*sin®B)*

_ (1-E%sin?B)’

A(l- E?)

In?(1- E?sin? B)[--] - cos® B

|n?(1- E2sin? B)[-+] +cos® B|

2
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left principal stretchesand polar coordinater asfunction of the ellipsoidal normal

latitude B

left principal stretches and polar coordinate r

Ny
------------- A2
——————————— r
Bo=30°
0
-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90
ellipsoidal normal latitude [°]
5
45
- 4r
[}
T
£
B 35F
o
o
(5]
S
5 31
o
e}
]
» 2.5
(]
<
S =
[Py S
%]
©
2
S5l N
s
e Bl AV
o 1-
——————————— r
0.5
. Bo=60°
ol—= o ! ! ! ! ! ! ! ! |
-90 -75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45 60 75 90

ellipsoidal normal latitude [°]
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

minimum polar coordinate rmin

O -E? + +
. =r(B=1—T)=A 1_1.1-E Hnl En 1 E
2 % n 2En O 1-En

maximum polar coordinate r max

=B _1_1) Dl L1,1- E2H1+En
mex n 2En [ 1-En 1+E

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

Albersequal-area conic projection: world map and left tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel Bo=30°)




EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

EQUAL-AREA CONIC PROJECTION

EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE

STANDARD PARALLEL B;, POINTED POLE

LAMBERT EQUAL-AREA CONIC PROJECTION

cone constant
cos® B,
n=
nB, -E? + 1+EsinB
(1- E2sin? B)gr Q-E) - S e = P P LU
’sn’B, 2E 1-E 1-EsinB,

direct equations, polar coordinates
o =nL

A (1-E*)sinB 1—E2 n1+E 1+EsmB
J_D (1- Esin? B) 2E 0 1-E N1z EsnB

r=_--

direct equations, cartesian coordinates

a (1—E2)sinB+1—EZHn1+E 1+E5|nB
0 (-E’sn’B) 2E [J 1-E -

[-172 cos(nL)

51> §\>

a_ (1-E?)sinB +1—E2 GLtE_ 1+ EsnB
BT U-E’sn’B)  2E 0 1-E 1-EsnB

—[~--]}/2S|n(nL)

Sl 4>

left Jacobi matrix

n 0

= g _O U
b e By - AWQ-E’)cosB -y 0
0 \/_ — =l 0
0 n(l-E“sin® B) 0

A[ 1%

n

cos(nL.)

sin(nL.)
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left Cauchy-Green deformation tensor

A% ] 0 H
0

[Cel= g
KL B 0 A?(1-E?)*cos’ B B
0 [--In(l-E*sin® B)*

left distance function

21 _ E2\2 2
A (1 E)cosBdBZ

ds® = A’n[--]dL® +
L] [--]n(@-E*sin®B)*

left principal stretches

_Jn1-E?sn?B[.-]"2
cosB
cosB

A, =
JnV1-E?sin?B[--]72

N

left eigenvectors

_J1-E*sin’B _@- EzsinzB)%
Ul - Gl U2 - 2 2
AcosB A(l-E?)

maximum angular deformation

In(L- E2sin? B)[--] - cos® B

Q =2arcsin BN 5
In(L- E?sin? B)[--] +cos® B|
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left principal stretchesand polar coordinater asfunction of the ellipsoidal normal

latitude B

25

left principal stretches and polar coordinate r

0
-90 =75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45
ellipsoidal normal latitude [°]

35

15

left principal stretches and polar coordinate r

-90 =75 -60 -45 -30 -15 0 15 30 45
ellipsoidal normal latitude [°]
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R

minimum polar coordinate rmin

ﬂ
Il
I
P
99)
11
N
11
o

maximum polar coordinate r max

A +1—E2|n1+ED]/2
it E 1-Ef

Tt
(. :r(B :_E) =

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A=90° a= 90°

left angular shear

o= 0°
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EQUAL-AREA CONIC PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

L ambert equal-area conic praojection: world map and left tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel B;=30°)
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