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KAPITEL 1

MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN
DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE



GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

1-1. GRUNDLAGEN DER LOKALEN FLACHENTHEORIE

Die Kartenprojektionslehre beschéftigt sich algemein mit der Abbildung von Flachen auf
Flachen. Dabel wird digienige Flache, deren Punkte abgebildet werden, als "Urbildfléche"
oder kurz "Urbild" bezeichnet, digjenige Flache, auf welche die Punkte des Urbilds abgebildet
werden, wird "Bildflache" oder kurz "Bild" genannt.

Fir die Beschreibung einer Flache im dreidimensionalen euklidischen Raum existieren
mehrere Darstellungsmoglichkeiten. Die wichtigste ist die Parameterdarstellung, mittels
derer ein Punkt der Flache durch zwei Flachenparameter u® und u? festgelegt wird. Beziiglich
eines dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystems, das durch die Einheitsvektoren e;,
& und e; aufgespannt wird, lautet die allgemeine Parameterdarstellung einer solchen Flache:

EOtpls

(11 x(u',u®) = x(u',u®)e, + y(u',u?)e, + z(u',u*)e, = Oy(u*,u*) e, ,e,,e;)"
1 ,.2yU
E,Z(u U

Fur u = const. bzw. v = const. erhdlt man in der Flache liegende Raumkurven, die sogenannten
Parameterlinien (coordinate lines). Eine besondere Bedeutung fur die nachfolgenden
Betrachtungen besitzen die Tangentenvektoren an diese Parameterlinien; sie werden auch als
GAusssche Tangentenvektor en bezeichnet und spannen die Tangentialebene im Punkt x(u,v)
auf (falls eine solche Uberhaupt existiert). Sie sind folgendermal3en definiert:

ox(ut,u? ox(u*, u? ay(u*,u? dz(u*,u?
g, = (aul ) _ X, (U, U?) = (aul ) e, + y(aul ) e, + (aul ) e,
ox(u*,u?) 1 oy Ox(utu?®) o ay(ut,u®) az(u*,u?)
=———"=X,(u,u) = e+ e+ €
9 au? i ) > u> 7’ >

Die GAUSSschen Tangentenvektoren stehen nur dann senkrecht aufeinander, wenn sich die
Parameterlinien orthogonal schneiden. Ist dies der Fall, so spricht man von einer
orthogonalen Parametrisier ung der vorliegenden Fléche.

Die Geometrie einer Flache wird durch ihre Metrik charakterisiert, welche den Abstand ds
zweier infinitessmal benachbarter Punkte auf dieser Flache beschreibt. Dieser Abstand kann
fir eine beliebige Flache ausgehend von ihrer Parametrisierung und den zugehorigen
Gaussschen Tangentenvektoren berechnet werden.

Zunéchst werden die Komponenten des zur jeweiligen Fléche gehdrenden Metriktensors
benttigt, welche auch als Fundamentalgr 63en 1.Art bezeichnet werden:

e:=(0:]91) = (X, (U.U%) [ x,. (U %)
f = <g1 | gz> = <Xul (ul'uz)‘ X2 (ul’u2)>
g:= <92 | gz> = <Xu2 (ul’uz)‘ X (ul’u2)>
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Der zur jeweiligen Flache gehdrende M etriktensor besitzt folgendes Aussehen:

e f 1 9
o] Ef g Ez %ﬂ QZZE
Dadasinnere Produkt zweier Vektoren kommutativ ist, gilt stets:
f=(0,/0.) =(9:/9:) =9r2= g1
Liegt zudem eine orthogonal e Parametrisierung der zugrunde liegenden Fl&che vor, so gilt:
f=0g12=0gn=0

Die 1.Fundamentalform (distance function) beschreibt das Quadrat des Abstands ds zweier
infinitesimal benachbarter Fl&chenpunkte; sie lasst sich mit Hilfe der eben berechneten
Komponenten des Metriktensors [gk] in folgender Form darstellen:

| =ds’® =g, du“du’
(1.2) =e(du')? + 2 fdu‘du® + g(du?)?
= gy, (du')® +2g,,du’du® + g,,(du®)®

Zur eindeutigen Unterscheidung zwischen Urbild- und Bildflache werden im folgenden
samtliche auf das Urbild bezogene Grofen mit GrofRRbuchstaben, auf das Bild bezogene
Grofzen hingegen mit Kleinbuchstaben dargestellt. Die allgemeine Parameterdarstellung einer
Urbildflache laute also gemal3 (1.1)

XUHU?) =XUYUE, +YUYLU?)E, +Z(UYU?)E,
Entsprechend laute die allgemeine Parameterdarstellung der zugehorigen Bildflache:
x(ut,u?) = x(ut,u?)e, + y(u',u?)e, + z(u',u®)e,

Eine spezielle Aufgabe der Kartenprojektionsehre besteht darin, die Erdoberfléache oder
Ausschnitte aus dieser in einer (ebenen) Karte darzustellen. Dies soll Gegenstand der
vorliegenden Arbeit sein.

1-2. MOGLICHE URBILDFLACHEN FUR ABBILDUNGEN DER ERDOBERFLACHE

Fir die Darstellung in einer Karte muss die Erdoberflache durch eine geeignete Urbildflache
approximiert werden. In Abhangigkeit der gewinschten Genauigkeit stehen hierfir mehrere
Flachen zur Verflgung.

Als Urbildflache wird Ublicherweise entweder eine Kugel (sphere) oder aber ein Rotations-
elipsoid (ellipsoid of revolution) verwendet. Eine dritte (theoretische) Moglichkeit fur die
Wahl einer Urbildflache stellt das dreiachsige Ellipsoid dar, das alerdings keinerlei
praktische Bedeutung besitzt und hier nur der Vollstandigkeit halber aufgefihrt ist.

3
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b)

Die Kugd wird ublicherweise in sphérischer Lange A und sphérischer Breite @
parametrisiert. Die spharische Lange A eines Punktes P ist der in der Aquatorebene
nach Osten positiv gezéhlte Winkel zwischen dem Hauptmeridian der Kugel
(Bezugsmeridian, Nullmeridian) und dem durch den Punkt P verlaufenden Meridian.
Die spharische Breite @ stellt den Winkel zwischen der Aquatorebene und der
Verbindungslinie Kugelmittelpunkt — Punkt P dar (Fig. 1.2). Alternativ kann die
Kugel auch in sphérischer Lange A und sphérischer Poldistanz A parametrisiert
werden. Bei der Poldistanz A handelt es sich um den Komplementarwinkel von ® zu
90°, esgilt dso A = 90°-.

Im Falle des Rotationsellipsoids gilt fur die ellipsoidische Léange L eines Punktes P
dieselbe Definition wie fur den Langenwinkel A der Kugel. Fir die Festlegung des
Breitenwinkels gibt es verschiedene Moglichkeiten, von denen an dieser Stelle die
wichtigsten vorgestel It werden sollen.

(1) Geozentrische Breite y
Unter der geozentrischen Breite y eines Punktes P verstent man den Winkel
zwischen der Aquatorebene und der Verbindungslinie Ellipsoidmittelpunkt —
Punkt P.

(i) Ellipsoidnormale (geographische) Breite B
Unter der ellipsoidnormalen Breite B eines Punktes P des Rotationsellipsoids
versteht man den Winkel, den die im Punkt P errichtete Flachennormale mit der
Aquatorebene einschlief:t.

(i)  ReduzerteBreite 8
Unter der reduzierten Breite 3 eines Punktes P des Rotationsellipsoids versteht
man den Winkel zwischen der Aquatorebene und der Verbindungslinie
Ellipsoidmittelpunkt — Punkt P. Dieser wird durch eine senkrecht zur
Aquatorebene verlaufende Projektion des Punktes P auf eine im Mittel punkt
des Rotationsellipsoids gelagerte Kugel gewonnen, die als Radius die grof3e
Halbachse des Rotationsellipsoids besitzt.

Fur jeden dieser drel Breitenwinkel kann analog zum Kugelfall eine zugehorige

Poldistanz angegeben werden. Fig. 1.1 zeigt einen Meridianschnitt, in dem die drel
Breiten sowie die zur ellipsoidnormalen Breite gehtrige Poldistanz A dargestellt sind.

]
]
]
]
| =
I \\ )
]
]
]
]

Nordpol N

Aquatorebene

y

Fig. 1.1: Mdgliche Breitenparametrisierungen flr das Rotationsellipsoid



GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

Im folgenden wird stets davon ausgegangen, dass, wie in Fig. 1.2 dargestellt, die Kugel in
sphérischer Lange A (spherical longitude) und sphérischer Breite @ (spherical latitude) und
das Rotationsellipsoid in ellipsoidischer Lange L (ellipsoidal longitude) und ellipsoidnormaler
Breite B (ellipsoidal normal latitude) parametrisiert ist.

Im Sinne der in Gleichung (1.1) vorgestellten allgemeinen Parameterdarstellung gilt also fir
die Kugd:

Ut=A Uz=o und somit XU U?)=X(A,D)
Fir das Rotationsellipsoid gilt entsprechend:

ut=L U2=B und somit X(U*'U?)=X(L,B)

Fig. 1.2: Gebrauchliche Parametrisierungen von Kugel und Rotationsellipsoid

In dem Fig. 1.2 zugrunde liegenden globalen und orthonormalen (X,Y,Z) -
Koordinatensystem, das aus den Einheitsvektoren E;, E, und E3 gebildet werden soll, 1&sst
sich der Ortsvektor X eines Punktes P der Kugel mit dem Radius R folgendermal3en
darstellen:

cos/Acos®
X(A,®)=RsinAcos® (E,,E, E;)"

H Rsin® H

=Rcos Acos PE, +Rsin Acos®E, + RSin®E,
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Fir ein Rotationsellipsoid mit grofer Halbachse A und Quadrat der ersten numerischen
Exzentrizitét E2 gilt:

[ cosL cosB
gsinLcosB [{(E,,E,,E,)"

A
Vl_ EZSinz B Bl_ EZ)S'n BH

X(L,B)=

= A (cosLcosBE, +sinLcosBE, +(1- E*)sinBE,)

V1-E’sn’B

Ausgehend von diesen beiden Parameterdarstellungen sollen nun die zugehdrigen
Metriktensoren sowie die ersten Fundamentalformen berechnet werden. Dazu werden
zunéchst die GAUSSschen Tangentenvektoren bereitgestellt. Diese lauten fir die Kugel:

_OX(UU?) _aX(AD) _

G, 1 X, =-Rsin Acos®E, + RcosAcos®PE,
ou oA
1 2
G, = oX(u ’2U ) - X(AP) =X, =-RcosAsin ®E; —Rsin Asin ®E, + Rcos®E,
ou od

Fir das Rotationsellipsoid erhadlt man entsprechend:

1 2
Glzax(u ’1U ):aX(L'B):xL: AcosB (-sinLE, +cosLE,)
U oL 1-E*sin’B
172 —E?
G, = XU UT) _OX(LB) _y AL-E) (cosLsinBE, +sinLsinBE, —cosBE,,)
ou 0B (-E?sin?B)”

Die Fundamental grofRen 1.Art berechnen sich nun zu:

A% cos’ B
E=(6.[6)) = (X[ X,) =Ros’e  EZ(GCH=XuIX0) =g
F =(G,|G,)=(X,|X4)=0 F=(G,|G,)=(X_[Xg)=0
G:<Gz|Gz>:<Xm|Xm>:R2 _ _ _ Az(l— Ez)2
6= (G:[0) =(Xal Xa) = g5 S
(Kugdl) (Rotationsellipsoid)
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Somit lauten die Metriktensoren der Kugel bzw. des Rotationsellipsoids:

A? cos’ B
cos’® 0 M-E*sin’B 0 H
G ]= [Ga]= -
KL 0 R? kel = [ A2 (1 Ez) 0
O 3
ﬁ 2sin? B
(Kugdl) (Rotationsellipsoid)

Nun lassen sich leicht die ersten Fundamentalformen beider Flachen angeben. Fir die Kugel
ergibt sich

| :=dS* =G, dU“dU" =R?cos® ddA\* + R*dd?,
und fur das Rotationsellipsoid erhélt man

A'cos’B ., Af-E?f

_ dB?.
1-E?sn’B (1_ E2gin? 5)3

| :=dS® =G, dU"dU" =

1-3. MOGLICHE BILDFLACHEN

Da die Punkte der Urbildfl&che nach erfolgter Abbildung in einer (ebenen) Karte dargestellt
werden sollen, kommen as Bildflachen nur solche Flachen in Frage, die entweder von
vornherein keine Krimmung besitzen (Ebene) oder sich nach erfolgter Abbildung in die
Ebene abwickeln lassen. Zu letzteren gehoren Zylinder und Kegel, die entlang einer
Mantellinie aufgeschnitten und in die Ebene abgerollt werden konnen.

In allen Féllen handelt es sich bel der Bildflache schliefdlich um eine Ebene, die entweder in
kartesischen Koordinaten (x,y) (cartesian coordinates) oder in Polarkoordinaten (r,a)
(polar coordinates) parametrisiert werden kann. In beiden Darstellungen kann der Ortsvektor
x eines Punktes P der Ebene beziiglich eines durch die orthonormalen Basisvektoren e; und e,
aufgespannten  (x,y) — Koordinatensystems und unter Verwendung der bekannten
Transformation von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten

X =r cosa
y=rsna

gemal Fig. 1.3 folgendermal3en koordiniert werden:
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y
A
x=const.
y=const. P
& r
o X(xy) = xe, +ye,
> —> x(a,r)=rcosoe, + rsinae,
e
_~f=const. ' :
r=const.

Fig. 1.3: Parametrisierung der Ebene

Im Sinne der in Gleichung (1.1) vorgestellten Parameterdarstellung gilt also fur die Parametri-
sierung der Ebene in kartesischen Koordinaten (X,y):

=x u’=y undsomit x(u*,u?) = x(x,y)

Liegt eine Parametrisierung der Ebene in Polarkoordinaten (a,r) vor, so gilt entsprechend:

=a u’=r  undsomit x(ut,u?)=x(a,r)

Ausgehend von diesen beiden Parametrisierungen sollen nun die zugehdrigen Metriktensoren
sowie die ersten Fundamentalformen berechnet werden. Dazu werden zunéchst wiederum die
GAUSSschen Tangentenvektoren bereitgestellt.

_ox _ _ox .

g, -_&_Xx_el g, __a-xm——r5|n0(e1+rc050(e2
_ox _ __OX -

g, __a—y-xy—e2 g, _:5:xr:cosuel+5|n0(e2
(kartesisch) (polar)

Die FundamentalgrofRen 1.Art berechnen sich zu:

e:<gl|gl>:<xx|xx>:1 e:<gl|gl>:<xa|xa>:r2

f :<g1|g2>:<xx Xy>:0 f :<g1|g2>:<xa|xr>:O

g :<g2|g2>:<xy‘xy>:1 g :<g2|g2>:<xf|xf>:1
(kartesisch) (polar)
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Die Metriktensoren und ersten Fundamentalformen fir beide Parametrisierungen lauten:

[gk|]=% EE [94] = 02 2%

| :=ds® = g, du*du’ =dx® +dy? | :==ds® = g,du“du’ =r*da” +dr?

(kartesisch) (polar)

1-4. ABBILDUNGSGLEICHUNGEN

Als nachster Schritt wird ein funktionaler Zusammenhang zwischen den Bild- und den
Urbildkoordinaten benétigt, aus vorgegebenen Urbildkoordinaten sollen also die
entsprechenden Punkte im Bild berechnet werden.

Im allgemeinsten Fall, in dem das Urbild mittels der Flachenparameter U' und U? und das
Bild mittels der Flachenparameter u' und u” parametrisiert wird, lautet dieser funktionale
Zusammenhang:

ut = f,(ULU2)

13 u?=f,(UU?)

Die Funktionen f; und f, heif3en (direkte) Abbildungsgleichungen (direct equations). Die
Indizes 1 und 2 sollen verdeutlichen, dass es sich jeweils um verschiedene Funktionen von U*
und U? handelt. Im Fall von (1.3) werden Urbildpunkten die entsprechenden Punkte im Bild
zugeordnet.

Genauso gut 18sst sich eine inverse Abbildung konstruieren, mit der sich aus Koordinaten der
Bildpunkte u', u? entsprechende Koordinaten der Urbildpunkte U*,U? berechnen lassen. Die
zugehorigen (inversen) Abbildungsgleichungen (inverse equations) besitzen folgendes
Aussehen:

u'=f,(u',u®)

14 U2=f,(u,u?

Auch hier sollen die Indizes 3 und 4 verdeutlichen, dass es sich jeweils um verschiedene
Funktionen von u® und u? handelt.

Die Funktionen f; und f; sind im allgemeinen nicht im gesamten Definitionsbereich von
(U'U?) eindeutig; einem Urbildpunkt kann folglich nicht immer genau ein Bildpunkt
zugeordnet werden. Ebenso verhélt es sich mit den Funktionen f; und f4, welche ebenfalls
nicht im gesamten Definitionsbereich von (u*,u?) eindeutig sind, so dass einem Bildpunkt
nicht immer genau ein Urbildpunkt zugeordnet werden kann.

9
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Zur Verdeutlichung dieses Sachverhaltes soll eine Abbildung der Erdoberfléche betrachtet
werden. Dort kénnen beispielsweise die folgenden Félle auftreten:

> ein bestimmter Meridian wird zweimal abgebildet
> die Pole werden im Bild nicht als Punkt, sondern linienhaft dargestellt
> bestimmte Punkte der Erdoberflache kénnen tberhaupt nicht abgebildet werden

Im Rahmen dieser Arbeit wird stets davon ausgegangen, dass die Abbildungsgleichungen fir
die einzelnen Abbildungen bereits zur Verfigung stehen und nicht erst hergeleitet werden
mussen.

1-5. KARTENMARSTAB

Wie bereits im Abschnitt 1-4. angedeutet, besteht zwischen den Urbild- und den Bildpunkten
im algemeinen kein eindeutiger Zusammenhang. Desweiteren ist es aus naheliegenden
Grunden unmoglich, Teile der Erdoberflache im Mal3stab 1 : 1 in einer Karte darzustellen. Im
Zuge einer Abbildung muss daher, je nach Grof3e des abzubildenden Gebietes, ein bestimmter
Abbildungsmal3stab zugrunde gelegt werden, so dass sich Teile der Erdoberflache in
verkleinerter Form in der Karte wiederfinden. Der Abbildungsmalistab kann wie folgt
definiert werden:

= Unter dem Abbildungs- oder Kartenmalistab versteht man das Verhaltnis des fur die
Abbildung zugrunde gelegten Kugelradius R zum Erdradius Re. Es gilt also:

M=

Re

Legt man beispielsweise eine Kugel mit dem Radius R = 1m zugrunde und setzt den Erdradius
zu Rg = 6370000m an, so besitzt die Abbildung den Maldstab 1 : 6.370.000. Eine
entsprechende Definition gilt natirlich auch fur das Rotationsdllipsoid. An die Stelle der
Radien R bzw. Rg treten in diesem Fall die entsprechenden Ellipsoidhal bachsen.

1-6. VERZERRUNGSVERHALTNISSE

Bereitsim Jahre 1777 hat Leonhard Euler in [7] gezeigt, dass eine gekrimmte Flache wie eine
Kugel oder ein Rotationsellipsoid nicht verzerrungsfrei in die Ebene abgebildet werden kann.
Daraus resultiert die Eigenschaft jeder beliebigen Kartenprojektion, dass der jeweilige
Abbildungsmalistab (wie oben definiert) nicht Gberall in der Karte gilt, sondern nur in
bestimmten Punkten oder entlang bestimmter (ausgezeichneter) Linien. Um den Mal3stab in
anderen Punkten oder entlang anderer Linien nicht als sehr kleine Zahl (z.B. in der Form 1 :
6.370.000) angeben zu missen, wird ein "lokaler" Malistab, die Langenverzerrung, eingefihrt.

10
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= Unter Langenverzerrung oder Streckung A (stretch) versteht man den Mal3stab in einem
bestimmten Punkt der Karte oder entlang einer bestimmten Linie in der Karte. Dieser
Maldstab betrégt in Punkten, in denen der Abbildungsmalistab (wie oben definiert)
beibehalten wird, definitionsgemal? Eins. Ebenso betragt er entlang von Linien, auf
welchen der Abbildungsmaldstab beibehalten wird, Eins; dort gilt somit

N=1,

ein solcher Punkt oder eine solche Linie wird also verzerrungsfrei abgebildet. In anderen
Punkten oder entlang anderer Linien wird die Langenverzerrung A als Vielfaches von
Eins angegeben.

Im folgenden ist stets die Langenverzerrung (Streckung) A gemeint, wenn von "Mal3stab"
gesprochen wird; wie eine solche Langenverzerrung in einem bestimmten Punkt der Karte
berechnet werden kann, soll in diesem Abschnitt aufgezeigt werden.

Zu einer solchen Berechnung muss eine Deformationsanalyse der zugrundeliegenden
Abbildung durchgefihrt werden, deren Ausgangspunkt die Abbildungsgleichungen (1.3) und
(1.4) bilden. Die Abbildungsgleichungen (1.3) werden im folgenden als "direkte”, die
Gleichungen (1.4) hingegen als "inverse Abbildungsgleichungen” bezeichnet:

ut=f,UU?) u'=f,(u',u®)
u*=f,(UU?) U?=f,(u'u?
direkt - links invers - rechts
direct - left inverse - right

Im né&chsten Schritt werden die partiellen Ableitungen der Abbildungsgleichungen gebildet
und in der Jakobi-M atrix zusammengefasst:

Baf (Utu?® of LUt U )H Epf3(ul,u2) of,(u',u )E
J3,=0_ou’ ou* 3 =0 o au? O
' [of ,(UHU 2y of ,(UU )D ' Daf4(u1,u2) of,(u',u 0

ou?! ouU? H B ou* ou?

bzw.

Bau1 ou* H Bgul ou? H

3 =DV au’Q 3 —Oout  au’ [

' Dou® ou* O " [HU? 9u3[

BU 1ogu? H out du?
linke Jakobi-Matrix rechte Jakobi-Matrix
left Jacobi matrix right Jacobi matrix

11
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Sel [GkL] der Metriktensor der Urbildflache und [gu] der Metriktensor der Bildflache, so
lassen sich mit Hilfe der soeben bereitgestellten Jakobi-Matrizen die beiden Cauchy-
Greenschen Defor mationstensor en berechnen:

(o} C
[CKL]:‘JIT[gkI]‘Jl :gu CZE [Cm]:‘]rT[GKL]‘Jr :ﬁn Clzﬁ
21 22 21 22
linker Cauchy-Green-Deformationstensor  rechter Cauchy-Green-Defor mati onstensor
left Cauchy-Green deformation tensor right Cauchy-Green deformation tensor

Bel diesen Deformationstensoren handelt es sich um symmetrische Matrizen, es gelten somit
die Beziehungen:

[Ce.] :[CKL]T [Cul= [Ckl]T .
Fur die Nebendiagonal elemente gilt somit:
Ci2 = Cx1 Cr2=Cy

Fals sich die Parameterlinien im Urbild orthogonal schneiden und sich diese nach erfolgter
Abbildung auch im Bild orthogonal wiederfinden, gilt stets:

C2=C1=Cpp=Cxn=0
Mit Hilfe der Komponenten beider Deformationstensoren lasst sich nach erfolgter Abbildung

die Metrik der Bildfléche ds” als Funktion der Urbildkoordinaten (U*,U?), sowie die Metrik
der Urbildflache dS” al's Funktion der Bildkoordinaten (u',u?) darstellen. Man erhélt:

ds* = ¢, dU“du* ds? =C,du*du’
=c,,(dU")? +2c,dU 'dU ? +c,,(dU ?)? =C,,(du")? + 2C_du‘du® + C,, (du?)?
linkes Bogenel ement rechtes Bogenel ement
left distance function right distance function

Mittels der beiden Cauchy-Greenschen Deformationstensoren bzw. der beiden Bogenel emente
ds? und d$? sollen nun zwei verschiedene Langenverzerrungen (Streckungen) vorgestellt
werden.

a) Die erste Mdglichkeit der Definition einer Langenverzerrung besteht in der Angabe des
Langenverhdltnisses aus dem Abstand zweier infinitesimal benachbarter Punkte der
Urbildflache und demselben Abstand, wie er sich nach erfolgter Abbildung im Bild
darstellt. Im Urbild wird dieser Abstand gemal3 (1.2) durch dessen Metrik bestimmt, im

Bild hingegen durch die Komponenten des Cauchy-Greenschen Deformationstensors.
12
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Fir die beiden Falle einer direkten und der zugehdrigen inversen Abbildung lassen sich so
die Langenver zerrungen A und A definieren. Ihre Quadrate lauten:

ds? _ ¢, dUXdU' _ c,(dU")? +2c,dUdU? +c,, (dU 2)?

N = = =
ds? G du"dut G, (du")?+2G,dU'dU? +G,,(dU ?)?
linke Langenver zerrung
left stretch
. dS? _ Cydu“du’ _ C,(du')® +2C,,du'du® + C,,(du?)?
ds®  g,du“du’ gy (du')® +2g,du'du’ + g, (du®)®
rechte Langenverzerrung
right stretch

Aus diesen allgemeinen Definitionen fur die Langenverzerrung lasst sich ein wichtiger
Spezidfal herleiten, ndmlich die Streckungen entlang der Parameterlinien. Fir viele
Anwendungen, beispielsweise zur Untersuchung der Eignung oder zur Bestimmung
spezieller Eigenschaften einer bestimmten Abbildungsart, ist es wichtig, den Mal3stab
entlang einer ins Bild abgebildeten Parameterlinie des Urbilds berechnen zu kénnen. Ein
solcher Mal3stab gilt dann nicht nur fir einen bestimmten Punkt, sondern entlang der
betrachteten Parameterlinie.

Entlang einer Parameterlinie U* = const. gilt: dut=0
Entlang einer Parameterlinie U = congt. gilt: du?=0
Entlang einer Parameterlinie u' = const. gilt: du'=0
Entlang einer Parameterlinie u? = const. gilt: du*=0

Werden diese Werte in die obigen allgemeinen Definitionen eingesetzt, so erhdlt man die
folgenden Ergebnisse:

/c . .
N = G—“ ...linke Streckung entlang der Parameterlinie U= const.
11
N, = /Ci ...linke Streckung entlang der Parameterlinie U = const.
GZZ
/C .
A= TR ...rechte Sreckung entlang der Parameterlinie U= const.
91
C .
A = /i ..rechte Streckung entlang der Parameterlinie u* = const.
922

13
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b) Einen zweiten moglichen Zugang zum Problem der Bestimmung von Langenverzerrungen
liefert der Satz von Tissot:

Eine Abbildung f sei zweimal stetig differenzierbar und die Determinante der Jakobi-
Matrix der zugehtrigen Abbildungsgleichungen sei ungleich Null:

detJ 0.

Dann existiert ein Kartenwechsel derart, dass sich die Parameterlinien in der
Urbildflache und ihr Abbild in der Bildflache orthogonal schneiden.

Dies bedeutet, dass es unter den genannten Voraussetzungen gelingt, eine orthogonae
Parametrisierung der Urbildflache zu finden, so dass sich die Parameterlinien dieser
Urbildflache auch im Bild orthogonal schneiden. Diese orthogonal abgebildeten
Parameterlinien definieren die Hauptstreckungs- oder Hauptver zerrungsrichtungen
der Abbildung. Die Betrége der in diesen Richtungen auftretenden Langenverzerrung
werden als Hauptstreckungen (principal stretches) bezeichnet und stellen nichts anderes
dar as die Eigenwerte des zugehdrigen Cauchy-Greenschen Deformationstensors. Die
Hauptverzerrungsrichtungen werden dementsprechend durch die Eigenvektoren des
Cauchy-Greenschen Deformationstensors vorgegeben.

Zur Berechnung der Hauptstreckungen ist also die allgemeine Eigenwertaufgabe zu
|6sen. Sei A ein Eigenwert des linken Cauchy-Greenschen Deformationstensors [ck.] und
U, der zugehorige Eigenvektor und sei ferner A ein Eigenwert des rechten Cauchy-
Greenschen Deformationstensors [Cy] und u, der zugehdrige Eigenvektor, so lautet die
allgemeine Eigenwertaufgabe fur die Falle einer direkten bzw. inversen Abbildung:

(C ~N°G )U, =0 (1.9) (Cy —Ngy)u, =0
linke rechte
Eigenwertaufgabe Eigenwertaufgabe

Ausgehend von dieser Aufgabenstellung lassen sich die gesuchten Eigenwerte
folgendermal3en berechnen:

det(c, — NG, ) =0 det(C, ~N°g,) =0

Die folgende Herleitung wird nur fir den Bildbereich durchgefiihrt. Es wird folglich an
dieser Stelle zunéchst nur die linke Eigenwertaufgabe bearbeitet. Die Berechnungen fir
den Urbildbereich erfolgen vollig analog, so dass nur die Ergebnisse angegeben werden.

Cu— /\2611 Cp ~ /\2612 -0

det(c,, —N°G,, ) =0 -
( “ KL) Cp ~ /\2612 Cp ~ /\ZGzz

14



GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

Die Auswertung dieser Beziehung liefert:

N (GnGzz _6122) -N (011611 _2C12612 +C22611) +(C11022 _C122) =0

bzw.

2
A = N\2 H:nGll —2¢,G,, +C,Gy E‘ CiCyp ~Cp

2 2 - 0
G11G22 - G12 GnGzz - GlZ

Unter Ausnutzung der Beziehungen

det(c,, ) =c,C,, — 0122
det(G,, ) =G,,G,, - G122
erhalt man schliefdlich den biquadratischen Ausdruck
A* = Ntrace(c,, G,! ) + det(c,, G ) =0,

so dass fur die beiden gesuchten Hauptstreckungen Az und A gilt:

2
/\1/2 -

1 _ Z Z
S trace(c, Gii) . (trace(c,, Gi))° - 4det(c, Gyt

Far den Urbildbereich gilt entsprechend:

2
A1/2 -

1 - Z Z
Etrace(cm O¢) % \/(trace(cm 04))% —4det(C, 9,")

Aus diesen Zwischenergebnissen lassen sich die gesuchten Hauptstreckungen A;,A2 und
A1,A2 bestimmen. Man erhdlt schlief3ich:

/\l:l

> Pltrace(c, Gi1) + 2ydet(c, Gyl +trace(c Gi1) - 24det(e Gi) [

/\2:1

> Eytracelc,, Gid) + 2,/det(c, Gi1) ~trace(c, Gil) =2y det(c, G) [

linke Hauptstreckungen
left principal stretches

L - - - -
A= Eﬁ\/trace(cm g ) +2y/det(C, g, +\/”ace(Ck| 9) ~ 2,/ det(C, 9;) H

1 - = - =
A, = E@‘/trace(cm 0.') + 2,/det(C, 9 —trace(C, g - 2,/det(C, 9, ]
rechte Hauptstreckungen

right principal stretches

15
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Die Berechnung der linken Hauptstreckungen vereinfacht sich, wenn eine orthogonae
Parametrisierung des Urbilds vorliegt und sich die in die Bildebene abgebildeten
Parameterlinien orthogona schneiden. Dann gilt ndmlich

Gio=c12=0

und die Hauptstreckungen berechnen sich zu:

A, = | A, = |22
Gll GZZ

Dasselbe trifft auch fur die Berechnung der rechten Hauptstreckungen zu. Gilt namlich fur
eineinverse Abbildung

OJ12=C12=0,

so vereinfacht sich auch hier die Berechnung zu:

In diesem speziellen Fall sind die Hauptstreckungen identisch mit den Streckungen
entlang der Parameterlinien. Lasst sich also feststellen, dass im Fale einer direkten
Abbildung sowohl der Metriktensor des Urbilds als auch der linke Cauchy-Greensche
Deformationstensor  Diagonalstruktur — besitzen, so muss zur Bestimmung der
Hauptstreckungen nicht die algemeine Eigenwertaufgabe ausgewertet werden. Dasselbe
gilt auch im Falle einer inversen Abbildung, wenn der Metriktensor der Bildflache und der
zugehorige rechte Cauchy-Greensche Deformationstensor Diagonal struktur besitzen.

Nun verbleibt noch die Aufgabe, ausgehend von den Hauptstreckungen die zugehdrigen
Hauptstreckungsrichtungen, also die Eigenvektoren, zu berechnen.

Dazu mussen die berechneten Hauptstreckungen A;,A2 bzw. A1,A,, die im folgenden as A
bzw. A\; bezeichnet werden, in die Gleichungen (1.5) eingesetzt werden. Man erhélt somit die
folgenden homogenen linearen Gle chungssysteme:

(€. ~NiG ), =0 =12 (Cy —Ngy)u, =0
Seien f1; und f 5 die Koordinaten der zu den linken Hauptstreckungen A; gehdrenden linken
Eigenvektoren U; und fr3; und fi5 die Koordinaten der zu den rechten Hauptstreckungen A;

gehdrenden rechten Eigenvektoren uj, so erhdlt man fir die resultierenden linearen
Gleichungssysteme die ausfihrliche Darstellung

%11 - /\?Gn Cp— /\?Glz %fm E: %E %11 - )‘?911 C12 - )‘?912 %frﬂ E: %E
12 /\?612 Cp~ /\?Gzz fL2i 12 )‘?912 sz - )‘?922 fr2i

=12
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In diese Darstellung werden nacheinander die Eigenwerte A1,/ sowie A\, eingesetzt, so
dass insgesamt vier Gleichungssysteme zu lésen sind. Die Loésungen dieser
Gleichungssysteme lauten:

u. = OF E: 1 E Cy _/\iGzz E
1 Ef Lzl \/Gll (sz - /\21G22 )2 —2G, (C12 - /\iGu )(sz - /\21G22 ) +G,, (012 - /\21G12 )2 ) (Clz - AiGlz )D
_ Cf L O 1 O (Clz - /\22612 )D

U, = Df = > > A2G
aps \/Gzz (C11 - /\22 Gll) - 2G12 (C11 - /\22 G11 )(Clz - A22G12 ) + G11 (C12 - /\22 G12 ) 0 Cu 22n [

Die gesuchten linken Eigenvektoren (left eigenvectors) besitzen as Basis die linken
GAUSSschen Tangentenvektoren G; und G, so dass man die folgenden Ergebnisse erhélt:

U, = {6, + 1,6, U, = f,G + .G,
linker Eigenvektor zum Eigenwert /N, linker Eigenvektor zum Eigenwert A,

Fur den Urbildbereich lautet die L6sung der entsprechenden Gleichungssysteme:

u, = Oy B: 1 Bczz -9, U
1

Elfr21D \/gll(sz _A12922 )2 - 2912 (Clz - /‘f Oz )(sz _/‘12922) +0, (Clz _A12 Oz )2 o (C12 _Afglz )D

u, = Of 1o B: 1 D'(Clz _/‘gglz)D

Efrzzﬂ \/922 (Cll _Aggn)z _2912 (Cll _/‘ggll)(clz _/‘5912)"' gll(ClZ _/‘5912 )2 O Cll _/‘ggn O

Die gesuchten rechten Eigenvektoren (right eigenvectors) besitzen as Basis die linken
GAUSSschen Tangentenvektoren g; und g, so dass man die folgenden Ergebnisse erhalt:

u =f,0,+f,9 u, = f,,0, + f,,09,
rechter Eigenvektor zum Eigenwert A; rechter Eigenvektor zum Eigenwert A,

Fir den Fall, dass sich die Parameterlinien im Urbild orthogonal schneiden und sich auch nach
einer erfolgten Abbildung orthogonal im Bild wiederfinden, werden obige Berechnungen
erheblich vereinfacht. In einem solchen Fall gilt namlich:

Gy, =¢, =0
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und da aus c;, = 0 die einfachen Beziehungen

C C
/\Z:i /\ZZZi )\2:_ )\22:_
b Gy Gy, Yooy 92

folgen, berechnen sich in diesem Fall die linken und rechten Eigenvektoren zu

1 1
U, =—G, u=—=9,
\Gy A 91
U2 :LG2 u2 :i

g
VG2 Vo

Abschlief3end sollen die in diesem Abschnitt erhaltenen Ergebnisse geometrisch interpretiert
werden. Von zentraler Bedeutung sind hierbei die sogenannten Tissot-Ellipsen, die auch

Tissot-Indikatrizen (Tissot indicatrices) genannt werden.

Die Untersuchung lokaler Verzerrungen geht aus von dem Verhéltnis ds/dS zwischen zwel

sich entsprechenden differentiell kleinen Bogenelementen dsim Bild und dS im Urbild. Diese

Langenverzerrung ist in ihrem Wert nicht nur von Punkt zu Punkt verschieden, sondern auch

am selben Punkt A von der Richtung abhangig. Dieser Sachverhat sowie einige weitere

Aspekte sollen anhand von Fig. 1.4 verdeutlicht werden. Dort wird der Einfachheit halber von
einer Darstellung der Erde als Kugel ausgegangen und ein infinitessmaler Kreis auf der

Oberfléache dieser Kugel sowie das Abbild dieses Kreisesin der Bildebene betrachtet:

0

UZ> ,

{=7]

o
w /0
<

» x
va
auZ
infinitesimal kleiner Kreis Verzerrungsellipse im Bild
im Urbild (Kugel oberfléche) (Tissot-Indikatrix)

Fig. 1.4: Tissot-Indikatrix als Abbild einesim Urbild generierten infinitesimalen Kreises
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In Fig. 1.4 bedeutet:

A beliebiger Punkt auf der Erdoberfléche mit den geographischen Koordinaten Aa,®a
A’ Abbild des Punktes A
C beliebiger Punkt auf der Erdoberflache mit den geographischen Koordinaten Ac,®c mit
infinitesimal kleinem Abstand zu A
c Abbild des Punktes C
as infinitesimal kleines Bogenelement auf der Erdoberfléche zwischen den Punkten A und C
das Abbild desinfinitesimal kleinen Bogenelementes dS
X,y Richtungen entlang eines Satzes orthogonaler Parameterlinien im Urbild geméald dem Satz von
Tissot
Xy Abbild dieses Satzes orthogonaler Parameterlinien
a Winkel zwischen der y-Richtung und dem Bogenelement dS
a' Winkel zwischen der abgebildeten y-Richtung und dem abgebildeten Bogenelement dS
N grofRe Halbachse der Tissot-Indikatrix
N, kleine Halbachse der Tissot-Indikatrix
6] 0 . L
1~ Richtungen der Parameterlinien im Punkt A
U~ au
a d
— Richtungen der Parameterlinien im Abbild A’ des Punktes A
U™ au’

Fig. 1.4 zeigt den algemeinsten Fall einer Abbildung; es soll also keine orthogonale
Parametrisierung des Urbilds vorliegen (erkennbar an den Richtungen der Parameterlinien im
Punkt A).

Der infinitesimal kleine Kreis entsteht durch eine Drehung des Bogenelements dS um den
Punkt A. Dieses Bogenelement soll die Lénge Eins besitzen. Das ist sinnvoll, da dann die
Lange dS (das Abbild von dS) als Langenverzerrung im Punkt A" in Richtung des Punktes C'
interpretiert werden kann, welche definitionsgemal als Vielfaches von Eins angegeben wird.
Der infinitesimale Kreis wird nun im Zuge einer Abbildung in die Ebene abgebildet und findet
sich dort in Form der oben dargestellten Tissot-Indikatrix wieder. Fir einen solchen
allgemeinen Fall einer Abbildung sollen die folgenden Eigenschaften festgehalten werden:

> Tissot zeigte im Jahr 1881, dass es zwei im Urhild zueinander senkrechte Richtungen
X,y gibt, die auch im Abbild wieder einen rechten Winkel bilden (Satz von Tissot). Sie
finden sich dort in Form der Richtungen x',y" wieder.

> Andert man im Urbild die Lage des Punktes C auf dem infinitesimalen Kreis, so fihrt
dies auch zu einer Verénderung der Lage von C' auf der Ellipse im Bild. Als
Konsequenz verandert sich die Langenverzerrung im Punkt A' in Richtung von C', je
nachdem, wo sich der Punkt C' auf der Ellipse befindet. Die L angenverzerrung im
Bild ist somit von der Richtung abhangig, die durch den Winkel o' reprasentiert
wird.
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> Es existieren genau zwel Richtungen, entlang derer die Langenverzerrung einmal
maximal und einmal minimal wird. Bei diesen Richtungen handelt es sich um die
Hauptver zerrungsrichtungen x'y', welche mit den Ellipsenachsen zusammenfallen.
Die Langenverzerrungen entlang dieser Richtungen sind die Hauptstreckungen A
und A, die Betrége von A; und A, entsprechen der Lange der jeweiligen
Ellipsenhal bachse.

> Ein Winkel wird im allgemeinsten Fall nach erfolgter Abbildung nicht mehr
denselben Betrag aufweisen wie vor der Abbildung. In Fig. 1.4 soll dies durch die
unterschiedlichen Winkel o und o' sowie durch die unterschiedlichen Winkel zwischen
den Parameterlinien im Urbild und deren Bildern verdeutlicht werden. Es kann also
nicht davon ausgegangen werden, dass sich z.B. zwei beliebige, im Urbild zueinander
senkrechte Bogenel emente auch rechtwinklig abbilden.

> Die Streckungen entlang der Parameterlinien—2— ,—2— sind nicht identisch mit

aul au?
den Hauptstreckungen A; und As.

Bel sehr vielen Abbildungen tritt der bereits mehrfach diskutierte Speziafall auf, dass die
Urbildflache orthogonal parametrisiert ist und sich auch die abgebildeten Parameterlinien
orthogonal schneiden. Dieser Fall wird bekanntlich durch

Gi2=c12=0

beschrieben. In diesem Fall fallen im Punkt A' die Hauptverzerrungsrichtungen x',y' mit den
Richtungen der Parameterlinien zusammen und die Hauptstreckungen A; und A; sind
damit identisch mit den L&ngenverzerrungen (Streckungen) A:", A.” in Richtung der
Parameterlinien.

1-7. SPEZIELLE ABBILDUNGSEIGENSCHAFTEN

Viele Abbildungen besitzen spezielle Eigenschaften. Diese Eigenschaften konnen fur die
Klassifizierung einer bestimmten Abbildung herangezogen werden. Im folgenden sollen die
wichtigsten Abbildungseigenschaften vorgestellt werden. Es sind dies:

>  Aquidistanz (equidistance)
> Konformitét (conformality)
> Flachentreue (equivalence)

a) AQUIDISTANZ

= Eine Flachenkurve des Urbilds wird genau dann aquidistant abgebildet, wenn der

Maldstab (die Langenverzerrung) entlang dieser abgebildeten Kurve Eins betréagt

und somit entlang dieser Kurve der Kartenmaldstab (gemald Abschnitt 1-5.)
beibehalten wird.
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Bel der Eigenschaft der "Aquidistanz’ handelt es sich sozusagen um eine "lokale
Eigenschaft” einer bestimmten Abbildung. Dies bedeutet, dass nicht gleichzeitig
samtliche denkbaren Linien &guidistant abgebildet werden kénnen, sondern nur einige
davon.

Ausgehend von obiger allgemeiner Definition soll nun untersucht werden, welche
Bedeutung der Begriff "Aquidistanz' bei der Betrachtung der beiden speziellen
Flachenkurven Paralelkreis und Meridian in geometrischer und analytischer Hinsicht
besitzt.

() Geometrische Definition des Begriffs " Aquidistanz"

» Ein Parallelkreis wird im Zuge einer Abbildung dann aquidistant
abgebildet, wenn er von den abgebildeten Meridianen, die sich um einen
immer gleichen Winkel dA unterscheiden, in gleichen Abstanden
geschnitten  wird. ZusdtzZlich missen diese Abstdande (unter
Bertcksichtigung des in Abschnitt 1-5. definierten Kartenmal3stabs) im
Bild genauso lang sein wie im Urbild.

Eine entsprechende Definition kann auch fir die &guidistante Abbildung eines
Meridians angegeben werden:

» Ein Meridian wird im Zuge einer Abbildung dann &quidistant abgebildet,
wenn er von den abgebildeten Parallelkreisen, die sich um einen immer
gleichen Winkel d@ unterscheiden, in gleichen Absténden geschnitten wird.
Zusatzlich missen diese Absténde (unter BerUicksichtigung des in Abschnitt
1-5. definierten Kartenmal3stabs) im Bild genauso lang sein wie im Urbild.

In beiden Fédlen betragt also der Malistab entlang des abgebildeten
Parallelkreises bzw. entlang des abgebildeten Meridians Eins. Dieser Mal3stab
stellt nichts anderes dar als die Streckung entlang der jeweiligen Parameterlinie,
was unmittelbar zu einer analytischen Definition des Begriffs "Aquidistanz”
fahrt:

(i)  Analytische Definition des Begriffs" Aquidistanz"

Mit Hilfe der Streckungen AP, und A, entlang der Parameterlinien kann der
Begriff "Aquidistanz" analytisch folgendermafien definiert werden:

» Ein bestimmter Parallelkreis @ = @ wird dann aquidistant abgebildet,
wenn gilt:
N y(@y) = 1
Gilt diese Beziehung nicht nur fur den Parallelkreis der spharischen Breite
@y, sondern fur samtliche Parallelkreise, gilt also
=1,
so werden alle Parallelkreise aquidistant abgebildet und die Abbildung
wird als "aquidistant auf der Schar der Langenkreise" bezeichnet.
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Ein bestimmter Meridian /N = Ay wird dann aquidistant abgebildet, wenn
gilt:

NNy = 1
Gilt diese Beziehung nicht nur fir den Meridian der Lange Ay, sondern fur
samtliche Meridiane, gilt also

No=1,

so werden alle Meridiane aquidistant abgebildet und die Abbildung wird
als"aquidistant auf der Schar der Parallelkreise”" bezeichnet.

Beide Definitionen gelten streng nur fir den Bildbereich einer Abbildung der
Kugel. Entsprechende Definitionen kdnnen unter Verwendung der Streckungen
entlang der Parameterlinien AP, und A", auch fiir den Urbildbereich angegeben
und leicht auch auf das Rotationsellipsoid Ubertragen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit heildt eine Abbildung dann "&quidistant”, wenn
samtliche Meridiane &quidistant (ohne Langenverzerrung, mit Mal3stab Eins) in
die Ebene abgebildet werden.

b) KONFORMITAT

() Geometrische Definition des Begriffs™ Konformitat”

Eine Abbildung heit dann konform, wenn der Winkel, den zwei
Flachenkurven im Urbild einschlief?en, identisch ist mit dem Winkel, den
beide Kurven im Bild einschlief3en.

Diesen Sachverhalt soll die nachfolgende Skizze (Fig. 1.5) verdeutlichen, in
der der Winkel a zwischen einer Kurdinie und einem Meridian sowohl im
Urbild als auch im Bild dargestellt ist. Im Falle einer konformen Abbildung
sind beide Winkel gleich grol3.

>

\
\\=const.
N

/A=const.

Situation im Urbild Situation in der Karte

Fig. 1.5: Konforme Abbildung einer Kurdlinie
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(i)

Analytische Definition des Begriffs™ Konformitét”

Mathematisch kann eine konforme Abbildung Uber die Hauptstreckungen A
und A, bzw. im Falle einer inversen Abbildung Uber die Hauptstreckungen A1
und A, definiert werden.

= Eine Abbildung heif3t dann konform, wenn in jedem Punkt der Bildflache
fur die Hauptstreckungen gilt:

N =/ bzw. /\1:/]2

Als Konsequenz dieser Definition besitzen beide Halbachsen der zugehorigen
Tissot-Indikatrix dieselbe Lange. Die Ellipse wird also zu einem Kreis.

Es treten auch Fdle auf, in denen zwar keine konforme Abbildung im soeben
definierten Sinn vorliegt, bestimmte abgebildete Flachenkurven aber dennoch
konform abgebildet werden. Mit Hilfe der Streckungen A1 und A", entlang der
Parameterlinien sollen nun die Bedingungen fir die konforme Abbildung eines
Parallelkreises bzw. eines Meridians angegeben werden:

»  Ein bestimmter Parallelkreis @ = @, wird dann konform abgebildet, wenn
gilt:
N i(®g) = X o(®g)

= Ein bestimmter Meridian A = Apwird dann konform abgebildet, wenn gilt:

AP 1Ne) = X 5(Ng)

Wiederum gelten beide Definitionen streng nur fur den Bildbereich einer
Abbildung der Kugel. Entsprechende Definitionen kénnen unter Verwendung
der Streckungen entlang der Parameterlinien APy und A%, auch fur den
Urbildbereich angegeben und leicht auch auf das Rotationsellipsoid tbertragen
werden.

C) FLACHENTREUE

(i)

Geometrische Definition des Begriffs " Flachentreue”

» Eine Abbildung heif% dann flachentreu, wenn ein rdumlich begrenztes
Gebiet der Urbildflache, welches den Flacheninhalt A besitzt, auf ein
Gebiet der Bildflache abgebildet wird, das (unter Bericksichtigung des
Kartenmal3stabes) denselben Flacheninhalt besitzt.

Diesen Sachverhalt soll die nachfolgende Skizze (Fig. 1.6) verdeutlichen, in
der eine Fl&che, in diesem Beispiel ein sphérisches Dreieck, sowohl im
Urbild als auch im Bild dargestellt ist. Im Falle einer flachentreuen
Abbildung besitzen beide Flachen (unter Berlicksichtigung des
Kartenmal3stabes) denselben Flacheninhalt.
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GRUNDLAGEN DER KARTENPROJEKTIONSLEHRE

(i1)

A
\A=const. i
~ [}
:Azconst.
Situation im Urbild Situation in der Karte

Fig. 1.6: Flachentreue Abbildung eines sphérischen Dreiecks

Analytische Definition des Begriffs " Flachentreue"

M athematisch kann eine fl&chentreue Abbildung Uber die Hauptstreckungen A,
und A, bzw. im Falle einer inversen Abbildung Uber die Hauptstreckungen A
und A, definiert werden.

= Eine Abbildung heif3 dann flachentreu, wenn in jedem Punkt der Bildflache
fur die Hauptstreckungen gilt:

NN =1 bzw. /\1/\2:1
Das bedeutet nichts anderes, as dass die Hauptstreckung A1 bzw. A; dem
Kehrwert von A, bzw. A, entspricht und umgekehrt. Im Falle einer solchen

Abbildung besitzen die Tissot-Indikatrizen in jedem Punkt denselben
Flacheninhalt.
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KAPITEL 2

ALLGEMEINE
ABBILDUNGSGLEICHUNGEN

UND VERZERRUNGSMARE FUR
ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

Im Zusammenhang mit Kartenentwirfen treten haufig die Begriffe echte Abbildung und
unechte (Pseudo-) Abbildung, sowie normale (normalstandige), transversale und
schiefachsige Lage und schliefdlich berihrender oder schneidender Zylinder auf. Alle diese
Begriffe charakterisieren im wesentlichen die Abbildungen, wobei sie ganz besonders auf die
gegenseitige Lage von Urbildflache, aso Kugel oder Rotationsellipsoid, sowie Bildfléache,
also Ebene, Zylinder oder Kegel, Bezug nehmen. Als echte Kartenentwlrfe werden solche
Abbildungen einer Flache in die Ebene bezeichnet, bel denen die Bilder der Langenkreise
Geraden und die Bilder der Breitenkreise Kreise oder Geraden sind. Anderenfalls spricht man
von unechten bzw. Pseudoabbildungen. Im Rahmen dieser Studienarbeit werden im weiteren
ausschliefdlich echte Kartenentwrfe betrachtet. Es sollen nun die obigen Eigenschaften echter
Kartenentwirfe veranschaulicht werden. Da sich diese Arbeit in erster Linie mit
Zylinderabbildungen befasst, werden diese fur die folgenden Darstellungen verwendet.

(i) (i) (iii’) (iv)

Fall (i) und (ii) sind normale bzw. normalstdndige Zylinderabbildungen der Kugel oder des
Rotationsellipsoides. Eine normale Zylinderabbildung zeichnet sich dadurch aus, dass die
Achse des Zylinders parallel zur Rotationsachse der Urbildfléche ist. Diese Rotationsachse
wird durch Nord- und Siidpol festgelegt und steht senkrecht auf der Aquatorebene, welche in
den obigen Beispielen als gestrichelte Linie dargestellt ist. In Beispiel (i) ist der Zylinder ein
Berlihrzylinder und in (ii) ein Schnittzylinder. In dieser Arbeit werden nur diese beiden ersten
Féle betrachtet. Fall (i) ist genau genommen ein Speziafall des algemeineren Falles (ii). Die
gepunkteten Linien in Beipiel (ii) stellen die beiden Standardparallelen dar. Diese erscheinen
fur Zylinderabbildungen der Kugel unter den sphérischen Breiten ®; (nordlich) und @,
(sudlich) und far Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides unter den ellipsoidischen
Breiten B, (n6rdlich) und B, (stidlich). Da normalstandige Zylinderabbildungen symmetrisch
zum Aquator sind, gilt ®;= - ®, bzw. B; = - B,. Fiir den Fall eines beriihrenden Zylinders ist
die eine Standardparallele gleich dem Aquator (®1 = ®, = 0 bzw. B; = B, = 0). In Fall (iii)
handelt es sich um eine transversale Zylinderabbildung, welche sich dadurch auszeichnet, dass
die Symmetrieachse des Zylinders parallel zur Aquatorebene ist. Darstellung (iv) zeigt eine
schiefachsige Zylinderabbildung.
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

WAL

Die allgemeinen direkten Abbildungsgleichungen fir Zylinderabbildungen der Kugel ergeben
sich aus den Forderungen, dass die Bildkoordinate y nur von der geographischen Breite @
abhéngen soll, und die Bildkoordinate x nur von der geographischen Lange A. Im Falle eines
Schnittzylinders sollen dann zusétzlich die unter der ndrdlichen Breite ®; bzw. unter der
stdlichen Breite ®, erscheinenden Standardparallelen &quidistant abgebildet werden. Im Falle
eines Bertihrzylinders soll entsprechend der Aquator aquidistant abgebildet werden. Damit
folgt

X=Rcos® ,(A—-Ay)
y = f(®) '

Es wird hier noch eéinmal darauf hingewiesen, dass aufgrund der Symmetrie zum Aquator ®;
= -®, gilt und dass es sich bel der Cosinus Funktion um eine gerade Funktion handelt, also
f(x) = f(-x) gilt. Somit geniigt es im folgenden die algemeinen Abbildungsgleichungen in der
Form

X =Rcos®, (A-A,)
y=f(®)

anzugeben. Fur Ao ist die sphérische Lange des Bezugsmeridians einzusetzen. Wird als
Bezugsmeridian der Meridian von Greenwich gewahlt, ist Ao =0 und entfélt somit.

Die algemeinen inversen Abbildungsgleichungen fur Zylinderabbildungen der Kugel erhalt
man durch Invertieren der obigen Gleichungen

A=—X_ 4p,
Rcos®, .

®=f(y)=g(y)
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

WAL

Defor mationsanalyse fur die allgemeinen Abbildungsgleichungen
von Zylinderabbildungen der Kugel

Der Metriktensor des Urbildes (Kuge!) lautet (vgl. 1-2.)

2cos’d 0
[GKL] = g 0 R2 E

Der Metriktensor einer ebenen Fléche, in welche sich der Zylinder abwickeln lasst, lautet im
Fall kartesischer Koordinaten (vgl. 1-3.)

o]=a.=5 8

Ausgehend von den folgenden allgemeinen direkten und inversen Abbildungsgleichungen fir
Zylinderabbildungen der Kugdl,

X
Rcos®,

®=f(y)=g(y)

x=Rcos®,(A-A,) A=
y = (@)

+/\0

welche sich, wie bereits erwédhnt, aus der Forderung ergeben, dass die Bildkoordinate y nur
von der sphérischen Breite ® und die Bildkoordinate x nur von der spharischen Lange A
abhéngen soll, ergibt sich fur die linke bzw. fur die rechte Jakobi-Matrix (vgl. 1-6.)

x  ox A oA H 1 g f
J :EﬁI 079@: eos®, d?H g, =0%  Oyp [Res®, O
oy odypg U oo d—D " owe o®0 O,  dgO
o 20t O ©0 0 w00 °  of

sowie fur den linken bzw. rechten Cauchy-Greenschen-Deformationstensor (vgl. 1-6.)

[CKL] = ‘JIT[gkI]‘JI [Ckl] - JrT[GKL]Jr
os’ g(y)
SR LLINT B
g ° @-I?JDH g 0 Rz%gﬁ
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

HrL

Somit ergibt sich das Bogenelement ds? des Bildes, als Funktion der Urbildkoordinaten A und
@, zu

df
ds® =R?cos® ®,dA* + B—gddbz
T e
sowie das Bogenelement dS* des Urbildes, als Funktion der Bildkoordinaten x und y, zu

ds? = cos? g(y) dx? + Rz%édyz_
cos” ®, dy

Da die Parameterlinien, sowohl im Urbild as auch im Bild, senkrecht zueinander stehen,
entsprechen die Hauptstreckungen den Streckungen entlang der Parameterlinien und somit
ergeben sich die linken und rechten Hauptstreckungen zu (vgl. 1-6.)

>

Q

_ [Cy _cos®, 3 = C,, _ cosg(y)
! osP ' On COSCDl

/C df C g
N, = [=2 = B_H A = =22 = R%E
2 22 Edq)l] ? gZZ dy .

Wie unter 1-6. gezeigt, ergeben sich die Eigenvektoren zu

®
plles

1 1 1
U, =—G, = G, u=—09,=9,
‘/Gﬂ Rcosd Oy
1 1 1
U, = G, ==-G, U, =——9, = 0,.
G,, R O

Die maximale Winkelverzerrung wird definiert als

cos®, 1 [df %
Q :ZarcsinM = | cos® Rl:dcb .
LA, cosd>1+£Edf
cos® R[dD
Der Winkel A, den die Parameterlinien im Urbild einschliefl3en, berechnet sich zu
cosA:i.
GHGZZ
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

WAL

Den Winkel a, welchen die Parameterlinien im Bild einschlief3en, erhalt man aus

C12

V C11C22 .

cosa =

Unter der Scherung verstent man die Differenz

c G
0 =a — A= arccos——2— — arccos——=

V C11C22 \Y GllG 22

der beiden obigen Winkel a und A. Fur den Fall einer orthogonalen Parametrisierung, wie sie
hier sowohl im Urbild as auch im Bild (G2 und ci2 = 0) vorliegt, ergibt sich folglich die
Scherung fir alle betrachteten Zylinderabbildungen zu O.

In dem sich anschlief3enden Kapitel 3 werden einige der bekanntesten und am haufigsten
verwendeten Zylinderabbildungen der Kugel hinsichtlich der oben abgeleiteten Grof3en
untersucht. Es werden zusétzlich die Hauptreckungen A; und A, in Abhangigkeit von der
sphérischen Breite @ graphisch dargestellt. Dartber hinaus werden die einzelnen Abbildungen
in Form von Weltkarten sowie deren Verzerrungseigenschaften (mit Hilfe von Tissot
Ellipsen) veranschaulicht. Diese Darstellungen wurden mit der Mapping Toolbox in MatLab
erstellt. Es soll bereits hier darauf hingewiesen werden, dass die Darstellung der Tissot
Ellipsen von MatLab vermutlich durch das Einsetzen in die Abbildungsgleichungen erzeugt
wird. Diese wurde die nicht ganz elliptischen Formen dieser Tissot Ellipsen erkléren. Wahre
Ellipsen wirden sich durch das Verwenden der Hauptstreckungen Az und A, als Hauptachsen
der Tissot Ellipsen ergeben (vgl. 1-6.).
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KAPITEL 3

ZYLINDERABBILDUNGN DER KUGEL
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AQUI DISTANTE ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

3-1. AQUIDISTANTE
ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

Im folgenden Kapitel 3 soll ein Uberblick tber die bekanntesten und am haufigsten
verwendeten normalstandigen Zylinderabbildungen der Kugel gegeben werden. Es sollte zur
Kenntnis genommen werden, dass diese Zusammenstellung keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit erhebt. Jewells zu Beginn eines neuen Abschnitts sollen die darin folgenden
Abbildungen hinsichtlich ihrer Eigenschaften, Einsatzmoglichkeiten und ihrer Entstehung
charakterisiert werden. Zusétzlich werden weitere Bezeichnungen, wie sie fur die jeweiligen
Abbildungen in der Literatur ebenfalls tblich sind, gegeben.

In jedem Abschnitt werden zundchst Abbildungen mit 2 Standardparallelkreisen angefuhrt.
Anschlief3end sind digenigen mit einem Standardparallelkreis wiedergegeben, welcher der
Aquator im normalstandigen Fall ist.

In diesem Abschnitt 3-1. werden aquidistante normalstandige Zylinderabbildungen der Kugel
behandelt.

AQUIDISTANTE ZYLINDERABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEN BEIDEN
STANDARDPARALLELKREISEN ®1 UND @,

Andere Bezeichnung - MARINUSAbbildung

- RECHTECKIGE PLATTKARTE
(carte parallelogrammatique)

- Aquidistante Zylinderabbildung mit zwei Standardparallelen
(equidistant cylindrical with two standard parallels)

Eigenschaften Die Meridiane werden, wie die beiden Standardparallelen, bei dieser Abbildung
aquidistant abgebildet. Es liegt zusdtzlich Konformitdt an den Standard-
parallelkreisen vor. Der Aquator wird zu kurz abgebildet. Die Pole werden als
Streifen abgebildet, da die Verzerrungen entlang der Breitenkreise zu den Polen hin
gegen Unendlich anwachsen. Bei dieser Abbildung werden sowohl die Langen- als
auch die Breitenkreise as Geraden dargestellt. Es ergibt sich ein rechteckiges
Gitternetz bei dem die Abstande der Breitenkreise grof3er als die der Langenkreise
sind. Flachen zwischen den Parallelkreisen werden zu klein dargestellt, zu den
Polen nimmt die Flachenverzerrung aul3erhalb der Standardparalelen alerdings
stark zu.

Fur &, , =+ 50°30 ergibt sich die RECHTECKIGE PLATTKARTE hach MILLER mit
der besonderen Eigenschaft, dass die Projektionsflache gerade der Kugelflache

entspricht.
Fur ®,, = £ 45° ergibt sich GALL'S|ISOGRAPHISCHE Abbildung.

Einsatzgebiete Heutzutage findet diese Abbildung kaum noch Anwendung. Gelegentlich wird sie
zur Darstellung einfacher Welt- oder Regiona karten verwendet.

Ursprung Der Ursprung dieser Abbildung geht auf Arbeiten von Marinus von Tyre um 100

n.Chr. zurtick.
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AQUI DISTANTE ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

]

AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

AQUIDISTANTE ZYLINDERABBILDUNG,

Die Abbildungsgleichungen gehen aus denen der Marinus Abbildung (Rechteckige Plattkarte) hervor, indem
man @, , = 0° wahlt. Anstelle des Schnittzylinders ergibt sich als Spezialfall ein Beriihrzylinder am Aquator.

Andere Bezeichnung

- PLATE CARREE

- MITTELABSTANDSTREUE ZYLINDERABBILDUNG

- Aquidistante Zylinderabbildung mit einer Standardparallelen
(equidistant cylindrical with one standard parallel)

Eigenschaften

Die Meridiane werden wie die Standardparallele (Aquator) aquidistant abgebildet.
Die Meridiane sind dabei genau halb so lang wie der Aquator wiedergegeben.
Zusitzlich liegt Konformitét am Aquator vor. Die Pole werden ebenfalls al's Streifen
abgebildet, dadie Verzerrungen in Ost-West Richtung zu den Polen auch hier gegen
Unendlich anwachsen. Die Flachenverzerrung nimmt zu den Polen hin ebenfals
stark zu. Bei dieser Abbildung werden die Léangen- wie auch die Breitenkreise als
Geraden mit gleichen Absténden dargestellt. Es ergibt sich ein quadratisches
Gitternetz. Die Abbildung ist beziiglich des Aquators und jedem beliebigen
Meridian symmetrisch.

Einsatzgebiete

Im 15. und 16. Jahrhundert wurde diese Abbildung zur Darstellung einfacher
Weltkarten verwendet. Heute wird diese Abbildung gelegentlich in der Geographie
zur Darstellung von Daten in Diagrammgestalt oder als Indexkarte verwendet. Auch
bei Computerprogrammen zur Herstellung einfacher Karten findet sie haufig
Anwendung.

Ursprung

Der Ursprung dieser Abbildung geht bis in das 3. Jahrhundert v.Chr. zurtick, in
welchem sie vermutlich von Eratosthenes entwickelt wurde. Marinus von Tyre griff
sie um 100 n.Chr. im Rahmen seiner Arbeit auf. Eher unwahrscheinlich ist eine
Entstehung schon um 550 v.Chr., welche Anaximander zugeschrieben wirde.
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELS ®; ®,

M ARINUS PROJECTION

direct equations, cartesian coor dinates
X =Rcos® (A -A,)
y = R®

left Jacobi matrix
3 =H% Xo H_ cos®, O
C D Yo 0 R
left Cauchy-Green deformation tensor

2cos’d, O
[C ]= ' 5
0 R

|eft distance function

ds* =R? cos® ®,d/N\ + R*dd?

left principal stretches

_ cosd,
cosd
N, =1

1

left eigenvectors

1
= G
' Rcos®

maximum angular defor mation

0= ZarCSin|COSCDl —COSCD|
‘cosd)l +COSCD‘




EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

LA

inver se equations

X

- 4+ /\O
RCOSCDl

P =

T <

right Jacobi matrix

right Cauchy-Green deformation tensor

Hcoszl H
[Cul= DfR ou
(cos"®d, [

o 1H

right distance function

cos? Y

ds? = R gx? +dy?
cos® @, Y

right principal stretches

COSX
h=—R

cos®,
A, =1

right eigenvectors

u, =9, u, =9,
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum cartesian coordinate Ymin

77) = —RE

o zy(P=——
Yoin =Y( 5 5

maximum cartesian coor dinate Ymax

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Marinus projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels ®; , = + 30°)
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Gall’sIsographic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels ®; , = + 45°)
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

PLATE CARREE PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates
x=R(A-A,)
y =R®

|eft Jacobi matrix

left Cauchy-Green deformation tensor

R0
[cKLl—EZ RZE

left distance function

ds? = R2dA? + R?*d®?

left principal stretches

1

cosd
N, =1

1

left eigenvectors

1 1
= G U,==G
' Rcos® > R ?
maximum angular defor mation
Q = 2arcsin- %% —2arcsmtan‘2—‘
1+cos
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

inver se equations

>
I
+
e

S
11
i< 1|x

right Jacobi matrix
2L of
Jr:%)( QVE:DR .0
R

right Cauchy-Green deformation tensor

2 Y
[Cy] :E:OS R OE

o0 10
right distance function

dS? = cos? %dx2 +dy?

right principal stretches
A= cos Y
R

A,=1

right eigenvectors

u, =9, u, =09,
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum cartesian coordinate Ymin

7 71
- =y(b=—)=-R—
Ymin = Y( 2) 5

maximum cartesian coor dinate Ymax

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Plate Carrée projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel @, , =0°)
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KONFORME ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

3-2. KONFORME
ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

KONFORME ZYLINDERABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN ®1 UND ®;

Diese Abbildung geht auf die eigentliche Mercator Abbildung mit dem Aquator als einzigem
Sandardparallelkreis zuriick. Se hat sich aus der Notwendigkeit entwickelt, auch andere Breitenkreise

aquidistant abzubilden.

Andere Bezeichnung

- MERCATOR Abbildung
- Normale konforme Zylinderabbildung mit zwei Standardparallelen
(Modified Mercator’s projection)

Eigenschaften

Diese Abbildung hat die besondere Eigenschaft, dass sie Loxodromen as Geraden
abbildet, was sie fur Navigationszwecke in der Seefahrt bedeutend macht. Die
Meridiane sind gerade Linien in gleichen Abstdnden. Die Breitenkreise werden
ebenfalls geradlinig und orthogonal zu den Meridianen dargestellt, ihre Abstéande
nehmen alerdings zu den Polen hin zu. In Richtung den Polen nehmen die
Verzerrungen sehr stark zu. Die Pole selbst kdnnen bei dieser Abbildung Uberhaupt
nicht dargestellt werden. Die Standardparallelen werden &quidistant abgebildet und
die Verzerrungen sind in deren Néhe minimal. In jedem beliebigen Punkt sind die
Verzerrungen in alle Richtungen gleich. Der Aquator wird zu kurz dargestellt.

Einsatzgebiete

Aufgrund ihrer Eigenschaft Loxodromen als Geraden abzubilden, findet diese
Abbildung besonders fir Navigationszwecke Einsatz. Aber auch fir Weltkarten
oder Atlanten wird diese Abbildung haufig verwendet.

Ursprung

Diese Abbildung geht aus der eigentlichen Mercator Abbildung mit einem
Standardparallelkreis hervor, die 1569 von Geradus Mercator as Navigationskarte
fur die Seefahrt entwickelt wurde.

KONFORME ZYLINDERABBILDUNG,

AQUIDISTANT AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Andere Bezeichnung

- MERCATOR Abbildung

- WRIGHT Abbildung

- Normale konforme Zylinderabbildung mit einer Standardparallelen
(Regular Mercator projection / equatorial Mercator projection)

Eigenschaften

Loxodromen werden, wie bereits angesprochen, as Geraden dargestellt. Die
Aussagen Uber Meridiane, Breitenkreise und die Pole gelten entsprechend. Der
Aquator wird &guidistant abgebildet und die Verzerrungen sind nahe diesem
minimal. Aufgrund der Eigenschaft der Konformitét ergeben sich die
Verzerrungsdllipsen zu Kreisen, deren Radien von 1 am Aquator zu Unendlich an
den Polen anwachsen. Die Abbildung ist beziiglich des Aquators und jedem
beliebigen Meridian symmetrisch.

Einsatzgebiete

Zusammen mit der Gnomonischen Abbildung, bei der Grofkreise als Geraden
dargestellt  werden, findet diese Abbildung héufige Anwendung fir
Navigationszwecke, vor alem in der Seefahrt. Sie ist haufig zugrunde liegende
Kartenprojektion bei Weltkarten und Atlanten. Ein besondere Bedeutung hat sie fir
die Darstellung aguatornaher Gebiete.

Ursprung

Diese Abbildung wurde 1569 von Geradus Mercator als Navigationskarte fur die
Seefahrt entwickelt. Allerdings soll diese Abbildung schon 940 in China von Ch’ien
Lo-Chih im Rahmen der Tunhuang Sternenkarte und 1511 von Etzlaub verwendet
worden sein. Die zugrunde liegende Mathematik dieser Abbildung wurde 1599 von
Edward Wright vorgestellt.
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELS ®; @,

MERCATOR PROJECTION

direct equations, cartesian coor dinates
X =Rcos®, (A-A,)

/)
= Rcos®, In(tan(— + —
y sInttan(,+ )

|eft Jacobi matrix

cos® 0
X 1
J, = %’\ ® E— i Rcos®, J
A yd)

i E 0 cosd

left Cauchy-Green deformation tensor

EBZ cos® @, 0
[C 1= ﬁ 0 R? cos® @,
2
cos’ ®

left distance function

R2 2
ds® = R? cos® ®,dN\’ +$€Dld¢2
cos” @
left principal stretches
o)
A, = cosd,
cos®
(o)
A, = cosP,
cos®d
left eigenvectors
1 1
= G U, ==-G
' Rcos® * 2 R ?

maximum angular defor mation

Q=0
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

inver se equations

- X
Rcos®,

sin® = tanh y
Rcos®,

right Jacobi matrix

+A,

right Cauchy-Green defor mation tensor

1
cos” ®, cosh? y
Rcos®,

right distance function

[Cul=

ds? = 1

cos” @, cosh? y
Rcos®,

(dx2 + dy2)
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

right principal stretches

right eigenvectors

u, =9, u, =09,
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

PR

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches

left principal stretches

0.5

| | |

|

|

A%
Ao

ch,Z =+ 30°

0
-90

-15 0 15
spherical latitude @ [°]

30

45

60

75

90

0.5

|

|

0
-90

-15 0 15
spherical latitude @ [°]

30

45

60

75

90

A%
Ao

ch,Z =+ 60o

49



CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

. = (D =—)=—00
ymln y( 2)
maximum cartesian coor dinate Ymax

71
=y(pb=—)=
Yia ZY(®=2) =00

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

Mercator projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels @, , =+ 30°)
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

MERCATOR PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates
x=R(A-A,)

y= Rln(tan<§+%))

left Jacobi matrix

J|:%A xq)E:EF 2 0

A y(IJ

left Cauchy-Green deformation tensor

EBZ 0

[C ]= R?
ﬁo cos’ P ﬁ

left distance function

RZ

cos® ®

ds? = R?dN\? + dod?

left principal stretches

1

cos®
1

cosd

N =

N, =

left eigenvectors

1
= G
' Rcos® *

maximum angular defor mation

Q=0




CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

inver se equations

/\:%+/\0
sinCD:tanhl
R

right Jacobi matrix

0
1

o
<
MMOO4OcCd4

Rcosh
R

right Cauchy-Green defor mation tensor
1 0
Cl=— 8 o8
cosh? ¥
R

right distance function

ds? = (a2 + aty?)

cosh? Y
R

right principal stretches

A= 1
coshi
R

A, = 1
coshl
R

right eigenvectors

u =9, u, =9,
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O

PR

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

71
o =y(Pp=—)=-
Ymn V(@ =—2) =~

maximum cartesian coor dinate Ymax

71
=y(pb=—)=
Yrae ZY(®=7) =00

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Mercator projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel @, , =0°)
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FLACHENTREUE ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

3-3. FLACHENTREUE
ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

FLACHENTREUE ZYLINDERABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEN BEIDEN
STANDARDPARALLELKREISEN ®1 UND @,

Andere Bezeichnung - LAMBERT-BEHRMANN Abbildung
(Cylindrical equal area projection with two standard parallels)
Eigenschaften Die Meridiane und die Breitenkreise werden als Geraden dargestellt die orthogonal

zueinander sind. Die Abstande der Meridiane sind gleich, die der Breitenkreise
nehmen zu den Polen hin ab. Polwérts hat dies fir die Verzerrungsellipsen eine
Stauchung in Nord-Sud Richtung und eine extreme Streckung in Ost-West Richtung
zur Folge. Die Verzerrungsellipsen werden zum Aquator hin in Nord-Siid Richtung
gestreckt und in Ost-West Richtung gestaucht. Auf diese Weise wird die
Eigenschaft der Flachentreue gewahrt. Die beiden Standardparallelen werden
aquidistant abgebildet.

Fur &, , = £ 30° ergibt sich die BEHRMANN Abbildung und fir @, , = + 45° ergibt
sich GALL'S ORTHOGRAPHISCHE bzw. die PETERS Abbildung. Die TRYSTAN
EDwARDS Abbildung erhdlt man fir @, = £ 37°24". Die BALTHASART Abbild-
ung wird mit @, = + 50° definiert.

Einsatzgebiete Diese Abbildung dient Uberwiegend der Darstellung statistischen Datenmaterials,
bei dem es ankommt die Werte pro Flécheneinheit wiederzugeben. Damit sich ein
richtiger Eindruck der Dichtevertellung der Daten ergibt, muss die
zugrundeliegende Abbildung flachentreu sein.

Ursprung Diese Abbildung wurde 1848 erstmalig vorgestellt. Die Abbildung nach Gall wird
auf 1855 datiert, und die nach Behrmann auf 1910.

FLACHENTREUE ZYLINDERABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Die Abbildungsgleichungen gehen aus denen der obigen Abbildung hervor, indem man ®;, = 0° wahlt. Anstelle
des Schnittzylinders ergibt sich als Spezialfall ein Beriihrzylinder am Aquator

Andere Bezeichnung - FLACHENTREUE LAMBERT Abbildung fur den Zylinder
(Cylindrical equal area projection)
(Isocylindrical projection)

Eigenschaften Die Meridiane stellen sich wie oben beschrieben dar. Um die Eigenschaft der
Flachentreue zu bewahren, werden bei dieser Abbildung die Meridian nur 0.32 mal
S0 lang wie der Aquator abgebildet. Die Absténde der Breitenkreise werden vom
Aquator zu den Polen hin kleiner. Fir die Verzerrungsellipsen hat das die bereits
angefihrte Streckung in Ost-West Richtung und eine Stauchung in Nord-Sid
Richtung zu den Polen hin zur Folge. Die Pole selbst werden as Streifen
wiedergegeben. Der Aquator wird &quidistant abgebildet und es liegen dort keine
Verzerrungen vor. Es herrscht Symmetrie zum Aquator und jedem beliebigen

Meridian.

Einsatzgebiete Diese Abbildung wird fir die flachentreue Darstellung aquatorialer Gebiete und der
oben angesprochenen Présentation statistischer Daten verwendet.

Ursprung Diese Abbildung wurde erstmals 1772 von Johann Heinrich Lambert (1728-1777)
vorgestellt.

57




EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

EQUAL-AREA CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELS ®; ®,

L AMBERT-BEHRMANN PROJECTION
direct equations, cartesian coordinates

X =Rcos® (A -A,)
y= R sno®
cos®d,

|eft Jacobi matrix

X H?cosd)l 0 H
:% Ez

y 0 R cos®
A cos®P,

left Cauchy-Green deformation tensor

?cos® @, 0 H

—_ 2
[CKL] - 2 cos? (DD
cos” @, H

left distance function

2

ds* = R? cos® ®,dA\* + ———cos® ddd?
cos” @,
left principal stretches
A, = cos®P,
cos®
A, = cosd
cosd,
left eigenvectors
1 1
= G U,==G
' Rcos® 2 R ?

maximum angular defor mation

o= Zarcsin|cos2 ®, - cos? @|
|cos? , +cos? @|
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

e

inver se equations

R S
Rcos®,
cos®,y

+A,
® =arcsin

right Jacobi matrix

1

5 =H% A, | JRcos®, 0
P o OO0 cos®, U

right Cauchy-Green deformation tensor

BRZ —cos® @, y? 0 n
c1=0 R? cos® &, 0
[ kl]_|:| RZCOSZqu |:|
0 2 _ 2 2
ﬁ R —cos” @,y

right distance function

4s? = R* —cos® ®,y? e + R? cos’ &,

R* cos® ®, R* —cos® ®,y?

dy?

right principal stretches

!
' Rcos®,
Rcos®,
JR? —cos? @, y?

JR? —cos? ®,y?

A, =

right eigenvectors

u =9, u, =9,
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches

left principal stretches

Py =+ 30°

-15 0 15
spherical latitude @[°]

30

90

-15 0 15
spherical latitude ¢[°]

30

45

ch,Z =+ 60°

60



EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

R
cosd,

71
o zy(Pp=—)=-
Ymin y( 2)

maximum cartesian coor dinate Ymax

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

Behrmann projection: world map and left Tissot indicatrices
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

Gall’s Orthographic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels ®,, =+ 45°)
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

EQUAL-AREA CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

L AMBERT PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates
x=R(A-A,)
y =Rsn®

left Jacobi matrix
J = A Xo = 0
A Ve Rcos®
left Cauchy-Green deformation tensor

2 0
[Cl=
“ ET) R? cosZCDE

left distance function

ds? = R*d/A\? +R? cos? ddd?

left principal stretches

1

cosd
N, =cosd

1

left eigenvectors

1
= G
' Rcos®

maximum angular defor mation

Q =2arcsin

sn?o
1+cos® ®
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

e

inver se equations

X

/\:E+/\O
CD:arcsinl
R

right Jacobi matrix

right Cauchy-Green defor mation tensor

-y o
_0 R?
[Cul= B R B

J °  wm-yf

right distance function

)

ds? = R Rzy dx? + o dy?

-y

right principal stretches

A :%JRZ -y°

<h 2R 2

VR -y

right eigenvectors

u, =09, u, =g,

RZ_yZ

[ I .|
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PR

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

7l
=y(p=-2)=-R
Yinin = Y( Q

maximum cartesian coor dinate Ymax

Yoax =Y(®=7)=R

NN

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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EQUAL-AREA PROJECTIONS OF THE SPERE

Lambert projection: world map and left Tissot indicatrices
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PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTIONEN DER KUGEL

3-4. PERSPEKTIVISCHE
ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

In diesem Abschnitt 3-4. werden perspektivische Abbildungen behandelt, die im eigentlichen
Sinne Projektionen sind, und somit eine geometrische Interpretation zulassen. Es sollen
deshalb die algemeinen Abbildungsgleichungen fir die perspektivischen Zylinder-
projektionen aus einfachen geometrischen Uberlegungen abgeleitet werden, um den Begriff
Projektion zu verdeutlichen. Im Falle eines Schnittzylinders ergibt sich in etwa folgende
Seitenansicht:

o

-

y \
()
Q Z

=~

Bei dem mit Z bezeichneten Punkt handelt es sich um das Projektionszentrum. Dieses befindet
sich im Abstand D vom Ursprung O. Ist D = 0 fallen das Projektionszentrum und der
Ursprung zusammen. Diesist der Speziafall der Panoramaprojektion. Ist D gerade gleich dem
Radius R der Kugdl so ergibt sich der Spezialfall der Braunprojektion. In unserem hier
betrachteten Fall liegt Z zusétzlich in der Aquatorebene; es wére aber auch eine Lage von Z
auRerhalb der Aquatorebene denkbar. Dieser Aspekt soll hier aber nicht weiter verfolgt
werden. P ist der Punkt, welcher von der Kugel aus auf den Zylinder abgebildet werden soll.
Die Projektion von P auf den Zylinder ist p. P und p ergeben sich aus P bzw. p durch
Orthogonal projektion in die Aquatorebene. ®; ist die Breite unter welcher der Zylinder die
Kugel im Punkt k schneidet. ® ist die Breite des abzubildenden Punktes P. Diese Herleitung
ist [38] Seite 58 entnommen und kann dort ausfuhrlicher nachvollzogen werden.

Nach dem 2. Strahlensatz gilt
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PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTIONEN DER KUGEL

Mit y = pp folgt
P
= +D
V=5, 50+ 0)
Durch Einsetzen folgender Beziehungen
cosq):@ anD:—E cos® :E
R R R
ergibt sich
:LqJR(COSchR-}- D)
cos®R+ D

woraus sich die endgultige Form der Abbildungsgleichung

_ sSno® D
y=—5 s, +DIR

cosd + — 0
R

bzw.

ableiten |&sst.

Dabei wird D/R as Projektionskonstante bezeichnet. @, gibt die ndrdliche bzw. siidliche

Breite an, unter welcher der Zylinder die Kugel schneidet. Fir @, =0° ergibt sich ein
Berthrzylinder.

Die Bildkoordinate x ergibt sich aus der Forderung, dass sie nur von der Lange A abhangen
soll.

X = BN\

Der Faktor £ entspricht in den meisten Féllen dem Erdradius R.
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PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTIONEN DER KUGEL

In diesem Abschnitt 3-4. werden im wesentlichen drei perspektivische Projektionen
vorgestellt. Diese geben alerdings nicht den allgemeinsten denkbaren Fall wieder, sondern
bilden bereits eine Auswahl hinsichtlich praktischer Anwendungen.

Die erste Projektion befasst sich mit dem Spezialfall der Projektion auf einen Schnittzylinder
von einem Projektionszentrum aus, das sich an der Erdoberflache befindet. Fur den Fall, dass
das Projektionszentrum an der Erdoberflache liegt, wird die Projektionskonstante 1. Aus
diesem Grund werden die beiden Standardparallelkreise aquidistant, vor allem aber konform
dargestellt. Die Betrachtung der algemeinen perspektivischen Projektion mit 2
Standardparallelkreisen, wie sie ab Seite 73 folgt, geht aber von einer beliebigen
Projektionskonstanten aus. D/R = 0 und D/R = 1 werden as Speziafdle angefihrt. Bel einer
solchen algemeinen Betrachtung werden die Standardparallelen immer noch aquidistant
abgebildet. Ob aber auch Konformitét vorliegt, muss von Fall zu Fall untersucht werden. Die
zweite Projektion ist eine projektive Abbildung vom Kugemittelpunkt auf einen
Berthrzylinder. Die letzte Projektion bildet von einem Perspektivzentrum an der
Erdoberflache auf einen am Aquator bertihrenden Zylinder ab.

Die hier vorgestellten Projektionen existieren nur fur die Kugel als Urbildfléche. Fir das
Rotationsellipsoid as Urbildflache wére aber eine Herleitung der dafir notwendigen
Abbildungsgleichungen aus geometrischen Uberlegungen denkbar.

PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTION,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEN BEIDEN
STANDARDPARALLELKREISEN @1 UND @,

Andere Bezeichnung —  GALL’S STEREOGRAPHISCHE Projektion (fur @, = + 45°)
- BsaM Projektion (fir @, = = 30°)
(,Bolshoi Sovietskii AtlasMira’, "Grof3er Sowjetischer Weltatlas")
(Perspective cylindrical projection with two standard parallels)

Eigenschaften Diese Abbildungen sind weder konform noch flachentreu, nur die
Standardparallelen werden aquidistant und konform abgebildet. Die Projektions
zentren dieser Abbildungen liegen and der Erdoberflache. Meridiane und
Breitenkreise werden geradlinig und rechtwinklig zueinander wiedergegeben. Der
Abstand der Meridiane ist konstant, der der Breitenkreise nimmt zu den Polen hin
zu und zum Aquator hin ab. Die Winkelverzerrungen nehmen zu beiden Seiten der
Standardparallelen zu. Nahe diesen sind die Verzerrungen minimal. Fl&chen
zwischen den Standardparallelkreisen werden zu klein, auBerhalb diesen, zu grof3
wiedergegeben. Der Aquator wird zu kurz abgebildet, und da das Projektions-
zentrum an der Erdoberflache liegt, werden die Pole als Streifen dargestellt. Fur
P, , = = 55° ergibt sich die Projektion nach KAMENETSKY.

Einsatzgebiete Die Gall Projektion wurde bei der Erstellung von Weltkarten fur britische Atlanten
verwendet. Die BSAM Projektion wurde fir Karten des sowjetischen Weltatlas
verwendet. Mit der Projektion von Kamenetsky wurde die russische
Bevolkerungsdichte in einer Karte dargestellt.

Ursprung Die Gal Projektion wurde 1855 von James Gall veroffentlicht. Der Grof3e
Sowjetische Weltatlas entstand 1937 und die Kamenetsky Projektion wurde 1927
verwendet.
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PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTIONEN DER KUGEL

PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTION,
AQIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Diese Abbildung geht aus der obigen hervor, indem man die Projektionskonstante zu 0 wahlit. Dadurch fallt das
Projektionszentrum in den Erdmittelpunkt. Weiter wird @, = 0° gesetzt, wodurch sich anstelle eines
Schnittzylinders ein Beriihrzylinder ergibt.

Andere Bezeichnung - PANORAMAPROJEKTION
—  ZENTRAL PERSPEKTIVISCHE Zylinder projektion
(Central cylindrical projection)

Eigenschaften Das Projektionszentrum dieser Abbildung liegt im Erdmittelpunkt. Aus diesem
Grund kénnen die Pole hier nicht abgebildet werden. Der Aquator wird aquidistant
wiedergegeben und dort liegen auch keine Verzerrungen vor. Das oben
beschriebene Anwachsen der Absténde der Breitenkreise zu den Polen hin geschieht
bei dieser Abbildung sehr viel rascher. Auch im Vergleich zur Mercator Abbildung
nehmen diese Abstdnde schneller zu. Im Gegensatz zu oben werden Fléchen
ausschliefdlich zu grof3 wiedergegeben. In polnahen Gebieten treten ganz
beachtliche Winkel- und Fléchenverzerrungen auf, was diese Projektion fir ein
praktische Anwendung nahezu unbrauchbar macht. Nur in &quatorialen Gebieten
kénnte man sich eine Verwendung dieser Abbildung denken. Diese Projektion ist
zum Aquator und jedem beliebigen Meridian symmetrisch.

Einsatzgebiete Gelegentlich werden die Verzerrungseigenschaften dieser Abbildung mit denen der
Mercator oder den Miller Abbildungen verglichen.

Ursprung

PERSPEKTIVISCHE ZYLINDERPROJEKTION,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Diese Abbildung geht aus der obigen hervor, indem man die Projektionskonstante zu 1 wahlt. Dadurch fallt das
Projektionszentrum auf die Erdoberflache. Weiter wird @,, = 0° gesetzt, wodurch sich anstelle eines
Schnittzylinders ein Ber Uhrzylinder ergibt.

Andere Bezeichnung - Pergpektivische Zylinder proj ektion nach BRAUN

(Perspektive cylindrical projection)
— BRAUN’S STEREOGRAPHISCHE Projektion

(Cylindrical stereographic projection)
Eigenschaften Das Projektionszentrum dieser Abbildung liegt an der Erdoberflache. Die Pole
kénnen folglich as Streifen wiedergegeben werden. Die Eigenschaften dieser
Projektion sind im wesentlichen identisch mit denen der Panoramaprojektion.
Allerdings geschieht das Anwachsen der Abstande der Parallelkreise nicht so rasch
wie bel der Panoramaprojektion. Die Verzerrungen sind in polnahen Regionen
ebenfalls nicht so drastisch wie bel der Panoramaprojektion.

Einsatzgebiete
Ursprung Der Ursprung dieser Projektion geht auf Braun um 1867 zuriick.
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTION

EQUIDISTANT MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELS ®; ®,

PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTION

direct equations, cartesian coor dinates
X =Rcos® (A-A,)

(— +cosd,) ERD&

(—+cosq>)
X =Rcos® (A -A,)

y =Rcos®, tan ® D=0

X =Rcos®, (A-A,)

y=R(1+cosq3l)tan% D=R

left Jacobi matrix
0s®, 0 H

H?C
A X, O D Bcosq)+1 D
J, =% EZE 0 R+cosd> H? R
E . Bg+cos¢gﬁ

OR

left Cauchy-Green deformation tensor

EBZ cos’ ®, 0 SH

[

_0 cos® +1[0
leal=g B%+cosd>lgR2 R s
. - - BE+COSCDH .

d R 0B
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

left distance function

Bﬁcoscp +1g

ds® =R cos® ®,dN +Bﬁ+cosq> GRZ U g2

= Bﬁ+cosCDH

left principal stretches

cos®,
cos®

N =

COSCD +1

N, B—+cosq> B—
R Eh+cos¢g

left eigenvectors

1
2 G
' Rcos®

maximum angular defor mation

‘cos GDEE +cos¢g - BB +cosd, %Bcosqb +1Ecos¢
OR 0 [OR (DR N

cos CDIBB +cos® g + BB +cosdP, %Bcosd) + 1B:osCD
OR O OR MR 0

Q =2arcsin
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

inver se equations

- X
Rcos®,

2 2
+R—coscbl y?’A - B+(D +Rcos®, )’
D D R
"R

+A

0

tan ® g Iy (D#0)
D
D +Rcos®, )’ -
(b +Roos®,} -F2 v
= 4 +/\O
Rcos®,
tand=— (D=0)
Rcos®,
:—X +/\O
Rcosd,
® 1 y
— el D=R
3 (1+cos®,) R ( )

right Jacobi matrix

. ! 0 H

3 =HYx My _ ORcos®, 0
f . o0 21 +cos®,)R O
d (1+cos®, P R? +y*

right Cauchy-Green deformation tensor

H 1 §1+cos¢l)2R2—y2§ 0

(c,1= 005 ®1 Hi+eos® 'R +y?

O 0 2(1+ cos®, )R?
ﬁ 1+cos®, )’ R? + y?

dmMOoOOoc4
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e

right distance function

2(1+cos®, )R?

2p2 _ (2
4s? = 3 1+cosCDl)2R Y Hap +
cos’ @, H1+cos®, )’ R? + y? 1
right principal stretches

1 (1+cos®,)’R?-y?

" cos®, (L+cos®, PR +y?
2(1+cos®,)R?

(1+cos®,)’R? + y?

1

A, =

right eigenvectors

u =9, u, =9,

+cos®, )’ R? +y?
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

PR

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

Vo (@ =0) = —Rgugcoscbl@ (D#0)
Voo FU(®=-T)= 0 (D=0)
Yo =Y(P = —g) =-R(l+cos®,)  (D=R)

maximum cartesian coor dinate Ymax

—y(o =" =prH+R
ymax —y(CD— 2) RQ--'- Dcosq)lg (DiO)

Yimex =y(¢=g)=°° (D=0
Vo =Y(® :g) =R(1+cos®, ) (D=R)

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

BSAM projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels @, , =+ 30°)
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Gall’s Stereographic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels @, , = + 45°)
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

CENTRAL CYLINDRICAL OR PANORAMA PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates

X=R(A-A,)
y = Rtan ®

|eft Jacobi matrix

J':% Xa»E:EB R 0
A Yo E]D 2 %

left Cauchy-Green deformation tensor

R 9
[Cl= R
ﬁo cos’ @ ﬁ

|eft distance function

R2

cos* ®

ds® = R®dA* +

do?

left principal stretches
1
cos®

1
N, =
2 cos?d

N =

left eigenvectors

1 1
= G U, ==-G
' Rcos® 2 R ?
maximum angular defor mation
Q = 2arcsin cosd)—JlJ = 2arcsintan22‘
cosd + 2
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

inver se equations

right Cauchy-Green defor mation tensor

R2
DRZ + y2

:
[Ckl]:D 2 ]
o R

right distance function

2 2
dSZ - R H R gdyz

dx? +
R? + y2 HRz + y2

right principal stretches

__R
[RZ +y2
R2
- R2+y2

A=

2

right eigenvectors

u =9, u, =9,
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

10
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left principal stretches
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

71
o =y(Pp=—)=-
Ymn V(@ =—2) =~

maximum cartesian coor dinate Ymax

71
=y(pb=—)=
Yrae ZY(®=7) =00

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Central cylindrical projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel ®; , =0°)
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

BRAUN’S STEREOGRAPHIC PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates

|eft Jacobi matrix
H? 0
- %A Xo Ez m R

| A Yo ﬁ cos> 9

2

left Cauchy-Green deformation tensor

Foo

[c]= 0o

MM O 17

H

cos’ R
2

|eft distance function

R2

ds® = R*dA* + do?

cos* —
2

left principal stretches

1

cosd
1

N\ =

N, =
2 2(D
COS™ —
2




PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

R

left eigenvectors

-1
' Rcos® *

maximum angular defor mation

(:os29 —cosd)‘
Q =2arcsn

cos® o +cosd
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

inver se equations

A=2 4,
R
b= 2arctani
2R

right Jacobi matrix

1
o o
Jr:%X AVE;DR i D
L o Ho 4R 0
0 4R +y’

right Cauchy-Green deformation tensor

RZ _ y2
%RZ +y? é °
[Cul=

2
R
H R*+y

right principal stretches

_ 4R? - y?
4R? +y?

_ 4R?
4R* +y?

1

2

right eigenvectors

u, =9, u, =9,
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

PR

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin

7l
Yiin =Y(P = _E) =—2R

maximum cartesian coor dinate Ymax

71
Yimax :y((D :E) =2R

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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PERSPECTIVE CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Braun’s Stereographic projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel @, , =0°)
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SPEZIELLE ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

3-5. SPEZIELLE
ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL

Im Zusammenhang mit diesem Abschnitt 3-5. wird auf den Abschnitt 3-2. 'Konforme
Zylinderabbildungen der Kugel’ verwiesen. Die in diesem Abschnitt beschriebenen
Abbildungen sind im wesentlichen eine Veralgemeinerung der unter 3-2. dargestellten
Mercator Abbildungen. Fur die inverse Abbildung konnen hier leider nur die
Abbildungsgleichungen und die Jakobi-Matrix angegeben werden.

SPEZIELLE ZYLINDERABBILDUNG,
AQUIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Die Abbildungsgleichungen nach Miller sind denen der Mercator Abbildung sehr &hnlich. Im wesentlichen
entstehen sie aus den Gleichungen fir die Mercator Abbildung durch Einfihren eines konstanten Faktors. Im
Falle, dass der Faktor zu 1 gewdhlt wird, erhalt man wieder die Gleichungen nach Mercator.

Andere Bezeichnung - MILLERI /MILLER Il Abbildung
(Miller's cylindrical projections)
Eigenschaften Wie bereits in vorherigen Abschnitten gezeigt, treten bel konformen bzw.

flachentreuen Abbildungen betréchtliche Verzerrungen zu den Polgebieten hin auf.
So stellt die Mercator Abbildung Flachen in polaren Regionen viel zu grof3 dar und
die flachentreue Abbildung nach Lambert weist extreme mal3stébliche Verzerrungen
auf. Die Miller Abbildung ist als ein Kompromiss zwischen diesen beiden
unterschiedlichen Verzerrungserscheinungen zu sehen. Sie reduziert fir steigende
Werte der Konstanten C die Flachenverzerrung auf Kosten der Winkeltreue. Man
erhdlt die Miller | Abbildung fir C = 1.25 und die Miller Il Abbildung fur C = 1.50.
Bei beiden Abbildungen wird der Aquator aquidistant wiedergegeben. Zusétzlich
gilt Konformitét am Aquator. Die Miller | Abbildung lasst sich aufgrund ihrer
ahnlichen Eigenschaften mit der Mercator Abbildung vergleichen, die Miller Il mit
der Stereographischen Projektion nach Gall.

Einsatzgebiete Die Miller I Abbildung wird haufig in amerikanischen Atlanten verwendet. Miller 11
hat nie den Bekanntheitsgrad der ersten Abbildung erreicht. Beide Abbildungen
werden gelegentlich eingesetzt, um vektorielle Darstellungen von Ozeanstréomungen
oder Windrichtungen zu geben.

Ursprung Der Ursprung dieser Abbildungen geht auf Miller um 1942 zurick.
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SPECIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

SPECIAL CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

MILLER'SCYLINDRICAL PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates
x=R(A-A,)

/)
= CRIn(tan(— + —
y = CRIn(tan(-, +- )

|eft Jacobi matrix

d
COS—
ch
left Cauchy-Green deformation tensor
K9
R
[c]= Jo

[l
1 ool
Ccos” —
C
|eft distance function

R2

cos® —
C

ds® = R*dA* + do?

left principal stretches

N = 1
cosd
/\2 :L
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SPECIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

left eigenvectors

1

1
= G U,==G
' Rcos® > R ?
maximum angular defor mation
cosq)—coqu‘
Q =2arcsin
cos— +cosP
C
inver se equations
/\:%+/\0
singztanhl
© CR
right Jacobi matrix
L o f
, N, R O
J. = =0 1 O
« @ g0 0
H CRcoshyH
R
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SPECIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretches

left principal stretches
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SPECIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

I

minimum cartesian coordinate Ymin
T BE]T—IT
i =Yy(®=-—)=CRIngan
ymln y( 2) % |:| 4C %

C=1.25 Yoo =—2.3034R
C=150 Yoo = -1.9754R

maximum cartesian coor dinate Ymax

T T+ T
=y(®d =) = CRInHan
Yiax = Y( 2) % é%%

C=125 Yoo = 2.3034R
C=1.50 Yoo =1.9754R

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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SPECIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Miller | projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallel @, , =0°)
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ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL MIT POLYNOMANSATZ

3-6. ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL
MIT POLYNOMANSATZ

Die in diesem Abschnitt 3-6. vorgestellten Abbildungen mit Polynomansatz sind aus der
Notwendigkeit heraus entstanden Abbildungen zu generieren, welche vollig unkonventionelle
Verzerrungseigenschaften haben. Hierzu sei auf [4] verwiesen.

ZYLINDERABBILDUNG MIT POLYNOMANSATZ,
AQUIDISTANT AUF DEN BEIDEN STANDARDPARALLELKREISEN @3 UND P,

Diese Abbildungsgleichungen sind die Erweiterung der Gleichungen, aus dem von Urmaev entwickelten
Polynomansatz, fir den Fall eines Schnittzylinders anstelle eines BerGihrzylinders.

Andere Bezeichnung - KHARCHENKO-SHABANOVA Abbildung (fir ®,, = + 10°)

Eigenschaften Die Meridiane und die Breitenkreise werden als Geraden abgebildet. Die Abstande
der Meridiane sind gleich, die der Parallelkreise nehmen zu den Polen hin zu. Diese
Abbildung ist weder konform noch fléchentreu. Die beiden Standardparallelen
werden dquidistant dargestellt, esliegt dort aber keine Konformitét vor.

Einsatzgebiete
Ursprung Diese Abbildung geht mal3geblich auf Shabanova (1951-52) zuriick.
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ZYLINDERABBILDUNGEN DER KUGEL MIT POLYNOMANSATZ

ZYLINDERABBILDUNG MIT POLYNOMANSATZ,
AQIDISTANT UND KONFORM AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Die Abbildungsgleichungen nach Paviov haben dieselbe Form wie die unten angefiihrten Gleichungen nach
Urmaev. Ein Unterschied bestent nur in der Wahl der Koeffizienten, wodurch sich allerdings vollig
unterschiedliche Verzerrungseigenschaften ergeben. Deshalb werden diese beiden Abbildungen hier auch
getrennt aufgefiihrt.

Andere Bezeichnung - PAavLoOV Abbildung
(Pavlov's cylindrical projection)
Eigenschaften Die Meridiane und die Breitenkreise werden als Geraden abgebildet. Die Abstande

der Meridiane sind gleich, die der Parallelkreise nehmen zu den Polen hin ab. Diese
Abbildung ist also mit einer flachentreuen Abbildung zu vergleichen, allerdings
wird die Eigenschaft der konseguenten Fléchentreue zu Gunsten der Reduzierung
von Winkelverzerrungen aufgegeben. Diese Abbildung hat den Nachteil, dass es fir
hohere Breiten zu gréfderen Verzerrungen in Ost-West Richtung kommt, was sie fir
den Gebrauch von Weltkarten einschrankt. Am Aquator liegt Konformitét und
Aquidistanz vor.

Einsatzgebiete Diese Abbildung wird heutzutage gerne in der Kartographie zur Herstellung
allgemein gebrduchlicher Karten in Atlanten verwendet.
Ursprung Diese Abbildung wurde von A. A. Pavlov eingefihrt.

ZYLINDERABBILDUNG MIT POLYNOMANSATZ,
AQUIDISTANT AUF DEM STANDARDPARALLELKREIS

Die Abbildungsgleichungen nach Urmaev haben dieselbe Form wie die oben angefiihrten Gleichungen nach
Paviov. Ein Unterschied besteht nur in der Wahl der Koeffizienten, wodurch sich allerdings véllig
unterschiedliche Verzerrungseigenschaften ergeben. Deshalb werden diese beiden Abbildungen hier auch
getrennt aufgefiihrt.

Andere Bezeichnung - URMAEV |11 Abbildung
(Urmaev’s cylindrical projection)
Eigenschaften Die Meridiane und die Breitenkreise werden wie Ublich als Geraden abgebildet. Die

Abstande der Meridiane sind gleich, die der Parallelkreise nehmen zu den Polen hin
zu. Diese Abbildung hat die interessante Eigenschaft, dass sie an vier Breitenkreisen
®;, =+ 20° und d3, = + 65° Konformitét aufweist, dagegen wird aber der Aquator
nur &quidistant wiedergegeben. Am Aquator liegt also keine Winkeltreue mehr vor.
Insgesamt weist diese Abbildung nur kleine Winkelverzerrungen auf. Dafir werden
aber Fléchen in mittleren und héheren Breiten zu grof3 dargestelit.

Einsatzgebiete Diese Abbildung wurde 1947 fur eine politsche Weltkarte im Atlas , Ofitsera
verwendet-
Ursprung Diese Abbildung wurde von N. A. Urmaev, einem Mitglied der Russischen Schule

fur Mathematische Kartographie, 1947 eingefihrt.
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELS ®; ®,

KHARCHENK O-SHABANOVA PROJECTION
direct equations, cartesian coor dinates
X =Rcos®, (A-A,)

y = REa o +22 ¢3+—4¢SH
3 5

O
®, =10° a, =—0.0007879
a, = +0.9900000 a, =—5.3660000

left Jacobi matrix

A Xo cosd, 0
J, = =
| %A ytI) E O R(ao +a2q)2 +a4q)4)E

left Cauchy-Green deformation tensor

?cos® @, 0
[CKL] = 2 2 4\2
0 R*(a, +a,®” +a,0")

|eft distance function
ds®* =R?cos® dd X +R2(ao +a, ® +a4€l>“)2dCD2

left principal stretches

cos®d,
cosd
N =8, +a,0° +a,0°

N =

left eigenvectors

1
= G
' Rcos®

maximum angular defor mation

Q =2arcy

|cos ® —cos qa(ao +a,d* +a CD“)|
‘COSCD +cos da, +a,d* +a,d”)
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

inver se equations

_ X
Rcos®,

+/\o
1 1 1
:E%Oy"'?bzys +Eb4y5E

®, =10° b, = 0.000273
b, =1.010101 b, =1.139907

right Jacobi matrix
H 1t 0 H

3 _%x /\yE_DRcosdJl 0
" Hp, o H O 1 3 5
e o Zhegeyte by

right Cauchy-Green deformation tensor

1 1 1
%OSZEﬁQJOy+R2b2y3 +R4b4y5%

0
[Cul= E cos” ®,
O 3
H 0 %Jo +?b2y2 +

right distance function

CcoS %H%y — by %

cos’ @,

5

R*

b,y* g

MOoOodOocm4

d/\2+B) +R b,y? +—b4y szcb2
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

right principal stretches

1 1 1
/\ _ COSE&E)Oy'FRszyB +R4b4y5%
1=

cos®d,
3 5
A, =by, +?b2y2 "'Ebﬂf4
right eigenvectors
u, =09, u, =g,
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

minimum cartesian coordinate Ymin

y o =y(® =§) = —8.7091R

maximum cartesian coor dinate Ymax

y_ =y(®= —g) = 8.7091R

angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT MAPPING OF THE
STANDARD PARALLEL

PAvVLOV / URMAEV PROJECTION

direct equations, cartesian coordinates
x=R(A-A,)

y :RandHqu?’ + 2 st
U 3 S Ll

Coefficients for Pavlov

a, = +1.00000
a, = —0.15306
a, =-0.02673

Coefficientsfor Urmaev

a, = +0.92813
a, =+1.11426
a, =0

left Jacobi matrix

J = n Ko — 0
! A y(D R(aO +a2¢2 +a4q)4)

left Cauchy-Green deformation tensor

o d=H °
“'"Ho R(a, +a,0% +a,0°)

|eft distance function

ds? =R*d R +R?(a, +a,d* +a,0* [ do?
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

e

left principal stretches

1
cosd
A, =a, +a,®* +a,0’

N =

left eigenvectors

1
= G
' Rcos® *

maximum angular defor mation

Q =2arcsin

|1 —cos GJ(aO +a,d’ +a4q>“)|
11 +cos da, +a,®? +a,0*)
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

LA

inver se equations

Coefficientsfor Pavliov

b, = +1.000000
b, = +0.051020
b, = +0.013155

Coefficientsfor Urmaev

b, = +1.077435
b, = -0.500523
b, =0

right Jacobi matrix

HH oo

J:%X /\VE:DR
r [0} 1 3 5
950 L Zny Sey

right Cauchy-Green defor mation tensor

1 1 1
o Tty by |
[Cul=

kl=[0
3
ﬁ 0 Ebo +?b2y

2

5

+Eb4y

§

I
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

right distance function

1 1 1 3 5
ds’ =COSZ%§)Oy+?be3 +§b4y5 %/\2 +§)0 +§b2y2 +§b4y“§d¢2

right principal stretches

1 1 1
A= Cosgﬁ%oy"‘?bzys "‘mes%
3

S e

A, =by + b2y2+gb4y

R?

right eigenvectors

u, =9, u, =9,
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

left principal stretchesasfunction of the spherical latitude ®

left principal stretches
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POLYNOMIAL CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE SPHERE

Pavlov

minimum cartesian coordinate Ymin

y =y(d= —g) = -1.3219R

maximum cartesian coor dinate Ymax

y_ =y(® =§) = +1.3219R

Urmaev

minimum cartesian coordinate Ymin

Yo =Y(® = —g) = -2.8974R

maximum cartesian coor dinate Ymax

Yoo =Y(® =§) = +2.8974R

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A=90° a=90°

left angular shear

o=0°
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KAPITEL 4

ALLGEMEINE
ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR
ZYLINDERABBILDUNGEN DES
ROTATIONSELLIPSOIDES
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDES

Die Aussagen, welche in Kapitel 2 Gber Zylinderabbildungen der Kugel getroffen wurden,
gelten im wesentlichen ebenso fur die Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides.
Insbesondere ist die Unterscheidung der gegenseitigen Lage von Urbild- und Bildflache in
normalstandig, transversal und schiefachsig analog zu Kapitel 2, und wird hier nicht nochmals
ausgefuhrt. Bel Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides werden ebenfalls Bertihr- und
Schnittzylinder unterschieden. Bei dem allgemeineren Fall eines Schnittzylinders treten die
beiden Standardparallelen unter den ellipsoidischen Breiten B, (nordlich) und B, (sudlich)
auf. Es liegt wiederum Symmetrie zum Aquator vor, woraus B; = - B, folgt.

Die adlgemeinen direkten Abbildungsgleichungen fir  Zylinderabbildungen des
Rotationsel lipsoides ergeben sich aus den Forderungen, dass die Bildkoordinate y nur von der
ellipsoidischen Breite B abhéngen soll, und die Bildkoordinate x nur von der ellipsoidischen
Lange L. Im Falle eines Schnittzylinders sollen zusétzlich die unter der nordlichen Breite B,
bzw. unter der stdlichen Breite B, erscheinenden Standardparallelen aquidistant abgebildet
werden. Im Falle eines Beriihrzylinders soll der Aquator aquidistant abgebildet werden. Damit
folgt fUr die direkten Abbildungsgleichungen

x =N, cosB,(L-L,)
y=f(B)

Fur Lo ist wiederum die Lange des Bezugsmeridians einzusetzen. Wird als Bezugsmeridian
der Meridian von Greenwich gewahlt, entfallt Lo. N; ist der zu B; zugehorige Normal-
krimmungsradius.

Die dlgemeinen inversen Abildungsgleichungen fur Zylinderabbildungen des Rotations-
ellipsoides erhélt man formal durch Invertieren der obigen Gleichungen

_ X
N, cosB,

B="f"(y)=9(y)

+LO

Allerdings wird sich spéter zeigen, dass die Invertierung mit erheblichem Aufwand verbunden
ist. Deshalb wird im Rahmen dieser Arbeit auf die Behandlung inverser Zylinderabbildungen
des Rotationsellipsoides verzichtet und nur der direkte Aspekt behandelt.
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ALLGEMEINE ABBILDUNGSGLEICHUNGEN UND i Z:':
VERZERRUNGSMARE FUR ZYLINDERABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDES L

Defor mationsanalyse fur die allgemeinen Abbildungsgleichungen
von Zylinder abbildungen des Rotationsellipsoides

Der Metriktensor des Urbildes (Rotationsellipsoid) lautet (vgl. 1-2.)

2 Ane?
A°cos’ B 0

M-E%sn’B 0 cos’B 0
[GKL]:D A2(1 E2 —@ MZE

i % sin’ 8] |

wobei fur den Normakrimmungsradius N und den Meridiankrimmungsradius M folgendes
gilt

N A v - AL-E?)
\/1—EzsinZB (1_ EZSinz B)% .

Der Metriktensor einer ebenen Fléche, in welche sich der Zylinder abwickeln lasst, lautet fur
den Fall kartesischer Koordinaten (vgl. 1-3.)

l94] =6, = % QE

Ausgehend von den folgenden allgemeinen direkten und inversen Abbildungsgleichungen fur
Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides,

_ X
N, cosB,

B="f"(y)=9(y)

x=N,cosB,(L-L,)
y=f(B)

+L,

welche sich, wie bereits angefihrt, aus der Forderung ergeben, dass die Bildkoordinate y nur
von der ellipsoidischen Breite B und die Bildkoordinate x nur von der ellipsoidischen Lange L
abhangen soll, ergibt sich fur die linke bzw. fur die rechte Jakobi-Matrix (vgl. 1-6.)

1
3 = 1COSBl d(-)fH 3 _DN1COSBl O@
I E 0 EE T Qg 0 ng
H dyH
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sowie fur den linken bzw. rechten Cauchy-Greenschen-Deformationstensor

[CKL] :JlT[gm]J| [Ckl] :JrT[GKL]‘]r

E(N(g(y» COSQ(V))Z

I B

N,cosB)> 0O ) 0
[CKL] = E( 0 Bd—fg E [Ckl] — B (Nl COSBl)
0 »[1dg
: 80 ] 0 M (gt %g

Dabel steht N(g(y)) und M(g(y)) far

A A(l- E?)

M =
\/1_ E2sin? g(y) (9(y) (

N .
1-E?sn” g(y))*

(a(y) ~

Spétestens mit dem Aufstellen des rechten Cauchy-Greenschen-Deformationstensors wird
sich herausstellen, dass sich die Behandlung des inversen Problems, aufgrund der notwendig
werdenden Invertierungen, auf3erst anspruchsvoll gestaltet. Im weiteren wird deshalb auf die
Behandlung der inversen Abbildung verzichtet.

Das Bogenelement ds’ des Bildes, als Funktion der Urbildkoordinaten A und @, ergibt sich zu
ds? = (N, cosB, )’ dL? + Bd—deB2
dB [

Da die Parameterlinien sowohl im Urbild als auch im Bild senkrecht zueinander stehen,
entsprechen die Hauptstreckungen den Streckungen entlang der Parameterlinien und somit
ergeben sich die linken Hauptstreckungen zu (vgl. 1-6.)

c AJ1-E?sin? N. cosB
A, = |2 = N, cosB, 17E'sn’B _N, 1
C;11

AcosB N cosB

ne [ iE el g Lprg

Al-E?) [dBO M BQO -

Wie unter 1-6. Gezeigt, ergeben sich die Eigenvektoren zu

U o L o V1-Fsn’B_ _ 1

tJG, T AcosB * NcosB

T _(1—EzsinzB)%G 1,

2~ 2~ 2 27\, 2
Gy, Al-E?) M
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und die maximale Winkelverzerrung wird definiert als

N, cosB, (1 - E?) - cosB(1- E>sin” B)

Q= 2arcsinM = 2arcsin

l+ 2

Elpg

| L o o

N, cosB, (1 -E2)+cosB(L- E*sin® B)

N, cosB, o
M 0B

NlcosBl+ﬂcosB of
M B[ -

=2arcsn

Der Winkel A, den die Parameterlinien im Urbild einschlief3en, berechnet sich zu

GlZ

COSA= )
GG,

Den Winkel a, welchen die Parameterlinien im Bild einschlief3en, erhalt man aus

C12

Jeuc,

Unter der Scherung verstent man die Differenz

cosa =

c G
12 _ —arccos 12

V CllCZZ \Y GllG 22

der beiden obigen Winkel a und A. Im Falle orthogonaler Parametrisierung, wie sie hier
sowohl im Urbild als auch im Bild (G2 und ¢;2 = 0) vorliegt, ergibt sich folglich die Scherung
fur ale betrachteten Zylinderabbildungen zu 0.

0 =a — A=arccos

In Kapitel 5 sollen der Vollstandigkeit wegen die direkte &quidistante, die direkte konforme
und die direkte flachentreue Zylinderabbildung des Rotationsellipsoides fur den Fall eines
schneidenden Zylinders (2 Standardparallelen) entsprechend Kapitel 4 behandelt werden. Eine
Einschrankung auf diese drel Abbildungen soll in dieser Arbeit ausreichend sein, zumal den
Zylinderabbildungen des Rotationsellipsoides ohnehin wenig praktische Bedeutung zukommt,
abgesehen einiger spezieller Anwendungen. Es werden wieder die Hauptstreckungen A; und
N2 in Abhangigkeit der ellipsoidischen Breite B dargestellt. Mit Hilfe der Mapping Toolbox
von MatLab werden zusétzlich die einzelnen Abbildungen (in Form einer Weltkarte) und
deren Verzerrungsei genschaften durch Tissot Ellipsen veranschaulicht.
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KAPITEL 5

ZYLINDERABBILDUNGEN DES
ROTATIONSELLIPSOIDES
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AQUI DISTANTE ZYLINDERABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDES

5-1.  AQUIDISTANTE ZYLINDERABBILDUNGEN
DESROTATIONSELLIPSOIDES

Im folgenden Kapitel 5 werden die wichtigsten, namlich die direkte &quidistante, die direkte
konforme und die direkte flachentreue Zylinderabbildung des Rotationsellipsoides vorgestellt.
Dabel wird, wie in Kapitel 4 bereits erlautert, aus Grinden der Komplexitdt auf die
Behandlung der inversen Abbildungen verzichtet. Die Auswahl der Abbildungen beschrankt
sich nur auf die drel oben genannten, da, wie ebenfalls bereits erwahnt, Zylinderabbildungen
des Rotationsellipsoides allgemein weniger gebrauchlich sind. Hinzu kommt, dass sie auch in
der Literatur seltener vertreten sind. Demzufolge muss in diesem Kapitel auf die Vorstellung
der Abbildungen hinsichtlich anderer Bezeichnungen, Einsatzgebiete und Ursprung in
tabellarischer Form verzichtet werden.

In diesem Abschnitt 5-1. soll die normalstéandige aquidistante Zylinderabbildung des
Rotationsellipsoides mit 2 Standardparallelkreisen behandelt werden. Die beiden
Standardparallelkreise ergeben sich unter der nordlichen ellipsoidischen Breite B; bzw. unter
der stdlichen ellipsoidischen Breite B, (= - B;). Diese Standardparallelkreise werden langen-
treu abgebildet, und da es sich in diesem Abschnitt um eine aquidistante Abbildung handelt,
werden zusétzlich alle Meridiane aquidistant wiedergegeben. Daraus folgt die Bedingung A\, =
1 fir die Streckung entlang der Meridiane. Aus dieser Bedingung und aus der allgemeinen
Form fur Ay, wie sie in Kapitel 4 eingefuihrt wurde, ergibt sich ein elliptisches Integral 2. Art
zur Bestimmung der Abbildungsgleichung fir y (vgl. Seite 118). Im weiteren sollen einige
weitere Eigenschaften dieser Abbildung vorgestellt werden. AufRerdem wird auf den
wesentlichen Unterschied zwischen der Abbildung der Kugel und der des Rotationsellipsoides
eingegangen.

Die Meridiane und die Breitenkreise werden bei der Abbildung vom Rotationsellipsoid auf
den Zylinder ebenfalls als Geraden dargestellt. Es herrscht Aquidistanz und Konformitat fir
die beiden Standardparallelkreise. Die Pole werden als Streifen wiedergegeben. Bei der
aquidistanten Zylinderabbildung der Kugel mit 2 Standardparallelkreisen (Plate Carrée) ergab
die Darstellung der Meridiane und der Breitenkreise in der Karte ein  Gitternetz mit gleich
grofden rechteckigen Maschen. Bel der aquidistanten Zylinderabbildung des Rotations-
ellipsoides mit 2 Standardparallelen hingegen, wéchst der Abstand der Breitenkreise zu den
Polen hin an. Wie stark dies der Fall ist, hangt ausschliefdlich von der Exzentrizitét des
Rotationsellipsoides ab. Um zwischen den durch MatLab erzeugten Darstellungen Uberhaupt
ein Unterschied fur Zylinderabbildungen der Kugel bzw. des Rotationsellipsoides zu sehen,
wurde die Exzentrizitét zu e = 0.5 gewdhlt. In diesem Fall ist die kleine Halbachse gerade halb
so lang wie die Grof3e. Tatsachlich verwendete Werte fur die Exzentrizitét liegen eigentlich
bei etwa 1 : 300. Es soll hier noch angemerkt werden, dass die Wahl der Exzentrizitét zu 0.5
zwar sehr gut den Unterschied zwischen Abbildungen des Rotationsellipsoides und der Kugel
deutlich macht, da dieser Wert reale Werte dlerdings stark Ubertrifft, treten enige
Schwierigkeiten in Zusammenhang mit MatLab auf. So kann zum Beispiel MatLab die Tissot
Ellipsen nur bis zu einer Exzentrizitét von 0.2 mit ausreichend guter Genauigkeit darstellen.
Dies hat unter anderem zur Folge, dass die Tissot Ellipsen fur die Standardparallelen keine
exakten Kreise sind, obwohl eigentlich Konformitét vorliegen wirde. Fur die Hervorhebung
der wesentlichen Eigenschaften dieser Abbildungen sind die Darstellungen allerdings

ausreichend.
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELSB; B,

direct equations, cartesian coordinates

x =N, cosB,(A-A,)

y=f(B)
1 :
f(B) = A(l- E)I a8
0 (1- E*sin® B')"2
2 4 6 8 10
(B)=n @ -E _¥E S 175 _aE
4 64 256 16384 65536
3E? 3E* 45E° 105E°® 2205ElO
o E2 B D snze)
8 32 1024 4096 131072
15E* 45E° 525E° 1575ElO
+( o+ + + )sin(4B) +
256 102% 1638% 6553?0
o BE_7TSE _36TSE® - om)s
3072 1228% 262141
+( +315E 2205E )sm(88)+
131072 524288
_ 693EY

+ ( )sin(10B)] + o(E™)

1310720

f (B) is a solution for an elliptical integral of the second kind. The result is the length of a
meridian arc from the equator (B = 0) to a parallel with ellipsoidal latitude B.

left Jacobi matrix
B 0
- %,\ Xq E: E\llcss ' AlL-£2) E= @lCOSBl 0 E
r Yol O (t-E?sn?B)2 o M

left Cauchy-Green deformation tensor

H{N, cosB, )* 0

: :
=g H Al-g?) E% ENICOSBI) MOZE
d Hi-e2sin?B)? 51
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e

left distance function

ds? = (N, cosB, )*dL? +H AL-E?)
1-E2sin?B)?

left principal stretches

v1-E?sin®*B _ N, cosB,

A, =N, cosB,

AcosB NcosB
A, =1
left eigenvectors
1 1
= G Uu,=—=G
' NcosB ' S Y

maximum angular defor mation

gde = (N, cosB, )’dL? + M 2dB?

Q=2 |N cosBv1-E®sin’B AcosB| |N cosB, - NcosB|
‘N cosBv1-E?sin? B+AcosB‘ ‘N cosB, + N cosB|
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION E

left principal stretches asfunction of the elipsoidal latitude B
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

minimum cartesian coordinate Ymin

_E® 3E" 5E° 175E° _441E"
4 64 256 16384 65536 ]2

maximum cartesian coor dinate Ymax

7l
=v(B=—)= A
Yrae =Y(B =)

_E? 3E' B5E° 175E° _441E"
4 64 256 16384 65536 12

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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EQUIDISTANT CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

Equidistant projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallelsB; , =+ 30°)
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KONFORME ZYLINDERABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDES

5-2. KONFORME ZYLINDERABBILDUNGEN
DES ROTATIONSELLIPSOIDES

In diesem Abschnitt 5-2. soll die normalstdndige konforme Zylinderabbildung des
Rotationsellipsoides mit 2 Standardparallelkreisen behandelt werden. Dabei werden einige
Eigenschaften dieser Abbildung vorgestellt. Auf3erdem wird auf den wesentlichen Unterschied
zwischen der Abbildung der Kugel und der des Rotationselli psoides eingegangen.

Die wesentliche Eigenschaft dieser Abbildung ist wiederum, dass die Loxodrome as Gerade
abgebildet wird. Die Meridiane und die Breitenkreise werden ebenfalls geradlinig dargestellt.
Die Meridiane werden in gleichen Abstanden, die Breitenkreise mit wachsenden Abstanden
wiedergegeben. Die Verzerrungen in Richtung der Pole nehmen stark zu. Dies hat zur Folge,
dass die Pole Uberhaupt nicht dargestellt werden konnen. Die Standardparallelen werden
aquidistant abgebildet und nahe diesen sind die Verzerrungen minimal. Der Unterschied
zwischen der Zylinderabbildung des Rotationsellipsoides und derjenigen der Kugel ist, dass
das Drahtmodell (Gitternetz) des Rotationsellipsoides gedrungener erscheint. Infolgedessen
sind die Abstéande der Breitenkreise im Falle des Rotationsellipsoides kleiner als bei der
Kugel.
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CONFORMAL CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELSB; B>

direct equations, cartesian coor dinates

x=N,cosB,(A-A,)

_ —EsmBH/H :
y_NlcOSBllnganB]ZT+ED]jl+EsnBD . A(artanh (sin B) - Eartanh (E sin B))

O]

left Jacobi matrix

cosB 0
J, = g’\ %e E: ik ' N, cosB, (1— EZ) s
A Ve 0

ﬁ cosB 1-E?sin’B

left Cauchy-Green deformation tensor

E{NlcosBl)2 0 d
[CKL] = B 0 HNl COSBl (1—2 EZZ g%
i H cosB 1-EZsin’BH

left distance function

2
4<? = (N B )2dL2 HN, cosB, (1—E ) 4B?
s* = (N, cosB,) +H cosB 1-E?sin’B

left principal stretches

V1-E?sin’B _ N, cosB,

A, =N, cosB, =
AcosB N cosB
\J1-E?sin? N, cosB
A, =N, cosB 17E7sn’B _N, L
AcosB N cosB
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left eigenvectors

-1
' NcosB *

maximum angular defor mation

Q=0
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left principal stretches asfunction of the elipsoidal latitude B
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W

minimum cartesian coordinate Ymin

- =y(B=—)=-0
ymln y( 2)
maximum cartesian coor dinate Ymax
7
= B=—)=w
Yia =Y(B=2)
angle of intersection of coordinatelines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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Conformal projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallels B , =+ 30°)
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FLACHENTREUE ZYLINDERABBILDUNGEN DES ROTATIONSELLIPSOIDES

5-3.  FLACHENTREUE ZYLINDERABBILDUNGEN
DESROTATIONSELLIPSOIDES

In diesem Abschnitt soll die normalsténdige flachentreue Zylinderabbildung des
Rotationsellipsoides mit 2 Standardparallelkreisen behandelt werden. Im weiteren sollen
einige Eigenschaften dieser Abbildung vorgestellt werden. Aulerdem wird auf den
wesentlichen Unterschied zwischen der Abbildung der Kugel und der des Rotationsellipsoides
eingegangen.

Die Meridiane und die Breitenkreise werden geradlinig und rechtwinklig zueinander
dargestellt. Die Meridiane werden in gleichen Abstanden, die Breitenkreise mit abnehmenden
Abstanden wiedergegeben. Es liegt Aquidistanz und Konformité fur die beiden
Standardparallelkreise vor. Die Verzerrungsellipsen werden zu den Polen hin in Nord-Sud
Richtung gestaucht und in Ost-West Richtung gestreckt. Zum Aquator hin verhalten sich die
Verzerrungsellipsen entsprechend umgekehrt. Auf diese Weise wird die Eigenschaft der
Flachentreue gewahrt. Der Unterschied zwischen der Zylinderabbildung des Rotations-
ellipsoides und derjenigen der Kugel ist, dass das Drahtmodell des Rotationsellipsoides engere
Absténde der Breitenkreise aufweist.
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EQUAL-AREA CYLINDRICAL PROJECTION
EQUIDISTANT AND CONFORMAL MAPPING OF
TWO STANDARD PARALLELS B, B, \

direct equations, cartesian coor dinates

x =N, cosB,(A-A,)
_ A1-E?) EnE{HESinB 2EsinB E
4EN, cosB, [ -EsnB[J 1-E’sin’B

|eft Jacobi matrix

cosB 0 cosB,
JIZ@ XBE:E\IIO " Ah-E?)  cosB EH\ll Nl\/lcos,BH
AN
I

H N, cosB, (1_ Ezsinsz N, cosB, E

left Cauchy-Green deformation tensor

[N, cosB, )’ 0 H AN, cosB,)? 0
[ca]=0 JA-E?)  cosB  HE=C 0 NM cosB
ﬁ HN, cosB, (1-E?sin?Bf ﬁ . N, cosB,
left distance function

2( _ 2
ds? = (N, cosB, )*dL? + A (l E ) cosB . gde = (N, cosB, )’ dL? + ELA cosB édgz
N, cosB,;

HN, cosB, (1-E2sin®B)

OOOocm4

left principal stretches

v1-E?sin®B _ N, cosB,
AcosB N cosB
1 AcosB _ NcosB

N, = =
? N,cosB, \1-E2sn?B N, cosB,

N, =N, cosB,
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EQUAL-AREA CYLINDRICAL PROJECTIONS OF THE ELLIPSOID OF REVOLUTION

left eigenvectors
1

' NcosB *

maximum angular defor mation

|N cos” B(l E®sin? B) AZ cos” B| _
‘N cos B,(L- E?sin? B)+ A*cos? B|

|N cos? B, - N2 cos? B|

Q=2arcs
"INZcos’ B, + N7 cos’ B

2arcsin
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left principal stretches asfunction of the elipsoidal latitude B
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LA

minimum cartesian coordinate Ymin

m, _ Af1-E?) nA-E A’

- =—y(B=—--)=
Yrin =¥ 2) 4EN, cosB, [l+EQ 2N,cosB,

maximum cartesian coor dinate Ymax

m, _ A*[1-E? +E A?
oo =y(8 == AAE) D,
2" 4EN,;cosB, [l-EQO 2N,cosB,

angle of intersection of coordinate lines, left versusright

A= 90° a=90°

left angular shear

o= 0°
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Equal-Area projection: world map and left Tissot indicatrices

(30° - graticule, standard parallelsB; , = + 30°)
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