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Abstract

The reference point of an antenna is not physical fixed, but
caused by electromagnetic components and their interaction.
Therefore, a calibration of the antenna is required for precise
point positioning.
In the Hannover concept of calibration, the code phase and
the carrier phase variations are determined from the appar-
ent changes in the short baseline vector. The variations are
modeled afterwards by spherical harmonics, which leads to an
unstable problem due to improper data distribution on a hemi-
sphere.
To increase the resolution of the model, localizing spherical
Bernstein-Bezier polynomials are introduced. A continuous
model is achieved by condition equations during the estimation
of the coefficients of the linear combination.
The new base function model even high frequencies in the data,
which is not possible by spherical harmonics due to their global
support.

1. Calibration

For each GNSS antenna, the calibration consist in the definition
of the antenna reference point (ARP), a mean phase center off-
set (PCO) – the sphere of constant offset in all directions – and
the pattern of the remaining phase center variations (PCV) or
group delay variations (GDV), respectively (cf. Figure 1)
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Figure 1: Relationship between ARP, PCO and GDV

In the Hannover concept of calibration, two antennas
are set up close to each other with a common clock,
and one antenna is rotated by a calibrated robot.40 2 GNSS-Antennentechnik und Kalibriermethoden
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Abbildung 2.16: Aufbau der Kalibriereinrichtung zur absoluten Antennenkalibrierung im Feldverfahren auf
dem Labornetzwerk des IfE, Universität Hannover.

die entfernungsabhängigen Anteile Ionosphäre, Troposphäre, Satellitenbahnfehler, etc.
zu eliminieren.

2. Hierauf folgen Orientierungs- und/oder Neigungsänderungen des Prüflings in der sich
anschließenden Epoche tι+1 in einem fixen Punkt und es werden ebenfalls Einfachdiffe-
renz zwischen beiden Stationen P jAB(tι+1) bzw. Φj

AB(tι+1) und dem gleichen Satelliten
gebildet.

3. Durch Bildung von Epochendifferenzen ∆P jAB(tι, tι+1) bzw. ∆Φj
AB(tι, tι+1) aufeinan-

derfolgender Einfachdifferenzen zu einem Satelliten fallen die Fehleranteile der Refe-
renzstation vollständig heraus (PCO und PCV-Pattern und GDV der Referenzstation,
Mehrwegesignal auf Referenzstation sowie Mehrwegesignal auf der Codephasen- und
Trägerphasenbeobachtung am Prüfling).

4. Das Pattern des Prüflings wird durch präzise Orientierungs- und Neigungsänderungen
durch den Roboter an unterschiedlichen Stellen an der Antennenhemisphäre abgegrif-
fen. Diese Änderungen sind die Beobachtungsgrößen, aus denen die Antennenparameter
(PCO +PCV, GDV) zu bestimmen sind.

Figure 2: Hannover concept of calibration [2]

This setup reduces or eliminates most effects – demonstrated
in the next paragraph – but disables also the separation of the
PCO and clock error.

1.1 Observation model
For each frequency f , the pseudo-ranges based on code mea-
surements between antenna A and satellite j at epoch tι are
given by

P
j
A,f (tι) = ρA,f + δC

j
A,f + δD

j
A,f + δS

j
A,f (ϕ, θ, tι) + εA,f (tι)

with
• δDA,fj: delay in ionosphere and troposphere

• ρA,f : geometrical distance

• δCA,fj = c · tιA: combined clock error

• SjA,f (ϕ, θ, tι): phase center variations for zenith angle θ and
azimuth ϕ in the antenna fixed frame.

Considering the reference antenna B, the single differences

P
j
AB,f (tι) = PB,f

j(tι)− PA,fj(tι) =

= ρAB,f + δC
j
AB,f + δD

j
AB,f + δS

j
AB,f (ϕ, θ, tι) + εAB,f (tι)

are calculated.
Due to the short distance, this will remove the effects of
– ionosphere,
– troposphere and
– orbital errors.
Taking the time differences between consecutive observables
{tι, tι+1} we find the group delay variations (GDV)

∆P
j
AB,f (tι, tι+1) = P

j
AB,f (tι+1)− P jAB,f (tι) =

= δgdvA(ϕ, θ) + εAB,f (tι, tι+1)

and analogous the phase center variations (PCV) in case of
phase measurements.
The multipath effects of the reference antenna B cancel out by
the time differentiation, and is reduced for the test antenna by
fast and calibrated rotations.

2. Modelling of the antenna pattern

2.1 Spherical harmonics
The current processing uses spherical harmonic functions –
i.e. Legendre functions Pnm(cos θ) and trigonometric functions
sinmϕ and cosmϕ – and the corresponding Stokes {Cgdvnm , S

gdv
nm}

coefficients to model the GDVs and PCVs, respectively:P
j
AB,f

Φ
j
AB,f

=

N∑
n=0

n∑
m=0

({
C
gdv
nm

C
pcv
nm

}
cosmϕ +

{
S
gdv
nm

S
pcv
nm

}
sinmϕ

)
Pnm(cos θ)

(1)

Because the spherical harmonics are orthogonal on the full
sphere, but all measurements take place in the upper hemi-
sphere of the antenna, the determination of Stokes coefficients
gets unstable very fast and only low resolutions are possible.
This problem could be recognized in the singular value decom-
position in figure 3, where model is expanded up to maximum
degree n = 8 and order m = 8. (In case of a global data set, this
condition numbers corresponds to an expansion of degree 30 or
40 for optimal data distribution!)

4.4 Singulärwertzerlegung (SVD-Analyse) 81

� Wie ist der Zusammenhang zwischen der Höhe von Grad n und Ordnung m der gewähl-
ten SH(n,m)-Entwicklung und der optimalen Schätzbarkeit gesuchter SH-Koeffizienten?

� Welcher Entwicklungsgrad erscheint für das angesetzte Verfahren sinnvoll?

In Abbildung 4.6 sind die entsprechenden SVD-Zerlegungen der Designmatrizen für vier ver-
schiedene SH(n,m)-Entwicklungen aufgezeigt. Die Abbildungen zeigen einen repräsentativen
Ausschnitt einer gewöhnlichen Kalibrierung mit ca. 22 000 beobachteten Epochen und 15 Satel-
liten. Da die Designmatrix pro Satellit über alle beobachteten Epochen aufgebaut wird, lassen
sich die Basisfunktionen den beobachteten Satelliten zuordnen. Diese Aussage ist gleichbedeu-
tend mit der Feststellung, dass für die Bestimmung eine ausreichende Beobachtungsdichte für
eine Halbsphäre/Halbkugel vorliegen muss, um die GDV/PCV-Pattern optimal bestimmen
zu können. Dementsprechend lässt sich schlussfolgern, dass der Satellit PRN22 in Abbildung
4.6(a) zum Beispiel für den Fall einer SH(3,3)-Entwicklung suboptimale Beobachtungen lie-
fert und die gesuchte Geometrie nicht entsprechend dem funktionalen Modell wiedergibt. Diese
geringe Leistungsfähigkeit erklärt sich aus einer sehr kurzen Beobachtungsdauer von nur 22
Epochen für diesen Satelliten gegenüber >600 Epochen für alle anderen. Jedoch lassen sich
durch dieses Vorgehen die suboptimalen Beobachtungen identifizieren und aus dem Gesamt-
system ausschließen.
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(b) SVD SH(4,4)
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(c) SVD SH(5,5)
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Abbildung 4.6: Spektren der Singulärwerte, sortiert nach den Basisfunktionen. Die Singulärwertzerlegung
der Designmatrizen sind für unterschiedliche SH(n,m)-Entwicklungen und anhand einer Halbkugel berechnet,

um die Konditionierung des Gesamtsystems mit optimierter SH(n,m)-Entwicklung zu analysieren.
Figure 3: Singular values per satellite for a spherical harmonic
expansion up to degree and order 8 [2]

2.2 Bernstein Bezier Splines
As an alternative, a linear combination of spherical Bernstein-
Bezier polynomials (SBB) is implemented on a triangulated
hemisphere. A point ~x inside the triangle ∆(~p1, ~p2, ~p3) can be
represented in barycentric coordinates Λ1,Λ2,Λ3 with

~x = Λ1~p1 + Λ2~p2 + Λ3~p3. (2)

Each base function is defined only on a spherical triangle, and
determined by harmonic polynomials [1, 3].
The antenna pattern itself is modeled by a linear combination

δgdvA =

T∑
t=1

D∑
d=0

∑
i+j+k=d

cdijk
d!

i!j!k!
Λi1Λ

j
2Λk3 (3)

with the unknown coefficients cd,tijk for each triangle 1 ≤ t ≤ T

and degree d.

Figure 4: triangulation of a hemi-sphere

To ensure a continues behaviour between 2 triangles – e.g.
with the corner (~p1, ~p2, ~p3) and (~p4, ~p2, ~p3) = (~p1′, ~p2′, ~p3′) the cor-
responding coefficients c

d,1
ijk and c

d,2
ijk must be equal up to re-

ordering of the points.
Due to their local support, the functions could handle the inho-
mogeneous data distribution, and missing observations below
the horizon will not affect the stability.

3. Comparison

In Figure 5 the observed phase center variations for a dual
frequency marine antenna ASH700700.B are visualized for
the first 14400 data points (of 28600 possible measurements)
together with its approximation by spherical harmonics and
Bernstein-Bezier-Splines.

Figure 5: Approximation of GDV by spherical harmonics and
Bernstein-Bezier-Splines in [mm]

•Considering the subsequent observations, the signal contains
very high frequencies.

• A spherical harmonic expansion of degree and order 8 is not
able to model these high frequent variations.

• The Bernstein-Bezier polynomials of degree 5 model almost
all variations.

• The SBB model can partly compensate over-parametrization
and stabilty problems via the smoothness- and continuity-
conditions, which act as implict regularization.

• There are some outlier in the SBB modeling compared to the
data. First investigations indicates problems in zenith direc-
tion, which might be caused by the triangulation algorithm in
combination with the over parametrization.
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